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TEORIA DE CAMPOS

Teoria general de campos

1. Demuestre o refute cada una de las siguientes afirmaciones. (a) Si

K es un subcuerpo de F y F es isomorfo a K, entonces F = K. (b) El cuerpo C de los

nimeros complejos es una clausura algebraica del cuerpo Q de los niumeros racionales. (c) Si K es una extension
finitamente generada de F, entonces [K : F] es finito. (d) Si K es una extension algebraica

finitamente generada de F, entonces [K : F] es finito. () SiF  E K es una torre de cuerpos y K es

normal sobre F, entonces E es normal sobre F. (f)SiF E  Kes una torre de cuerpos y K es normal sobre F,
entonces K es normal sobre E. (g) SiF  E  Kes una torre de cuerpos, E es normal sobre F y K es normal sobre

E, entonces K
es normal sobre F.

(h)SiF E Kesunatorre de campos y K es separable sobre F, entonces E es separable sobre F. ()SiF E K
es una torre de campos y K es separable sobre F, entonces K es separable sobre E. () SiF  E  Kes una torre de

campos, E es separable sobre F y K es separable sobre E, entonces K es separable sobre F.

2. Dé un ejemplo de una cadena infinita Q1 Q2 Q3 - --de campos algebraicamente cerrados.

3. Sea E un campo de extension de un campo F y f(x), g(x)  F[x]. Demuestre que un maximo comun divisor de fy g en F[x]

es también un maximo comun divisor de fy g en E[x].

4.SeaF uncampoyF Su grupo multiplicativo. Demuestre que los grupos abelianos (F, +)y (F , -) no son
isomorfos.

5. Demuestre que un subgrupo finito del grupo multiplicativo de un campo debe ser ciclico.

6. (a) Demuestre que un dominio integral finito es un campo. (b)
Demuestre que si R es un dominio integral de dimension finita sobre un subcampo F R,

entonces R es un campo.

7. Demuestre que si F es una extension finita de Q, entonces el subgrupo de torsién de F ’ es finito. [Pista: El

El subgrupo de torsion consta de raices de la unidad.]

8.Supongaque F E  Kes cualquier torre de campos y [K : F] es finito.
Demuestre que [K: F] = [K: E]JE : F].

9. Sea K una extensién de campo de F de grado ny sea f(x)  F[x] un polinomio irreducible de grado m > 1. Demuestre que
si m es relativamente primo a n, entonces f no tiene raiz en K.

10. Seaf(x) =anxenla ™+ --+alx+a0 Q[x] sea un polinomio irreducible de grado mayor que 1

que todas las raices se encuentran en el circulo unitario de C. Demuestre que ai = an-i para todo i.
11. Sea F una extensiéon de campo de los niUmeros racionales.
(a) Demuestre que {fa+bV2|a,b F}es un campo. (b)

Dé las condiciones necesarias y suficientes paraque {a+bV32|a, b I;} sea un campo.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Sea K una extensiéon de campo de un campo F y sea a un elemento de K. Dé los valores necesarios y
condiciones suficientes para que {a + ba |a,b  F} sea un cuerpo.

Sea K un campo de extension de Fcona,b K. Sea[F(a):F]=my[F(b):F]=ny
Suponga que (m, n) = 1. Demuestre que F(a) N F(b) = F y [F(a, b) : F] = mn.

Sean F, L y K subcampos de uncampoM,conF KyF L.Sea[K:F]=ky
[L:F]=
(a) Demuestre que [KL : F] k. (b)
Demuestre que si (k, ) = 1 entonces [KL : F] = k. (c) Dé
un ejemplo donde [KL : F] < k.

Sea K un campo de extension de dimension finita de un campo F y sea G un grupo de F-
automorfismos de K. Demuestre que |G| [K : F].

Sea E una extensién de dimension finita de un campo F y sea G un grupo de F-automorfismos
de E tal que [E : F] = |G|. Demuestre que F es el campo fijo de G.

Sea E una extensién de dimension finita de un campo F y sea G un grupo de F-automorfismos
de E. Demuestre que si F es el campo fijo de G, entonces [E : F] = |G].

Sea F un campo con la propiedad = 0,
(*)Sia,b Fya 2 +b éntoncesa=0y b = 0.
(a) Demuestre que 2 1+ 1 es irreducible en F[x].

x (b) ¢ Cual de los campos Z3, Z5 satisface (*)?
Demuestre que p(x) = x % + x - 6 es irreducible sobre Q[i].

En cada caso a continuacion se dan un cuerpo F y un polinomio f(x)  F[x]. Demuestre que f es irreducible
sobre f o factorice f(x) en polinomios irreducibles en F[x]. Encuentre [K : F], donde K es un cuerpo de
descomposicioén para f sobre F.

(a)F=Q, f(x)=x (b) F=4-5.
Q(V-3), fx)=x 3_3

(©)F = Q, f(x) = x 827X _b5x+5.

Sea Q el cuerpo de los numeros racionales. Demuestre que el grupo de automorfismos de Q es trivial.
Sea R el cuerpo de numeros reales. Demuestre que el grupo de automorfismos de R es trivial.

Sea R el cuerpo de los numeros reales. Demuestre que si f(x) es un polinomio irreducible sobre R, entonces f
es de grado 1 0 2.

SeaFuncuerpoypaprimo.SeaG={c F|c w =1 para algun entero positivo n}.

(a) Demuestre que G es un subgrupo del grupo multiplicativo de F. (b)

Demuestre que G es un grupo ciclico o que G es isomorfo a Z(p=), el grupo de Préufer para
el primer p.
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25. Sea E una extensién de dimension finita de un cuerpo F y sea G un grupo de F-automorfismos de E. Muestre lo
siguiente. (a) Sie  E entonces

Ge={c G| o(e)=e}esunsubgrupode G. (b) [G: Ge][F(e): F]. (c)SiF
es el cuerpo fijode Gy e1,

e2, ..., enson las imagenes distintas de e bajo G, entonces f(x) = (x — e1)(x — €2)- - -(x — en) es el polinomio
minimal de e sobre F.

26. Demuestre que Q(N 2, V' 3) es una extensién simple de Q.

27. Encuentra el polinomio minimo de a = 3 + v 7 sobre el cuerpo Q de nimeros racionales y demuestra
es el polinomio minimo.

28. Encuentra el polinomio minimo de a = 5 + v 3 sobre el cuerpo Q de nimeros racionales y demuestra
es el polinomio minimo.

29. Encuentra el polinomio minimo de a = 11 + v 3 sobre el cuerpo Q de nimeros racionales, y
Demuestra que es el polinomio minimo.

30. Encuentra el polinomio minimo de a = 3 + 2V 2 sobre el cuerpo Q de nlimeros racionales, y
Demuestra que es el polinomio minimo.

. L 35 a4 . .
31. Encuentra el polinomio minimo de a = es el 2+ 2 sobre el cuerpo Q de nimeros racionales, y demuestra
polinomio minimo.

32. Sea F un cuerpo. Demuestre que F es algebraicamente cerrado si y solo si todo ideal maximo de
F[x] tiene codimension 1.

Extensiones algebraicas

33. Sea a perteneciente a alguna extension de campo del campo F. Demuestre que F(a) = F[a] si y solo si a es algebraico
sobre F.

34. Demuestre que p(x) = 3 + 2x + 1 es irreducible sobre Q. Sea 6 una raiz de p(x) en una extension
campo x y encuentre el inverso multiplicativo de 1 + 6 en Q[6].

35.Sean F  Kcuerposyseaa K algebraico sobre F con polinomio minimal f(x)  F[x] de grado n. Demuestre que
{1, q,...,an—1} es una base para F(a) sobre F.

36. Demuestre que si K es una extension de campo de dimension finita de F, entonces K es algebraico sobre F.

37. Sea F un campo, sea E = F(a) un campo de extension simple de F,y sea3  E - F. Demuestre
que a es algebraico sobre F(f3).

38. Demuestre que si [F : Q| = 2, entonces existe un entero libre al cuadrado m distinto de 1 tal que
F=Q(Wm).

39. Sea K un cuerpo de extensién del cuerpo F tal que [K : F] es impar. Demuestre que siu K entonces
2
F(u)=F(u ).

40. (a) Sea a algebraico sobre un cuerpo F y haga E = F(a). Demuestre que si [E : F| es impar, entonces
E=Fa ?2)
(b) Dé un ejemplo de una extension algebraica simple E = F(a) donde |E : F| no es divisible ) esta estrictamente

por 3 pero F(a 3 contenido en E.
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41. Sea K una extensién de grado finito del campo F tal que [K : F] es relativamente primo a 6.
Demuestre que siu K entonces F(u) = F(u ).

42. Sea F un cuerpo, f(x) un polinomio irreducible en F[x], y a una raiz de f en alguna extensién de F. Demuestre que si
algun término de grado impar de f(x) tiene un coeficiente distinto de cero, entonces F(a) = F(a

2

43. Sean f(x) y g(x) polinomios irreducibles en F[x] de grados m y n, respectivamente, donde (m, n) = 1. Demuestre que si a
es una raiz de f(x) en alguna extension de cuerpo de F, entonces g(x) es irreducible en F(a)[x].

2
44. Sea K un campo de extension de F y sea a un elemento de K. Demuestre que si F(a) = F(a entonces a es algebraico ),
sobre F.

45. Sea K un campo de extensién de F y sea a un elemento de K. Demuestre que los siguientes son
equivalente:
(i) a es algebraico sobre F, (ii)
F(a) es una extension de dimension finita de F, (iii) a esta
contenido en una extension de dimension finita de F.
46. Sea a algebraico sobre Q con [Q(a) : Q] =2 y F = Q(a). Demuestre que si f(x)  Q[X]
es irreducible sobre Q, entonces ocurre una de las siguientes situaciones:
(i) f(x) sigue siendo irreducible en F[x]; (ii) f(x)
es un producto de dos polinomios irreducibles en F[x] de igual grado.

47.SeaF E Kuna torre de campos tal que K = F(a) con a algebraico sobre F. Demuestre que si f(x)  F[x] es el
polinomio minimal de a sobre F y F = E, entonces f(x) no es irreducible en E[x].

48. Sea E un campo de extensionde Fy A={e E | e es algebraico sobre F}.

(a) Demuestre que A es un subcuerpo de E que contiene a F.

(b) Demuestre que si 0 : E — E es un F-homomorfismo biunivoco, entonces o(A) = A.
49. Sean p y q primos distintos. Demuestre que Vg no es un elemento de Q(p).

50. Demuestre que si p1, . . ., pn, pn+1 son niimeros primos distintos, entonces Vpn+1 no es un elemento del
campo Q(Vp1, . .., \pn).

2 .
51. Sean a1, a2 y a3 numeros reales tales que (ai) Q para cada i, y sea K= Q(a1, a2, a3).
Demuestre que V3 2 no esta en K.

52. (a) Demuestre que si E es una extension de campo de dimension finita de F que se genera sobre F por  F para todo
. . 2 .
un subconjunto S de E que satisfacé a S, entonces |E : F| es una potencia de 2.

a (b) Dé un ejemplo que muestre que 2 no puede reemplazarse por 3 en la parte (a).

53.SeaF L Kcon|L:F]finito, y sea a un elemento de K. Demuestre que a es algebraico sobre L si y sélo si a es
algebraico sobre F.

54. Demuestre que si K es algebraico sobre F y 0 : K — K es un F-monomorfismo, entonces o es sobrexpositivo.
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55. Supdngase que K es un campo de extension algebraica de un campo F tal que sélo hay un ndmero finito de
campos intermedios entre F y K. Demuestre que K es una extension simple de F.

56. Sea K una extensién algebraica simple de un campo F. Demuestre que solo hay un numero finito de
campos intermedios entre F y K.

57. Supdngase que E es una extension algebraica de F y E es un cierre algebraico de E. Demuestre que E es un
cierre algebraico de F.

58. Sea a algebraico sobre el cuerpo F con polinomio minimal f(x)  F[x] y sea K = F[a].
Demuestre que si 0 : F — L es un monomorfismo de campoy 3 Lesunaraizdefo (x) L[x], entonces ¢
tiene una extension unica "o : K — L que satisface "o(a) = B.

59. Supongase que E1 y E2 son cierres algebraicos de un campo F. Demuestre que existe un F-isomorfismo.
o:E1—- E2.

60. (a) Demuestre que para cada primo p y cada entero positivo n existe un polinomio irreducible.
mial de grado n sobre el cuerpo Fp de p elementos.

(b) Demuestre que para cada entero positivo n existe un polinomio irreducible de grado n sobre
el campo Q de los numeros racionales.

Normalidad y campos de division

61. Sea K un campo de extension de F. Demuestre que los siguientes son equivalentes.

(i) Cada polinomio irreducible en F[x] con una raiz en K tiene todas sus raices en K. (ii) K se obtiene
de F mediante la unién de todas las raices de un conjunto de polinomios en F[x]. (iii) Cada F-

isomorfismo de K en un cierre algebraico fijo es un F-automorfismo.

2 . -
62. Sea K el campo de descomposicion de x + 2 sobre Q. Demuestre o refute que i = V -1 es un elemento
de K.

3 . -
63. Sea K el campo de descomposicion de x - 5 sobre Q. Demuestre o refute que i =V -1 es un elemento
de K.

64. Sea Q una clausura algebraica fijade F y K Q una extension algebraica de F. Demuestre que K es una extension
normal de F siy solo si todo F-isomorfismo :K— K  Q es un F-automorfismo.

65. Sea F un cuerpo y E un cuerpo de desdoblamiento del polinomio irreducible f(x)  F[x]. Demuestre que
sic,d Fyc=0,entonces el polinomio f(cx + d) se divide en E[X].

Posibilidad de separacién

66. Demuestre que si K es una extension separablede FyLesuncampoconF L K, entonces L es un
La extension separable de F y K es una extension separable de L.

67. Sea f(x)  F[x] un polinomio, y sea f (x) su derivada formal en F[x]. Demuestre que f(x) tiene raices distintas en
cualquier cuerpo de extension de F si y solo si med(f(x), f (x)) = 1.

68. Demuestre que si K es una extension separable de dimensidn finita de F, entonces K = F(u) para algun u
tinta.
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69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

Sea F un campo y sea f(x) = xpn — 1, ™ =X  F[x]. Demuestre que sicharF=0osicharF=py
entonces f no tiene raiz mdltiple en ninguna extension de F.

Demuestre que si F es un campo de caracteristica 0 entonces toda extension algebraica de F es separable.
(Proporcione un argumento; no se limite a afirmar que todo campo de caracteristica 0 es perfecto y que toda
extension algebraica de un campo perfecto es separable).

Demuestre que si F es un campo finito, entonces toda extension algebraica de F es separable.

Sea F un cuerpo de caracteristica p y sea x una indeterminada sobre F.
(a) Demuestre que F(x p ) es un subcuerpo propio de F(x). (b)
Demuestre que F(x) es un cuerpo de descomposicién para algun polinomio sobre F(x p ).
(c) Demuestre que el unico automorfismo de F(x) que fija F(x p ) es el automorfismo identidad.

Sea F un cuerpo y f(x)  F[x] un polinomio irreducible. Demuestre que existe un primo p, un entero a< 0y un
polinomio separable g(x)  F[x] tal que f(x) = g(x p ! ).

Sea K una extension separable arbitraria de F. Demuestre que si cada elemento de K es raiz de un polinomio en F[x]
de grado menor o igual a n, entonces K es una extension simple de F de grado menor o igual a n.

Sea F un cuerpo y sea f(x)  F[x] con cuerpo de desdoblamiento K. Demuestre que si el grado de f es un
primo p y [K : F] = tp para algun entero t, entonces (a) f(x) es

irreducible sobre F y (b) sit > 1 entonces

K es una extension separable de F.

Sean x e y indeterminadas independientes sobre Zp, K = Zp(x, y), y F = Zp(x p, yp ).
(a) Demuestre que [K : F] = p (b)?

Demuestre que K no es una extension simple de F.

Un cuerpo F se llama perfecto si cada elemento de una clausura algebraica de F es separable sobre F.
Sea F un campo de caracteristica p. Demuestre que los siguientes son equivalentes.

(i) El campo F es perfecto. (ii)

Paracada Fexisteund F tal que & p (iii) La funciona —ap ~

es un automorfismo de F.
Demuestre que todo campo de caracteristica 0 es perfecto.
Demuestra que todo campo finito es perfecto.

Sean F K campos que tienen caracteristica p y supdngase que K es una extension algebraica normal de F.
Demuestre que existe uncampo Econ F  E K, E/F puramente inseparables y K/E separables.

Sea E un cuerpo y sea G un grupo finito de automorfismos de E. Sea F el cuerpo fijo de G. Demuestre que E es una
extension algebraica separable de F.

Sea G un grupo finito de automorfismos del cuerpo K'y del conjunto
F={a K|a ° =qgparatodoo G}

Demuestre que cada elemento de K es separablemente algebraico sobre F de grado como maximo |G|.
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83. Sea p un primo y sea F = Zp(x) el cuerpo de fracciones de Zp[x]. Sea E el cuerpo de descomposicion de f(y) =y p — x sobre
F. (a) Demuestre que[E : F] = p. (b)

Demuestre que |AutF (E)| = 1. (c)

¢ Qué conclusion puede extraer de (a) y

(b)?
84. Sea K = F(u) una extensién separable de F con u TF para algun entero positivo m. Muestre r,
que si la caracteristcade Fespym=p eIuego u F.

85. Si K es una extension de un campo F de caracteristica p = 0, entonces un elemento u de K se llama
puramente inseparable sobre F siu’® F para algun t. Demuestre que los siguientes son equivalentes.

(i) u es puramente inseparable sobre F.
(ii) u es algebraica sobre F con el polinomio minimo x. (ii)ues ™ -aparaalgina Fyenteron.

algebraica sobre F y sus factores polinomiales minimos como (x — u) m.
86. Demuestre que toda extension de campo puramente inseparable es una extensién normal.

87. Sea K una extensiéon de un campo F de caracteristica p = 0. Demuestre que un elemento u de K es a la vez
separable y puramente inseparable siy sélosiu  F.

88. Sea Z2(x) el campo de fracciones del anillo polinomial Z2[x]. Construya una extensién de
Z2(x) que no es ni separable ni puramente inseparable.

Teoria de Galois
89. Enuncie el teorema fundamental de la teoria de Galois.

90. Sea K una extension de Galois finita de F con grupo de Galois G. Supdngase que E1 y E2 son extensiones
intermedias que satisfacen E1  E2, y sean H1  H2 los subgrupos correspondientes de G. Demuestre que E2
es una extension normal de E1 si y solo si H2 es un subgrupo normal de H1, y cuando esto sucede, el grupo de
Galois de E2 sobre E1 es isomorfo a H1/H2.

91. Sea K una extensién finita de Galois de F con grupo de Galois G = Gal(K/F). Sea E un cuerpo intermedio normal
a F. Demuestre que Gal(K/E) Gy G/Gal(K/E) = Gal(E/F).

92. Sea K una extension algebraica finita de F y sea G el grupo de todos los F-automorfismos de K. Sea F(G) = {u

K|o(u) =uparatodoc G}. Demuestre que K es separable y normal (es decir, Galois) sobre F si y solo si F(G)
=F.

93. Sea K una extensién de Galois del cuerpo F con grupo de Galois G. Sea g(x) un polinomio ménico sobre F que se
descompone sobre K (es decir, K contiene un cuerpo de descomposicion para g(x) sobre F)yseaA Kel
conjunto de raices de g(x). Demuestre que g(x) es una potencia de un polinomio irreducible sobre F siy solo si G
es transitivo sobre A.

94. Sea K un campo de extension de dimension finita de L y sea 0 : L — F una incrustacion de L en un campo F.

Demuestre que hay como maximo [K : L] extensiones de o a incrustaciones de K
enF.
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95.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

102.

103.

104.

105.

106.

107.

108.

Si S es cualquier semigrupo (escrito multiplicativamente) y F cualquier cuerpo, un homomorfismo de S en el grupo
multiplicativo de elementos distintos de cero de F se llama un F-caracter de S.

Demuestre que cualquier conjunto {01, 02, . . ., on} de F-caracteres de S es linealmente independiente en el espacio
vectorial sobre F de funciones S — F.

Sea K un campo de extension de F y sea F el campo fijo del grupo de F-automorfismos.
de K. Demuestre que K es una extension de Galois de F .

Sea K una extension normal finita de F y sea E el cuerpo fijo del grupo de todos los F-automorfismos de K. Demuestre

que el polinomio minimo sobre F de cada elemento de E tiene sélo una raiz distinta.

Sea E un campo de desdoblamiento sobre F de un polinomio separable f(x) en F[x] y G = Gal(E/F).
Demuestre que{e E|o(e)=eparatodooc G}=F.

[NUEVO]
Sea F un cuerpo, f(x)  F[x] irreducible y separable sobre F, y K el cuerpo de desdoblamiento de f(x) sobre F.
Demuestre que si el grupo de Galois de K sobre F es abeliano, entonces K = F(a), donde a es una raiz de f(x).

Sea K una extension de Galois de F con |Gal(K/F)| = 12. Demuestre que existe un subcuerpo E de K que contiene a F
con [E : F] = 3. ¢ Existe necesariamente una subextension L que satisfaga [L : F] = 2?7 Explique.

Supdngase que K = F(a) es una extension de Galois propia de F y supéngase que existe un elemento o ) : F] =
de Gal(K/F) que satisface o(a) = a - . Demuestre que [K: Fles pary que [F(a + a -

K Fl.

Sea K una extension de Galois finita de F de caracteristica 0. Demuestre que si Gal(K/F) es un 2-grupo no trivial,
entonces existe una extension cuadratica de F contenida en K.

Sea G un grupo finito. Demuestre que existe una extensién algebraica F del cuerpo Q de nimeros racionales.

numeros y una extension de Galois K de F tal que G = Gal(K/F).

(a) Halla el grupo de Galois de x entre los 3 ~2sobre Q y demostrar la correspondencia de Galois
subgrupos del grupo de Galois y los subcuerpos del cuerpo descomponedor. (b) Halla todos los

automorfismos de Q( V3 2). ¢ Existe una f(x) —Q[x] con cuerpo descomponedor Q( V3 2)?
Explicar.

Sea F cualquier cuerpo y sea f(x) = x " =1  F[x]. Demuestre que si K es el campo de desdoblamiento de f(x)
sobre F, entonces K es separable sobre F (de ahi Galois) y que Gal(K/F) es abeliano.

Sea n7 una raiz 7.2 primitiva compleja de la unidad y sea K = Q(n7). Halle Gal(K/Q) y exprese cada cuerpo intermedio F
entre Qy Kcomo F = Q(B) paraalgin B K.

Sea n una raiz 7.2 primitiva compleja de la unidad y sea K = Q(n), donde Q es el cuerpo de los nimeros racionales.
Demuestre que existe una extensién Unica F de grado 2 de Q contenidaen Ky halleq  Q tal que F = Q(q).

Sea Q el cuerpo de los numeros racionales y n una raiz octava primitiva compleja de la unidad. Determine
Gal(Q(n)/Q) y todos los campos intermedios entre Q y Q(n).
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4 . .
109. (a) Determine el grupo de Galois de x - 4 sobre el cuerpo Q de numeros racionales.
4 _
(b) ¢,Cuantos campos intermedios hay entre Q y el campo de division de x? 47
2 2
110. Sea f(x) = (x - 2)(x - 3) y sea K el campo de desdoblamiento de f(x) sobre Q. Halla, con prueba,
todos los elementos de Gal(K/Q) y todos los subcampos intermedios de K.
111. Determine el grupo de Galois de x 4 4 sobre el campo Q de numeros racionales e identificar todos
de los campos intermedios entre Q y el campo de divisién de x # - 4. Utilice los fundamentos
Teorema.
112. Determine el grupo de Galois de x 4 3 sobre el cuerpo Q de numeros racionales.
113. Determine el grupo de Galois de x 4y 2 sobre el cuerpo Q de nimeros racionales.
114. Determine el grupo de Galois de x 3 +3x 2 -1 sobre Q.

115. Demuestre que el grupo de Galois de x 3 -5 sobre Q es S3 y demuestra la correspondencia de Galois
entre los subgrupos de S3 y los subcampos del campo de division. ¢ Qué subcampos son?
¢normal sobre Q?

116. Sea K el campo de descomposicién de x - 3 sobre Q. Utilice la teoria de Galois para identificar Gal(K/Q) y
encontrar explicitamente todos los subcampos intermedios.

117. Sea K un campo de descomposicién para x5 - 2 sobre Q.
(a) Determine [K : Q].
(b) Demuestre que Gal(K/Q) no es abeliano.
(c) Encuentre todas las extensiones intermedias normales F y expréselas como F = Q(a) para a apropiado.

118. Sea Q el cuerpo de los nimeros racionales y E el cuerpo de descomposicion (en el cuerpo de los niumeros complejos).
numeros)de x  4-2.

(a) Encuentra |Gal(E/Q)|.

(b)Seac Gal(E/Q) tal que o(a) = a paratodoa E (donde ~a es el conjugado complejo
de a). Encuentre Inv(o) ={a E|o(a) =a}.

(c) ¢ Es o un subgrupo normal de Gal(E/Q)?

119. Sea f(x) = x faax 2y 2y sea K el campo de desdoblamiento de f sobre Q. Demuestre que la funcién de Galois
El grupo de K sobre Q es ciclico de orden 4.

120. [NUEVQ]
Hallar, con demostracion, el grupo de Galois del campo de descomposicién sobre los niUmeros racionales de la
polinomio f(x) donde

@fx)=x  °+3,
b fx)=x  °-3,

©fx=x  2+2,
(d) f(x) =X 8-2.
121. Sea p un numero primo y sea K el campo de descomposicion de f(x) = x 6. p sobre Q, el campo de

Numeros racionales. Determine el grupo de Galois de K sobre Q, asi como todos los intermedios.
campos E que satisfacen [E: Q| = 2.
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122.

123.

124.

125.

126.

127

128.

129.

130

131.

132.

Sea F el cuerpo de 2 elementos y K un cuerpo de descomposicion de f(x) = x (a) 31 obre F. +x

Demuestre que si r es una raiz de f, entonces r ® 3=1peror=1.
(b) Demuestre que f es irreducible sobre F. (c)
Encuentre Gal(K/F) y exprese cada cuerpo intermedio entre F y K como F(b) para ap-

b apropiado en K.

Sea K una extension de Galois de Q cuyo grupo de Galois es isomorfo a S5. Demuestre que K es el cuerpo de
desdoblamiento de algin polinomio de grado 5 sobre Q.

Seaf(x)  Q[x] un polinomio irreducible de grado n con raices a1, . . ., an. Demuestre que

L es un ndmero racional.
ai
i=1

Seaa=+V2+ \73 y se;E = Q(a). (a) Encuentre
el polinomio minimal m(x) de a sobre Q y |[E : Q|. (b) Encuentre el cuerpo de
descomposicion de m(x) sobre Q y todos los cuerpos intermedios, y encuentre su grupo de Galois sobre Q y todos
sus subgrupos.
Seaa=3+vV5.(a)
Encuentre el polinomio minimo m(x) de a sobre Q. (b) Encuentre,

con prueba, el grupo de Galois del campo de descomposicion de m(x) sobre Q.

. (a) Encuentre el polinomio minimo f(x) de a = 8 + v 15 sobre Q y demuestre que su respuesta

es correcto

(b) Encuentre el grupo de Galois del campo de division de f(x) sobre Q.

Seau=2+V2,v=2 :\/ 2,y E =Q(u), dgnde Q es el campo de los numeros racionales.
(a) Halla el polinomio minimo f(x) de u sobre Q. (b) Muestra que
v E. Por lo tanto, concluye que E es un campo de descomposicion de f(x) sobre Q. (c)
Determine el grupo de Galois de E sobre Q.
Sea F un cuerpo de caracteristica 0y seaa F. Demuestre que si f(x) = x “ +axt+1es

irreducible sobre F y K es un cuerpo de desdoblamiento para f(x) sobre F, entonces Gal(K/F) tiene orden 4 y no es
ciclico. [Pista: Si a es una raiz de f(x), entonces también lo son —a y 1/a].

.Seaa=5+2V5. Demue_stre que Q(a) es una extension ciclica de Galois de Q de grado 4. Encuentre todos los

campos FconQ F  Q(a).

[Pista: Demuestre que f(x) = x V5 JLas *2~ '™ + 5 es el polinomio minimo de a sobre Q y que el
de fson a, £ Tafces
Sea p un primo tal que existe un entero positivo d con p = 1+d 2 yseaa=p+dp.

Demuestre que Q(a) es una extension de Galois ciclica de Q de grado 4. Encuentre todos los campos FconQ  F
Q(a).
[Pista: Demuestre que f(x) = x \p .] Las # - 2px2 + p es el polinomio minimo de a sobre Q y que

de fson #aq, + Tafces

alfa

Sea f(x)  Q[x] un polinomio irreducible de grado 4 con exactamente dos raices reales. Demuestre que el grupo de
Galois de f sobre Q es de orden 8 0 24.

10
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133. Seaf(x)  Q[x] un polinomio irreducible de grado 4 con exactamente 2 raices reales. Demuestre que el grupo de Galois
de f sobre Q es S4 o el grupo diedro de orden 8.

134. Seaf(x)  Q[x] un polinomio irreducible de grado 5. Supdngase que f(x) tiene exactamente 3 raices reales distintas y
un par complejo conjugado de raices. Demuestre que si K es el cuerpo de descomposicion de f(x) sobre Q, entonces
Gal(K/Q) es S5.

135. Sea f(x)  Q[x] un polinomio irreducible de grado n > 2 con n - 2 raices reales y exactamente un par de raices
conjugadas complejas. Demuestre que el grupo de Galois de f(x) sobre Q no es un grupo simple.

4
136. Seaf(x) =xsia +ax3+bx2+ax+1 Q[x]yseaF un campo de desdoblamiento sobre Q. Demuestre que
es una raiz de f, entonces 1/a también es una raiz, y |Gal(F/Q)| 8.

137. Sea F un cuerpo y sea f(x)  F[x] un polinomio irreducible de grado 4 con raices distintas a1, a2, a3 y a4. Sea K un cuerpo de desdoblamiento
para f sobre F y supdngase Gal(K/F) = S4.
Encuentre Gal(K/F(B)), donde B = a102 + a3a4.

138. Sea E una extension de Galois de dimension finita de un cuerpo F y sea G = Gal(E/F). Supdngase que G es un grupo
abeliano. Demuestre que si K es cualquier cuerpo entre E y F, entonces K es una extension de Galois de F.

139. Sea K una extension finita de Galois de F y sea E un cuerpo intermedio normal sobre F. Para un elemento o de Gal(K/

mmmmm

F)yg(x)=e0 +el1x + - - -+ emx en E[x], denote ag(x) = o(e0) + o(e1)x + - - - + a(em)x m. Para un elemento fijo a de
K, seaf(x) E[x] el polinomio minimal de a sobre E. Demuestre lo siguiente. (a) o(a) es una raiz de of(x). (b) Si f1(x),
f2(x), . . ., fn(x) son todos los elementos distintos de {of(x) | o

Gal(K/F)}, entonces h(x) = f1(x)f2(x)-

- - fn(x) esta en F[x]. (c) h(x) es el polinomio minimo de a sobre F.

140. Sea K una extension de Galoisdekyseak F Kyk L K
(a) Demuestre que Gal(K/LF) = Gal(K/L) N Gal(K/F). (b) Demuestre
que Gal(K/L N F) = Gal(K/L), Gal(K/F).

141. Sea Q la clausura algebraica de Q y sea a un elemento de Q no en Q.

(a) Demuestre que existe un campo M  Q que es maximo con respecto a la propiedad que
a M.

(b) Demuestre que cualquier extension de Galois finita de M tiene un grupo de Galois ciclico.
(c) Demuestre que cualquier extension finita de M es una extension de Galois.

142. Sea E una extension de Galois de dimension finita de un cuerpo F y sea G = Gal(E/F). Parae E, sea G(e)={o(e)|o
G}. Sean e1, €2, ..., en todos los elementos distintos de G(e). (a) Demuestre que f(x) = (x — e1)(x —

e2) - (x — en) esta en F[x]. (b) Demuestre que f(x) es irreducible en F[x].

143. Sea E una extension de Galois de dimension finita de F de caracteristica distinta de 2. Supongase que Gal(E/F) es un

grupo no ciclico de orden 4. Demuestre que E = F(q, B) para algina, 3  E con
2a Fyp 2 F.

11
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144. Sea E = Q[a, ], donde a 2, B2 QyIE:Q|=4.Demuestrequesiy E-Qyy Q,
entonces y es un multiplo racional de uno de a, B o af.

Extensiones ciclotémicas
145. Encuentra los polinomios ciclotdmicos 6°, 8° y 12° sobre Q.

146. Sea a una raiz 432 primitiva compleja de 1. Demuestre que existe un campo de extension F de los nimeros
racionales tal que [F(a) : F] = 14.

147. Sea m un entero impar y nm, n2m una raiz primitiva compleja m-ésima y 2m-ésima de la unidad, respectivamente. Demuestre que Q(nm) =

Q(n2m).

148. Sea (m, n) = 1, y si i es cualquier entero positivo, sea ni una raiz primitiva compleja i-ésima de
unidad. Demuestre que Q(nmn) = Q(nm)Q(nn) y Q(nm) N Q(nn) = Q.

2 2
149. Sea el numero complejo cos( (a) es 71:) + esta en(T:[), donde n es un entero positivo. Mostrar

algebraico sobre el cuerpo Q de numeros racionales, (b) si ®n(x)

es el polinomio minimo de sobre Q, entonces Q() es un cuerpo de descomposicién de ®n(x)
sobre Q,

(c) el grupo de Galois de Q() sobre Q es isomorfo al grupo de unidades de Zn.

150. Sea una raiz n-ésima primitiva de la unidad sobre Q, donden>2,yseaa =+ ~1 . Demuestre que a
es algebraica sobre Q de grado  (n)/2.

Campos finitos

151. Demuestre que el grupo multiplicativo de un campo finito debe ser ciclico.
152. Demuestre que cualquier extension finita de un campo finito debe ser una extension simple.
153. Demuestre que dos campos finitos cualesquiera del mismo orden son isomorfos.

154. Sea F una extension de Zp de grado n. Demuestre que F es una extension de Galois y Gal(F/Zp) es ciclico de
orden n.

155. Demuestre que toda extension finita de un campo finito es una extension de Galois.
156. Demuestre que toda extension algebraica de un campo finito es separable.

157. Demuestre que todo cuerpo finito es perfecto. (Recuerde que un cuerpo F de caracteristica p se llama perfecto, p
F). Si la funciéon a — @s una sobreyeccion sobre

158. Sea f(x)  Zp[x] irreducible de grado m. Demuestre que f(x) | (x p - X) siy s6losim | n.

159. Sea p un primo. Demuestre que el cuerpo de p elementos es un subcuerpo del cuerpo de p siy solo ® elementos
sia|b.

160. Sea p un primo y Fp el cuerpo de p elementos. Demuestre que para cada entero positivo n, hay

es un polinomio irreducible de grado n sobre Fp.

12
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161. Sea F un cuerpo finito. Demuestre que el anillo de polinomios F[x] contiene polinomios irreducibles de grado arbitrario.

162. Sea F un cuerpo finito. Demuestre que el producto de todos los elementos no nulos de F es -1.

163. Sea Fq el cuerpo de q elementos y sea f(x) un polinomio en Fq[x]. Demuestre que si a es una raiz de f(x), entonces a q
también es una raiz de f(x).

164. Sean E y F subcampos de un campo finito K. Demuestre que si E es isomorfo a F entonces E = F.

165. Sean E y F subcuerpos finitos de un cuerpo K. Demuestre que si E y F tienen el mismo nimero de

elementos, entonces E = F.

166. Sea Fp el cuerpo de p elementos y sea K una extension de Fp de grado n. Demuestre que el conjunto de subcuerpos de K
esta ordenado linealmente (es decir, para cada par de subcuerpos L1,L2,L1 L20oL2 L1)siysolosinesuna
potencia prima.

167. Sea f(x) = x un 2 2 Fp[x], donde p > 2 es primo y Fp es el cuerpo de p elementos. Dar un
ejemplo de un primo p para el cual f es irreducible y otro ejemplo donde f se reduce.

168. Sea a una raiz de x 2+1 en una extension de Z3, K = Z3(a), y sea f(x) = x 4+x 3+x+2  Z3[x].

(a) Demuestre que f se divide entre K.
(b) Encuentre un generador a del grupo multiplicativo de K y exprese las raices de f en términos

de a.

169. Sea a una raiz de x 2 41 en una extension de 73, K = Z3(a), y sea f(x) = x +1  Z3[x].
(a) Demuestre que f se divide entre K.
(b) Encuentre un generador {3 del grupo multiplicativo K de K. (c) Exprese las

raices de f en términos de 3.

- 43+x
170. Sea K = Z3(V 2) y sea f(x) = x (a) Demuestre +x+2  Z3[x].
que f se divide en K. (b) Encuentre un
generador a del grupo multiplicativo K de K. (c) Exprese las raices de f en

términos de a.

171. Sea F = F81 el cuerpo de 81 elementos. (a) Halla
todos los subcuerpos de F. (b)

Determina el nimero de elementos primitivos para F sobre el cuerpo F3 de 3 elementos (es decir, elementos a de F tales
que F = F3(a)). (c) Halla el nimero de generadores

para el grupo multiplicativo F de F (es decir, elementos {3 de
Ftalque B =F ).

43+x
172. Sea f(x) = x +4x -1 Z5[x].

Encuentra el grupo de Galois del campo de descomposicién de f sobre Z5.
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Extensiones ciclicas

173. Sea K un cuerpo de caracteristicap=0yseaKp={up-u:u K}. Demuestre que K tiene una
extension ciclica de grado p si y solo si K = Kp.

174. Sea p un primo y F el cuerpo de fracciones de Zp[x]. Si E es el cuerpo de descomposicion dey p -y — x
sobre F, determinar el grupo de Galois de E sobre F.

175. Sea n un entero positivo y sea F un cuerpo de caracteristica 0 que contiene una raiz n-ésima primitiva de la
unidad. Sea a un elemento de F tal que a no es una potencia m-ésima de un elemento de F para cualquier
1 =m | n. Demuestre que si a es cualquier raiz de x — a, entonces F(a) es una extension ciclica de F de
grado n.

176. Sea F un cuerpo que contiene una raiz n-ésima primitiva de la unidad y sea K = F(t), el cuerpo de fracciones
del anillo de polinomios F[t]. SeaL=F(tn) K. Demuestre que K es una extension de Galois de L y que
el grupo de Galois es ciclico de orden n.

177. Sea F un cuerpo de caracteristica p. Fijemosc Fyseaf(x)=xp-x+c¢ F[x]. Demuestre que si a es
raiz de f(x) en algun cuerpo de extensién, entonces también lo es a + 1. Use esto para demostrar que si K
es el cuerpo de desdoblamiento de f(x) sobre F, entonces o bien K = F y f(x) se desdobla completamente
sobre F, o bien [K: F] = p y f(x) es irreducible sobre F. (Use grupos de Galois).

Extensiones radicales y solubilidad por radicales

178. Una extension K de F se llama extension radical si hay una torre de campos

F  F(@u1) F@ut,u2) --- F@u1,...,un)=K

talque parai=1,...,n,u imi F(u1, ..., ui-1) para algun entero positivo mi . (a)
Dé un ejemplo de una extension radical que no sea separable. (b) Dé un
ejemplo de una extension radical que no sea normal.

179. Sea F una extension radical de K. Demuestre que existe una extension radical N de K con

N F KyNnormal sobre K.

180. Sea F un cuerpo finito de caracteristica p. Demuestre que sif  F[x] es un polinomio irreducible y el grado
de f es menor que p, entonces f(x) = 0 es resoluble mediante radicales.

181. Sean x1, . . . ,xn indeterminadas sobre un cuerpo F y sean s1, . . ., sn las funciones simétricas elementales
de xi . Demuestre que [F(x1, ..., xn): F(s1,...,sn)]=nl
Extensiones trascendentales

182. Sea x una indeterminada sobre el cuerpo F. Demuestre que un elemento de F(x) es algebraico sobre F.
si y solo si es un elemento de F.

183.Sean F  E campos con E = F(a), donde a es trascendental sobre F. Demuestre que si  E-F, entonces
[E : F(B)] es finito.

14



Machine Translated by Google

184. Sea F un cuerpo, F[x] el anillo de polinomios sobre F en la indeterminada x, y E = F(x)
el campo de fracciones de F[x]. (a)

Demuestre que si 0 es un automorfismo de E tal que 6(u) = u paratodou F, entonces
ax+b
0(x) = paraaftgunos a, b,c,d Fconad-bc=0.cx+d(b)
Determine el grupo AutF (E) de F-automorfismos de E.

185. Sea K un cuerpo de extension de F y seaa K trascendental sobre F. Demuestre que si 8

F(a), entonces existe un polinomio distinto de cero p(x,y)  F[x, y] tal que P(a, B) = 0.

15

K es algebraico sobre



