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SUBMODELOS ELEMENTALES EN TOPOLOGIA

FERNANDO HERNANDEZ-HERNANDEZ

RESUMEN. En este articulo se presentan los resultados centrales que componen
los pre-requisitos tedricos detrds de la técnica de los submodelos elementales y
se presenta una basta cantidad de ejemplos de la aplicacién de esta ténica en
topologia. En la tltima seccién se presenta una construccién novedosa de una
Linea de Souslin sin necesidad de usar arboles y se discuten temas relacionados.

La idea de esta nota es presentar con algunos ejemplos el uso de la técnica de
submodelos elementales. Vamos a incluir la mayoria de las definiciones necesarias a fin
de que el material aqui presentado sea autocontenido hasta donde sea posible. También
empezaremos por analizar ejemplos bastante conocidos y relativamente sencillos con
suficiente detalle. Empero, vamos a suponer que se tiene familiaridad con nociones
como las de niimero ordinal, nimero cardinal, las propiedades de estos objetos y ralo
conocimiento de recursién transfinita. Aunque, si se siente incomodidad tratando con
cardinales arbitrarios k, casi en todas nuestras aseveraciones se puede substituir x por
No; o sea, por la frase “sea... numerable”, y sélo en pocos casos por > Ng; o sea, por
la frase “sea... no numerable”. Cada una de las cosas que aqui se presentan fueron
tomadas de alguno de los trabajos que aparecen al final en la bibliografia.

En teoria de conjuntos los submodelos elementales se han venido usando desde hace
ya mucho tiempo; en topologia general la técnica ha tenido un incremento notable
en los dltimos quince afios. Aunque ya habian aparecido argumentos de reflexion sin
usar propiamente el lenguaje de submodelos elementales por Mary Ellen Rudin [9] y
ya con ese lenguaje como una herramienta conjuntista para la solucién de problemas
especificos en topologia por Zoltan Balogh [1] y Stevo Todorcevié [10]; con suficiente
confianza y equidad creemos que quien propuso de una manera concisa y definitiva el
empleo de esta técnica como una valiosa herramienta para la investigacién en topologia
fue Alan Dow con su articulo [3] de 1988: An introduction to applications of elementary
submodels to topology.

No creemos que llegue a sorprendernos que en corto plazo la técnica se haga coti-
diana en los articulos de investigacién porque los topélogos, viendo la ventaja de los
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argumentos con submodelos elementales sobre aquellos puramente combinatorios, sin
duda usaran submodelos elementales con mas frecuencia; de aqui que para ser capaz
de leer dichos articulos se hara indispensable entender el lenguaje de los submode-
los elementales. Sin embargo, para quienes tenemos una formaciéon mas en topologia
que en légica, tratar con modelos, tener la idea de que estamos usando légica de una
manera fuera de lo usual y ver que las conclusiones llegan a nosotros mediante una es-
pecie de magia, nos hace sentir que algo asi no puede ser comprendido sin un profundo
estudio en logica. La intencién de este articulo es mostrar que esa idea no es precisa-
mente la correcta y que todos nosotros podemos entender, usar y beneficiarnos de la
técnica de los submodelos elementales. A través de ejemplos trataremos de exponer
que esta técnica puede proveernos de un conveniente atajo para todos los argumentos
comunmente empleados en los que se busca la cerradura de alguna propiedad, una
poderosa herramienta la cual puede ser evitada pero a menudo a gran costo en ele-
gancia y claridad, y un magistral instrumento conceptual que nos proporciona una
mayor visién de la estructura de el universo de la teoria de conjuntos.

1. DEFINICION Y PROPIEDADES.

Algo fabuloso de los argumentos con submodelos elementales es que ellos son sim-
plemente una abreviacion para otros argumentos mas largos y menos intuitivos que no
usan submodelos elementales y, por supuesto, es posible usar teoria de modelos para
justificar légicamente cada aplicacion de submodelos elementales en una demostracién
matematica. Recomendamos consultar [2] para profundizar en cuestiones de Teoria
de Modelos. Uno de los fenémenos que con frecuencia lo sorprenden a uno es lo in-
tempestivo y en ocasiones lo contrastante que parecen las conclusiones. Sin embargo,
lo que uno debe tener siempre claro es que: lo que estamos estudiando no son los
fenémenos de nuestro mundo real (sin duda mds caético), sino las consecuencias de
nuestros axiomas. Por eso, evidentemente, algo de légica y teoria de conjuntos tene-
mos que estudiar antes de introducir los submodelos elementales. Entre las cosas que
uno nunca debe perder de vista es cudl es el lenguaje de la teoria de conjuntos: {No es
nada més que la relacién binaria €! Todas las otras nociones que cominmente usamos
son abreviaciones definidas a partir de €. Obviamente nunca olvidaremos tampoco
que para nosotros todo lo existente en nuestro universo de discurso es un conjunto.

Como es costumbre, para una férmula ¢ escribiremos ¢(v1,...,v,)para dar a
entender que las variables libres de ¢ estan entre vy,...,v, y también escribiremos:
sean z,y,%1,...,%T, conjuntos y hablar de ¢(x,y,z1, ..., x,)entendiendo que ¢ es
de la forma ¢(v1,...,vn42), que v1 denota el conjunto z, ve el conjunto yy v;4q €l
conjunto x;.

Cuando especificamos un modelo para la Teoria de Conjuntos debemos designar
un conjunto My una interpretacién €™ de la relacién de pertenencia €. Sin embargo,
necesitaremos asumir que V, el universo de los conjuntos, es un modelo de ZFC en el
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cual € es la usual pertenencia de conjuntos y cualquier modelo 91 serd un subconjunto
o subclase de V y heredara la relacion de pertenencia usual. Si ¢ es una férmula de la
teoria de conjuntos, la verdad de @ se refiere a su verdad en V. Si 9 C 'V, entonces
M F ¢ denota la relacién de satisfaccién para 91 definida por induccién sobre la
complejidad de ¢ como sigue:

: Para una férmula p(v1,...,v,)y m1,...,m, € M,
(1) ME o(my...,my)
si:
: (a) p es atémica:
MEaeb, siach,
: (b) pes una negacién o conjuncién:
M E —1p, sino se tiene que M F 1,
ME Y1 Ao, siTMEY vy ME o,
2 (c) pes (Fx):
ME (Fx)(z,me,...,my), st (Fm e M) (MEY(m,my,...,my))

Notemos que la definiciéon anterior tinicamente nos da instrucciones de cémo “de-
codificar” (1) para cualquier férmula particular.

Si consideramos una férmula libre de cuantificadores ¢(vy,...,v,)y una sucesién
de elementos mq, ..., m, de M C V, la validez de p(mi,...,m,) (en V) estd basada
simplemente en una combinacién booleana de afirmaciones que ciertos m; son (o no)
elementos de otros de los m;’s. En adicién, por nuestra convencién de lo que es un
submodelo, la afirmacién

ME o(m,...,my)

es exactamente lo mismo; es decir, €™=¢c N(M x M). Si la validez de una férmula ¢
es mantenida cuando pasamos de 91 a 'V, diremos que ¢ es preservada y si la validez
de ¢ es mantenida cuando pasamos de V a I, diremos que ¢ es reflejada. En general,
una férmula p(vy,...,v,)es absoluta para dos modelos M C Hsi para cada sucesién
mi,..., My de elementos de M,

ME o(my,...,my) siysélosi ME p(my,...,my,).

Ciertamente las férmulas no necesariamente se preservan cuando pasamos de un
modelo a otro. Consideremos una férmula simple: v; C wve. Lo primero que se debe
preguntar es si es una férmula de la teoria de conjuntos. Como ya dijimos, el lengua-
je informal de la teoria de conjuntos se ve fuertemente enriquecido por simbolos
definidos; pero uno deberia adoptar una manera simple de traducir cualquier férmula.
Por ejemplo, v1 C vy es una abreviacién para (V) (x € v1 = = € v9). Para que My
V coincidan para esta férmula es suficiente (y necesario) que coincidan en la férmula
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(3z) (x € v1 Az ¢ va). Sin embargo, (z € v1 Ax ¢ v2), siendo libre de cuantificadores,
se preserva, con lo que es suficiente tener que

(3x) (x € v1\v2) = (Bx € M) (x € v1\v2)

sea valida. Este tltimo ejemplo es un caso especial del Criterio de Tarski-Vaught —el
énfasis estd en el hecho de que la completa afirmacién toma lugar en V y la idea es
que todo lo que necesitamos hacer para que V y 91 coincidan en esta formula es elegir
testigos en Vy agregarlos a 901.

Proposicion 1.1. Supdngase que o1, ..., p, es una lista de formulas que es subfor-
mula cerrada. Supongase ademds que N es un conjunto o clase y M C N de manera
que siempre que @; es de la forma

(3x) i (z,v1, ..., vp)

Yy mi,...,my son elementos de M, las siguientes implicaciones se cumplen:
(2) ME (3x) gi(z,m1,...,my) = NE Bz € M) pi(z,m1,...,my).
Entonces, para cada @ y my,...,m, €M,

ME @i(ma,...,my) siysdlosi ME p;(ma,...,my).

Demostracion. Procederemos por induccién sobre la longitud de ¢; y mostraremos
que p; es absoluta para 9T C O; o sea, que si ;es una férmula en las variables
V1,...,U, y tenemos myq, ..., m, € M, entonces

ME oi(mi,...,my) & NE @i(ma,...,my).

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que el simbolo Vno aparece en ninguna
de las férmulas ;. Supongamos que hemos verificado la absolutes para formulas mas
cortas que ¢;. Si @; es una férmula atémica, entonces es absoluta. Si p; es ¢; A gy, la
absolutes de las férmulas (més cortas) ¢,y ¢, implica la absolutes de ;. Del mismo
modo si ¢; es —p;. Ahora supdéngase que ¢; es de la forma (3z)(¢;(x,v1,...,v,)y
fijense mq, ..., m, € 9M; entonces

ME @i(ma,...,myp) & BmeM) ME@;(m,mi,...,my))
&S (meM) MNEpj(m,m,...,my,))

< NE@i(m,...,my)

Donde en el segundo < estamos usando que al ser ¢; més corta que ¢; la hipdtesis
inductiva nos dice que ¢; es absoluta, y en el tercer < estamos usando la hipdtesis
(2) del teorema. O

Mientras que es muy dificil saber qué férmulas un modelo arbitrario 9t puede o no
satisfacer, un submodelo elemental es simple en el sentido que sus verdades son las
mismas que aquellas para V. Si en la Proposicion 1.1 la lista de férmulas se extiende
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a todas las férmulas, entonces Mise dice un submodelo elemental de M, y se denota
M < M. Esto es:

Definicién 1.2. Si Mt C My para toda férmula ¢(vy, . .., v,) de la teoria de conjuntos
y para cada sucesién finita m, ..., m, de elementos en M se tiene que

ME o(my,...,my) siysdlo si ME p(my,...,my,),
entonces diremos que 9 es un submodelo elemental de N.

El segundo teorema de incompletitud de Godel implica que la existencia de conjun-
tos M los cuales son submodelos elementales de V no es demostrable. Sin embargo,
esto no es una limitacion practica para usar los submodelos elementales. En algunos
momentos veremos que podemos demostrar la existencia de una basta cantidad de
submodelos elementales adecuados para nuestros propdsitos.

Una confusién comiin en el uso de submodelos es que M F ¢(X) no es lo mismo
que V E o(X N9M). Por ejemplo, uno puede fdcilmente tener un ordinal o € 90 tal
que M E “a es el primer cardinal no numerable”, dirfamos entonces que a = Wi,
mientras que de hecho « podria ser un ordinal numerable de V. Sin embargo esto
no sucede en submodelos elementales (atin en los numerables), ya que la afirmacién
que asegura que un cierto ordinal « es el w; del modelo tendria que ser cierta para
el mismo ordinal o en ambos modelos. No obstante, si 91 es numerable de modo
que w' = w, entonces w; NI serfa un conjunto numerable en V y atin asi no un
elemento de 9.

Para el uso de los submodelos elementales en topologia general hay principalmente
dos métodos de demostrar la existencia de tales objetos y no hay una diferencia
substancial entre éstos. Veremos rapidamente ambos métodos para obtener una visién
mas completa de la materia y estar preparados para leer cualquiera de las dos maneras
en que aparecen en la literatura. Por un lado, el primer método tiene la ventaja de que
esta listo y es apropiado para la investigacién de preguntas de consistencia. El segundo
método, en cierto sentido es menos formal; pero en realidad no hay nada erréneo en
él y es mas facil de introducir dado que no necesita de muchas definiciones. Adelante
comentaremos mas de esto. Introduzcamos pues el primer método; empezaremos con
algunas definiciones.

Un conjunto xes transitivo si cualquiera de sus elementos es un subconjunto de
él. La clausura transitiva de un conjunto X, existe y es definida como el C-minimo
conjunto transitivo que contiene X. Para un cardinal infinito 8, H () se define como
el conjunto de todos los conjuntos cuya clausura transitiva tiene cardinalidad menor
que 6. A los elementos de H () se les conoce como conjuntos de cardinalidad here-
ditariamente menor que 6. Ver [8, IV.6] para més informacién y la demostracién del
siguiente resultado.
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Teorema 1.3. Si 6 es un cardinal reqular no numerable, entonces H(6) es un modelo
de cada uno de los axiomas de ZFC excepto para el axioma del conjunto potencia
—denotado ZFC-P.

Como ya mencionamos antes, la existencia de submodelos elementales de V no
puede ser demostrada. Esto se debe principalmente al hecho de que la teoria de
conjuntos tiene infinitos axiomas (reemplazo y comprehensién son esquemas para
axiomas y no axiomas en si). En la préctica, cuando uno investiga propiedades de
algin objeto, pongamos por ejemplo un espacio topoldgico (X, 7), uno usualmente
conoce el maximo tamano posible de todo lo relevante para la validez de la propiedad.
Entonces uno necesita optar por la siguiente mejor alternativa: encontrar un modelo
de un segmento suficientemente rico de la teoria de conjuntos en el cual podamos llevar
a cabo nuestro argumento y que dicho modelo sea un conjunto. Esto se logra mediante
el Principio de Reflexién de Lévy que tiene cierta similaridad con nuestra Proposicién
1.11. Entonces, una vez que hemos encogido nuestro modelo a un conjunto; a saber,
un H(#) tomando @ suficientemente grande de manera que H(f)y V coincidan en
las verdades relevantes para nuestros argumentos, entonces podremos aplicar nuestro
siguiente teorema conocido como la versién descendiente del Teorema de Lowenheim-
Skolem-Tarski. De esta manera, las formulas son relativizadas no entre el universo y 9
sino entre H(0)y M. No presentaremos la demostracién del Teorema de Lowenheim-
Skolem-Tarski; pero afirmamos que tiene similaridad a la que damos de la Proposicién
1.11 y que al analizarla podriamos darnos cuenta lo transparente que es el concepto
de submodelo elemental.

Teorema 1.4. Para cualquier cardinal reqular no numerable 8 y cualquier conjunto
X C H (0), hay un submodelo elemental M de H (0), tal que X C M y |IM| < | X|+Ng

Por lo tanto, realmente sin importar que tan grande sea 6, eligiendo X € H(6) a-
propiadamente este teorema nos proporciona submodelos elementales de H(6) de
casi cualquier cardinalidad, incluso numerable tomando X como (), por ejemplo. Mds
aun, dado un cardinal regular x, incluso hay al menos x submodelos elementales de
cardinalidad menor que k; esto se infiere con facilidad del Corolario 1.7.

Un muy ttil concepto para el estudio y las aplicaciones de los submodelos elemen-
tales es el que a continuacién presentamos. Una cadena elemental es una cadena de
modelos

Mo <My < <Mg < --- (B <)

tal que Mz < M, siempre que B < v < a.

Teorema 1.5 (de la Cadena Elemental). Supongamos que (M : £ < a) es una cadena
elemental. Entonces U§<a M es un modelo y M, < U5<a Me, para cada v < .

Demostracion. Demostraremos tinicamente la segunda parte del teorema. Pongamos
m=U £<a M. Demostraremos la siguiente afirmacion por induccién sobre la longitud
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de las férmulas : Para todo £ < a y para todas las férmulas ¢(vg, v1,...,v,)y toda
sucesiéon de elementos my,...,m, de M,

Me E p(mo,...,my) siysélosi ME p(mo,...,my).

Podemos demostrar la afirmacién usando el Criterio de Tarski-Vaught, Proposi-
cién 1.1. Sea & < a. Asumamos que ¢ es (3x)(z,v1,...,05) ¥y M1,..., My € M. Si
Me E p(mo, ma, ..., my,) entonces M F (mo, ..., m,) para algin mg € M. Asi por
induccién M E P(mo, ..., my) y ME @(mg, ..., mp).

Por otro lado, si M F (Iz) ¥(x,mq,...,my,), entonces para algin n < «, mg €
M, y M E (mo,...,my,). Ya que (M : £ < a) es una cadena elemental, podemos
asumir que £ < 7. Como todos los my, ..., m, pertenecen a M,,, por induccién, M,, =
Y(mo, ..., my) conlo que M, E (Iz) Y (x, m1,...,my). Dado que M < M, tenemos
que Me F (Fx) Y(z,m, ..., mp). O

Para nuestro siguiente corolario recuerde que un conjunto C' de ntimeros ordinales
se llama cerrado si siempre que a = sup (C' N «) se tiene que « € C.

Corolario 1.6. Sea (M : ¢ < a) es una cadena bajo la inclusion de submodelos
elementales de H(0); es decir, £ < ¢ < a implica Mg C M y Me < H(Y). Entonces
(M : € < ) es una cadena elemental y

U ot < HO).

(<a

Corolario 1.7. Para cardinales regulares no numerables k < 0 y X € H(0) con
| X| <&,
{a€r: (M <<HONX CMAM <k AMNK=a}

es un conjunto cerrado y no acotado en K.

Demostracion. Es suficiente con construir una cadena elemental, (M, : « < k), de
longitud x de manera que para ordinales limites o, My = [J{Ms : B < a}. O

Ejemplos de conjuntos cerrados no acotados son el conjunto de ordinales limite
menores que £y el conjunto de los limites de limites. El conjunto de cardinales menores
que k es siempre cerrado en k, es no acotado si y sélo si k es un cardinal limite (y
por lo tanto débilmente inaccesible ya que k es regular). Los conjuntos cerrados y no
acotados deben pensarse como conjuntos grandes, o casi todo, o haciendo analogia
con teoria de la medida con los de medida de probabilidad 1. No estd por demas hacer
notar que ser cerrado en este contexto es equivalente a ser cerrado como subconjunto
de k cuando se considera en k la topologia del orden.

Ligado al concepto de conjunto cerrado y no acotado estéd el de ser estacionario.
S C k es estacionario si para todo conjunto cerrado y no acotado C' C x, SNC # ().
Continuando con analogias, los conjuntos estacionarios deberian compararse con aque-
llos de medida diferente de cero; los no estacionarios —de medida cero— serian los
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ajenos a algtin conjunto cerrado y no acotado. Estos conceptos conjuntistas son muy
importantes y tienen un buen comportamiento en el marco de los submodelos elemen-
tales. Para mas informacién sobre conjuntos cerrados no acotados y estacionarios ver
[7, Sec. 7] o [8, Sec. I1.6].

Proposicién 1.8. Sean S, C, X subconjuntos de un cardinal regular k y sea 6 > k
cardinal reqular.

(1) Si S es estacionario entonces para cualquier A € H(0) existe un 9 < H(0)
que incluye A como elemento y de manera que sup (M N k) € S.

(2) SiC e M= H() yC es cerrado y no acotado en K, entonces sup(MNk) € C.

(3) Si X €M< H(O)ysup(MNk) e X, entonces X es estacionario.

(4) Sea X C Kk de modo que ambos X y k sean elementos de MM < H(A). Si (Vo €
M N k)36 € X\a), entonces X es cofinal en k. Similarmente, si I3 € X tal que
MNk C G, entonces X NIM es cofinal en MN Ky X es cofinal en k.

Observemos que, para cardinales regulares 6, si 9t C H(0) tiene cardinalidad menor
que 0 entonces M € H(F). Por lo tanto, podriamos haber construido cadenas elemen-
tales de manera que 9, € M, 1; esto serd llamado €-cadena elemental. Una cadena
elemental o €-cadena elemental la llamaremos continua si para ordinales limites «,
tenemos que My = (J; ., Me.

Frecuentemente haremos uso del siguiente teorema cuya demostraciéon se basa en
los Teoremas 1.4 y 1.5.

Teorema 1.9. Sea kun numero cardinal infinito. Para cualquier cardinal regular
6 > 2%y cualquier X C H(O) con |X| < 2%, existe un M < H(O) tal que X C
M, |IM| < 2%y ademds M es cerrado bajo k-sucesiones; esto es, M C M.

Demostracién. Sea My < H(0)tal que X C Moy para cada 0 < o < kT tomemos
M < H(0) tal que Mz UME C M, para todo < ay || < 2%. Pongamos

SJT:U{DJTa:aE/er}.

Entonces 9 < H(0) y claramente X C 9, 9| < 2%. Nos resta demostrar que 9 es
cerrado bajo k-sucesiones. Supongamos que f : k — 9. Ya que existe 8 € k™ tal que
f(a) € Mg para todo « € K, se sigue que f € M, | y asi f € M. d

Detengamonos un momento para hacer una valiosa observacién. Supongamos que
M es un submodelo elemental numerable de H((2°)™) de modo que los reales R estdn
en M. Entonces M F “R es no numerable” aunque RNIN sea solamente numerable.
No hay nada paradéjico aqui: 91 piensa que R es no numerable no que RN M lo es.
De hecho, el conjunto R N M no es ni siquiera un elemento de M, con lo que M no
puede pensar algo acerca de él. Si 9t < H (), entonces M = p(m) < H(0) E p(m) se
cumple para elementos de 91 y en general ninguna de las implicaciones X € 9 = X C
M, X CM = X € Mse cumple. Sin embargo en algunos casos X € Msi implica
X oo



SUBMODELOS ELEMENTALES EN TOPOLOGIA 155

Teorema 1.10. Si M < H (), 0 es regular y k € M es un cardinal tal que k C M,
entonces para todo X € Mcon |X| < k, X es un subconjunto de M. En particular,
cada elemento numerable de M es un subconjunto de IM.

Demostracidn. Si|X| < k, entonces H(#) E3f : k - X. Como k, X son elementos de
M, M E If : k > X. De ahi que existe f € Mtal que M F “f hace corresponder k
sobre X”. Analizando todas las propiedades que f debe tener en 9 para ser realmente
una funcién: f es un conjunto de pares ordenados, f es una funcién, el dominio de
f es Kk, el rango de f es X; cada una de ellas debe ser cierta para fo de otro modo
M poseeria un testigo de la falla. Ahora que, no es suficiente saber que 9 E ran(f) =
X para concluir que X C 9. Sin embargo, hemos supuesto que dom(f) = k es
un subconjunto de 9. Sea x € X.Ya que f es realmente sobreyectiva, podemos
elegir a € ktal que (a,z) € f. No podemos referirnos a xcomo un elemento de
M, pero podemos usar que M E (Jy) (o, y) € fasi seleccionar un y € M tal que
(a,y) € f. Claramente H(0) E x = yy con esto obtenemos que z € 90t como queriamos
demostrar. O

Exploremos ahora el otro método por el que se presentan los submodelos elemen-
tales para sus aplicaciones en la literatura. Ademds de que este segundo método tiene
la ventaja de que es mas réapido de introducir, estd basado tinicamente en la siguiente
proposicién de la cual podemos dar una demostracién combinatoria. Otra ventaja,
si asi se quiere ver, es que no usa nociones de teoria de modelos. Sin embargo, usa
la nocién de férmula; pero reemplazando con una férmula fija ¢ en esta proposicién
obtenemos una proposicién puramente matemadtica la cual ni siquiera involucra la
nocién de férmula o variables libres. Asi, aunque la Proposicién 1.11 es metamatemé-
tica, es un esquema para infinitas proposiciones matematicas.

Proposicién 1.11. Sea ¢(x,v1,...,v,) una férmula de la teoria de conjuntos. Si
X es cualquier conjunto, entonces existe un conjunto M O X tal que |M| < |X]| -
g, y siempre que hay myq,...,my, € Mtales que existe algin x para el que se tiene
o(z,m1,...,my,), entonces existe algin m € M tal que p(m,mq,...,my).

Demostracion. Construyamos inductivamente una sucesién de conjuntos
{M,, :n € w}

de manera que My 2O Xy, para cada n € w, Myp1 2 My, (M| < |PMo] + Noy
de forma que, siempre que haya my,...,m, € M, tal que exista un z para el cual
o(z,m1,...,my,), entonces exista un x € M,, 1 tal que p(z, m1,...,m,). Finalmente
sea M = [J{M,, : n € w}, entonces [M| < |X|+ Rg y Mrefleja la f6rmula (). O

Una palpable modificacién de la demostracion anterior nos provee de un conjunto
Mel cual funciona simultdneamente para una cantidad finita de formulas.



156 FERNANDO HERNANDEZ-HERNANDEZ

Corolario 1.12. Hay tres formulas de manera que, si 9 satisface la proposicion 1.11
para estas tres formulas y un conjunto X, entonces cualquier subconjunto finito de
M es un elemento de IMN.

Demostracion. Consideremos las siguientes formulas:

p1(x,v1)dice que x = {v1}, pa(x,v1,v2) dice que x = v1 Uwy, @3(z) dice que
(Vw € z) (w # w).

Ahora sea MM un conjunto tal que X C M, |M| < | X |+ R y Mrefleje

(355)901 ) (3:%)%027 (3x)g03

Afirmamos que cualquier subconjunto finito de 9t es un elemento de 1. Por induccién
sobre n, demostraremos que (VE C M) (|F| =n = F € M).

Sin =0 entonces F =0 y F € M, pues Mrefleja (3z)ps3. Si lo suponemos para
ny F C Mitiene n + 1 elementos, sea m € F, entonces {m} € M en vista de que
Mrefleja (Fx)p1y F\ {m} € M. Ahora sea m1 = {m}, ma = F\ {m} asi es que hay
algin ztal que @a(x,m1,m2), v hay algin m € Mtal que pa(m,m1, ms) supuesto
que Mrefleja (3z)pz; es decir, m = {m} U (F\{m})=F € M. O

La demostracion del corolario es tipica de cémo se procederia formalmente si se usa
este segundo método. Por ejemplo, para realizar la demostraciéon del Teorema 1.10
con este segundo método se tomaria ¢g(x, vy, vs) diciendo que x es una funcién so-
breyectiva de v1 a ve y p(x,v1,v2,v3,v4) diciendo que vy es una funcién sobreyectiva
de v1 a vg, v3 € v1 y © = v4(vs). Como haremos notar en nuestros primeros ejemplos
en la siguiente seccion, en la practica se ignoran estos formalismos.

Una vez que una férmula particular ¢ o un grupo finito de férmulas ¢; son elegi-
das, la demostracién de la instancia de la Proposiciéon 1.11 es también puramente
matematica y no involucra nociones metamatematicas. Dado que hemos dado una
demostracién puramente combinatoria de la Proposicién 1.11 para cada eleccién par-
ticular de una férmula ¢, la aplicacién de submodelos elementales puede ser removida
simplemente reemplazandola con la particular instancia de la demostraciéon auto-
contenida que hemos dado. Y esto es por lo que una aplicaciéon de los submodelos
elementales a la topologia es formalmente innecesaria.

2. PRIMEROS EJEMPLOS

Empezaremos con ejemplos usando el segundo método. En la practica, en cualquier
momento en una demostracién, un conjunto 9 puede ser construido satisfaciendo la
Proposicion 1.11 para cierto grupo finito de férmulas atn por ser elegido pero lo cual
no depende de la eleccién particular de 9t que hayamos hecho. Entonces como la de-
mostracién procede, siempre que encontremos una sentencia cierta que empiece con
un cuantificador existencial e involucre parametros de 9, podremos cambiar el cuan-
tificador por uno relativizado a 9t y ain tener una sentencia cierta. Ejemplificaremos
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esto a continuacién. También, dado que propiamente nuestros dos métodos son equi-
valentes, aunque estemos usando la técnica basada en el segundo método asumiremos
cierto todo lo que ya hemos demostrado para submodelos elementales; por ejemplo el
Teorema 1.9. Demostraciones detalladas de todos aquellos resultados pueden darse,
escribiendo de manera precisa en cada caso, qué férmulas son las que se pretende
reflejar.

Proposicién 2.1 (Stephenson Jr.). Sea (X, T) un espacio numerablemente compacto
y B cualquier subconjunto de X de cardinalidad no mayor que 2%°. Entonces existe
un subconjunto numerablemente compacto G de X tal que B C Gy |G| < 2R,

Demostracion. Sea ¢(x,v1,ve,v3)la férmula
xev A(Vw € vy) (x €w=|wNuz| = |vs)

0, en lenguaje comun, “x es un punto de acumulacién completo de w3 en el espacio
topolégico (vi,v2)”.

Sea A = BU{X,7}. Apliquemos el Teorema 1.9 para obtener un conjunto 91 tal
que A C M, M| < 280, M refleje la férmula (3z)py es cerrado bajo w-sucesiones.
Afirmamos que G = X NI tiene las propiedades requeridas. Claramente B C Gy
|G| < 2%0; resta demostrar que G es numerablemente compacto. Sea S € [G]”,
entonces S € Mya que S € [M]” y M es cerrado bajo w-sucesiones. Ahora sea
my; = X, mg = 7, mg = S. Por la compacidad numerable de X se sigue que existe
algun z tal que p(z, m1, ma, m3). Puesto que mq,ma, ms € My Mrefleja (Iz)p existe
m € M tal que p(m, mq, ma, m3); es decir, existe un punto de acumulacién completo
de Sen G; por lo tanto, G es numerablemente compacto. O

Proposicién 2.2 (Pospisil). Cualquier espacio Hausdorff que sea primero numerable
y tenga un subconjunto denso de cardinalidad no mayor que 2%° tiene cardinalidad
no mayor que 28°.

Demostracion. Sea ¢(x,v1,v9,v3) la férmula
z€vsAVw € ) (z € w= |va\w| < Vo)

0, en lenguaje comun, “todos a excepcién de una cantidad finita de puntos de vs estan
en cualquier conjunto abierto de (vs,v1)que contenga a z”. Sea D un subconjunto
denso de X tal que |D| < 2%y sea A = DU{X, 7}. Aplicando el Teorema 1.9 podemos
obtener un conjunto 9 tal que A C M, |M| < 280, Mrefleje (Ix)p y sea cerrado bajo
w-sucesiones. Ahora afirmamos que X N9 es cerrado en X. Si x € X NI, entonces
hay una sucesién (x,),,, en X NI tal que 2, — 2. Dado que Mes cerrado bajo
w-sucesiones, se sigue que {z, : n € w} € M. Ahora sea my = 7, Mz = {Tn},c, ¥
ms = X. Hay un x tal que o(z, m1, ma, m3) pues z,, — x, mi, ma, ms € My Mrefleja
(3x)¢, se debe tener que hay un y € 9 tal que ¢(y, m1,ma, m3); 0 sea que también
tenemos que x, — y. Pero X es Hausdorff, entonces z = 3. Por lo tanto X = D C
XNM=XNMy X C M. En consecuencia, | X| < 2%, O
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En la préactica, en realidad, no veriamos una demostracién como la que acabamos de
dar; digamos que es demasiado formal. En la practica por lo regular no se mencionan
explicitamente las férmulas que se pretende reflejar y de hecho se asume que 901 refleja
una cantidad suficiente de férmulas. Uno veria algo como: Sea D un subconjunto denso
de X tal que |D| < 2%°. Tomemos un submodelo elemental 9tde cardinalidad 2% el
cual contiene X, cada elemento de Dy que es cerrado bajo w-sucesiones. Mostremos
que X N9 es cerrado. Si x € X NM, entonces hay una sucesién {x,, } C XN tal
new = {Zn}ne, U{z}. Ahora como {z,},,,, es definible
en M tenemos que {z,},.,, € M. Por lo tanto {z,},.,, € M, asi z € X N M. Con
todo, X =D C X NIM = X NM; es decir, X C My | X| < 2N,

En el parrafo anterior dijimos que {z,}, ., € 9 porque es definible en M. Esto
significa, en este caso, que 9 fue explicitamente seleccionado para reflejar también la
féormula (32)1(z,v1,v2,v3), donde

R new
que z,, — x. Claramente {z,}

2C w3 A(Vw) (w €z (Vu)[(u €va Aw € u) = unuv #0)),

o con lenguaje corriente “z es la clausura de vy en el espacio topoldgico (vs,vs)”.

Ahora sea my = {Zn}, ¢, , M2 =7y m3 = X. La sentencia

(32)1p(z, m1, ma, m3)

dice que hay un subconjunto z de X el cual es la clausura de {z,}, .. Como my,
ma, mg € My Mrefleja (32)y, hay un Z € M tal que Y(Z,m1, ma, m3). Asi Z =
{Zn}he, € M. En general se dice que x es definible si existe una féormula tal que
(') o(x), y generalizando lo antes dicho uno llega a que, sin importar qué método
estemos considerando, cualquier conjunto definible es elemento de nuestro submodelo
elemental; en particular, 0, w,w,, Q,R, ¢, v/2, etc. son siempre elementos de M.

De ahora en adelante no vamos a hacer explicito cudl de los métodos estaremos
empleando para demostrar nuestros ejemplos y usaremos el que mejor se adapte a

nuestro propésito particular. Un articulo donde se presenta una demostracion del
mismo teorema con tres estilos: el tradicional sin emplear submodelos elementales,
el del primer método y el del segundo método; ademas de ser muy accesible y que
contiene mucho de lo que aqui hemos comentado es [11]. S. Watson es uno de los
investigadores que mas tratan de impulsar el segundo método.

Una familia A de subconjuntos de un espacio topolégico (X, 7) se dice punto nu-
merable si para cada x € X se tiene que |[{A € A:x € A}| = Ry. Una base punto
numerable es una base para (X, 7) que es punto numerable.

Proposicién 2.3. Si X es numerablemente compacto y tiene una base punto nume-
rable, entonces X es metrizable.

Demostracion. Sea U una base punto numerable para X . Si demostramos que X tiene
un subconjunto denso numerable D, entonces podremos escribir

U= J{{U el :zeU}:xeD};
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y por lo tanto, || < Ry que unido al hecho de que X es numerablemente compacto nos
proporciona que X es compacto. Asi tendremos que X es regular y segundo numerable.
Es decir, X sera metrizable.

Consideremos un cardinal regular 6 suficientemente grande y 9t < H(0) tal que
{X,U} C My M| = No. Afirmamos que X N M es denso en X. Supongamos lo
contrario y tomemos z € X\ (X NIM). Para cada x € X N I podemos elegir conjuntos
U, € U tal que x € U,y z ¢ U,. Més ain, podemos encontrar U, en 9 porque
Us N (X NIM) # Oy entonces hay un 9 € U, N (X N M), y dado que Uy, =
{U el :29 €U} es un elemento numerable de M, es por tanto un subconjunto de
M.

Consecuentemente, podemos cubrir X N 991 con elementos tomados de U N 9It. Aho-
ra, X NI es numerablemente compacto y U N I es una cubierta numerable para
éste. Entonces, podemos elegir Uy, Us,..., U, € U NI tal que {Uy, Us, ..., Uy} es
una cubierta de X N IN. Pero subconjuntos finitos de 991 son, por el Corolario 1.12,
elementos de 9 y, por lo tanto tenemos que:

MmE {U,,...U,} cubre X.

Sin embargo, usando z obtenemos la contradiccién que buscamos. O

Veamos ahora el siguiente ejemplo que hemos tomado del libro de R. Engelking
(Teorema 3.1.29). Invitamos a consultar la demostracién de Engelking para notar la
diferencia y simplicidad de nuestro argumento. Mdas adelante daremos una version
mucho més general; quisimos presentar esta versién por ser sencilla y porque muestra
una manera tipica de cémo aplicar los submodelos elementales.

Dado un espacio topoldgico (X, 7) definimos el cardcter de z € X como

x(z,X) =min{|B| : Bes base de x en X} + Rg

y el caracter de X es
X(X) =sup {x(z,X) : x € X}.

Teorema 2.4. Si X es compacto, entonces |X| < 2X(X).

Demostracion. Pongamos x(X) = k. Elijjamos 6 suficientemente grande y 9t < H (6)
tal que X, 7 € M, k C M, Msea cerrado bajo k-sucesiones y |M| < 2%, Afirmamos
que X NMNMes cerrado en X.

Si z € X NN entonces hay una red {z, € X NM : a € K} que converge a z dado
que X(X) = k. Entonces {z4},¢c,. € Mya que M es cerrado bajo k-sucesiones. Ahora
tenemos que (Jy) (o — y), y por elementaridad

(Fy e M) (zq — y).

Pero X es Hausdorff, entonces x =y y asi z € M.
Ahora, para cada x € X N9 podemos encontrar una base de vecindades B, de x en
X y por elementaridad podemos encontrar una en 9t; més ain, la podemos seleccionar
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de cardinalidad a lo més x y dado que & C 9, por elementaridad nuevamente podemos
suponer que B, C M.

Finalmente, supéngase que existe algin y € X\(X N 9M). Para cada z € X N
M seleccione B, € B, tal que y ¢ B,. Usando la compacidad de X podemos hallar
T1,...,Tn € X NI tal que X NIM C B, U---U By, . Pero entonces tenemos que

ME {B,,,...,Bs,} esuna cubierta de X;
sin embargo y € X\ (By, U---UB,,). O

Para nuestro siguiente ejemplo topoldgico necesitaremos de uno de los resultados
combinatorios mas usados en topologia general y creemos que ésta es una buena
ocasién para recordar el llamado “Pressing Down Lemma” dando una demostracion
de él usando nuestra técnica estelar.

Si S es un subconjunto de un ordinal 3, una funcién f : S — ( se dice regresiva si

(Va € S\{0}) (f(@) < o).

Lemma 2.5 (Fodor). Si S es un subconjunto estacionario de un cardinal sucesor no
numerable Ky si f es una funcion regresiva definida en S, entonces hay un a € K de
manera que f~*({a}) es estacionario.

Demostracion. Fijemos fcomo en la formulacion del lema. Por la Proposicién 1.8
(1) consideremos un submodelo elemental M < H(#) de manera que f € My § =
MNk € S. Como & = f(§) <8, £ es un elemento de M. Ahora sea X = f~1({&})y
apliquemos 1.8 (3) para deducir que X es estacionario en k. O

Proposicion 2.6. wi con la topologia del orden no es metrizable.

Demostracion. Sea Lel conjunto de puntos (ordinales) limite de w;. Entonces L es
cerrado; si vemos que L no es un conjunto Gg, entonces wy no podra ser metrizable.
Sea {U, : n € w}una familia de conjuntos abiertos en w; que contengan todos a L.
Ahora, para cada n € w, definamos f,, : L — w; por

fla)=min{pf < a: (6,0 CU,},

para cada a € L. Entonces cada f,, es una funcién regresiva y por el “Pressing Down
Lemma” hay un A, € [S]*'tal que f,, | A, es constante. Ahora elijamos v, € Ay,
pongamos B, = fn(Vn), para cada n € w, y consideremos 8 = sup,,c,, Bn < w1. Como
|An| = Ny, podemos elegir a,, > 8 con ay, € A,, para cada n € w. Entonces, siendo
B < a=min,e, an, (8,a] € (Bn,an] € Uy, por lo que (), Upno puede ser L. O

Con el afdn de presentar otra sencilla aplicacién del Lema 2.5 veamos el siguiente
contraste entre R y wy. Afirmamos que para cada punto = de R es posible elegir una
sucesion en R que converja a x y de manera que dos cualesquiera de estas sucesiones
no tengan términos en comun. Aunque pareciera que eso es més facil de lograrlo para
w1 no es asi. Para el caso de los niimeros reales, simplemente enumeremos R como
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{z%: a < ¢} y elijamos recursivamente las sucesiones (y)new para a < ¢, de modo
que

Yo € (R\{yﬁ:nEw, ﬂ<a})ﬁ(xa—%,xa),
para cada n € w.

Ahora supongamos que para w; hemos elegido sucesiones (a,)necw que convergen
a «, para cada ordinal limite. Sin pérdida de generalidad supongamos que para cada
« € wy y para cada n € w tenemos que a,, < . Con estas consideraciones podemos
demostrar no solo que hay sucesiones con términos comunes, sino que, dado m € w,
podemos encontrar un conjunto estacionario en w; de manera que para cualesquiera
dos ordinales ay Sen dicho conjunto, las respectivas sucesiones (a)new ¥ (Bn)necw
coinciden en los m primeros términos. Por cierto, la idea no es nada complicada,
simplemente definanse funciones f,, : L — w; mediante f,(«) = «,. Entonces re-
cursivamente podemos encontrar conjuntos estacionarios Sy, para k < m, tales que
fo [ So sea constante y (fr | Sk—1) [ Sk sea constante.

Otro de los resultados combinatorios muy empleados en topologia general es el lla-
mado A-lemma. Una familia A de conjuntos es llamada A-sistema si hay un conjunto
fijo R, llamado raiz del sistema, tal que AN B = R siempre que A y B son distintos
elementos de A.

Lemma 2.7 (Sanin). Cualquier familia A= {A, : o € w1} de conjuntos finitos con-
tiene un A-sistema no numerable.

Demostracion. Tomemos un submodelo numerable 9t conteniendo A. Podemos elegir
d€w\M. Sea R=AsNIM. En V, sea A C wy tal que {A, : @ € A} es un A-sistema
maximal con raiz R. Si 91 contiene una biyeccién entre wy A, entonces como todos
los elementos de A estarian en 91, con lo que é también tendria que ser un elemento
de M. Asi, Mno contiene una biyeccién entre w y A, asi no existe tal biyeccion y A
es no numerable. O

Este es el principal resultado sobre A-sistemas. Hay otras versiones més generales
que también pueden ser demostradas usando submodelos elementales.

En camino de preparacion de nuestro ultimo ejemplo de esta secciéon veamos las
siguientes definiciones y lemas. Dado un espacio topoldgico (X, 7) se define el pseu-
docaracter de z € X como

P(z, X) = min {|B| : B es una familia de abiertos con ﬂ[ﬁ’ = {x}} + o,
y el pseudocaracter de X es
B(X) = sup (¥, X) 7 € X}
La estrechez de x € X es

t(z,X)=min{rs: VAC X)(e€ A= (3BC A)(|B| <k Az €B))},
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y la estrechez de X es definida por
t(X) =sup{t(z,X): 2z € X} +Rg.

Lemma 2.8. Si (X, 1) es un espacio topoldgico con (X)) < k, si M es un submodelo
elemental de H(0), con 6 suficientemente grande, y tal que X, 7 € M y cerrado bajo
K-sucesiones; entonces si z € X\M, para cada y € X N IM podemos seleccionar
UyernNM tal quey € Uy y 2 ¢ Uy,

Demostracion. Sea y € X NM.

H(0)F (3{Us:aer} Cr){y} =[] Ua)
aER
Por lo tanto, 9 modela eso también; asi sea {U, : @ € k} € M tal que M F {y} =
Nacx Ua- Ahora como {Ua},c, € Mse sigue que{Ua},c,. € My H(O) F {y} =
Nacx Ua, con lo que se sigue que podemos elegir U, como lo requiere el lema. O

Uno de los teoremas mas importantes del siglo apenas concluido es el famoso re-
sultado de A.V. Arkhangel’skii que resolvié la pregunta de Alexandroff y Urysohn
que estuvo sin resolver por 50 anos: ;Hay un espacio compacto primero numera-
ble de cardinalidad mayor que ¢? La genealidad de Arkhangel’skii establecié que
| X < 2X)x(X) para X Hausdorff de lo que se sigue que un espacio Lindel6f primero
numerable es de cardinalidad a lo més c¢. Aqui ¢(X) denota el grado de Lindel6f de X
que estd definido mediante

((X)=min{ck >Ng: MU ) (X =UU =
=@VCU)(VI<kAX=UV)}.

Teorema 2.9. Si (X,7) es un espacio Hausdorff, entonces | X| < 2¢(X)#(X)4(X),

Demostracion. Sean k = ¥(X) - t(X) - £(X) y 6 un cardinal regular suficientemente
grande. Tomemos M < H(#) de cardinalidad 2” tal que X, 7 € M y M sea cerrado
bajo k-sucesiones. Demostraremos que X C 9.

Primero estableceremos que X N Mes cerrado en X. Sea = € X NI, Segin
t(X) < kK, podemos elegir Y C X NM tal que z € Y con |Y| < k. Fijemos una
familia {Us},c, € 7 de manera que {z} = (,c, Ua. Ahora, usando que £(X) < &,
seleccionemos, para cada o € k, una coleccién {Uyg:a,0 € K} C 7tal que x ¢
U{Uas: B e rty X\Ua € Uge, Uap- Se sigue que Y\ {z} = U{Yap:a,0€r}
donde para cada «, 8 € K, Yo =Y NUyg. Pero como {Y,3: a, 5 € Kk} es una colec-
cién de cardinalidad kde subconjuntos de cardinalidad x de 9, la coleccién y cada
miembro de ella es un elemento de 9t ya que Mes cerrado bajo k-sucesiones.

Ahora, si xno estuviera en 91 tendriamos que

mh?:U{?aﬂ:a,ﬂEﬁ};
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mientras que
H(0)Fx €Y\Y,s paracada a, 3 € k.

Por lo tanto, z debe ser un elemento de 9. Esto establece nuestra afirmacién.

Supongamos que z € X\M. Por el Lema 2.8 podemos elegir una cubierta U =
{Uy : y € X NI} tal que z ¢ U, para caday € X NM. Como X NMes cerrado en X,
podemos elegir una subcoleccién W de U que también cubra X NMy de cardinalidad
no mayor que k. Ahora W es un subconjunto de 9t de cardinalidad « y por lo tanto un
elemento de 9. Pero esta es una contradiccion ya que entonces 91 = Wcubre X. 0O

R. Hodel en [6] seniala que uno adivinaria que la demostracién original de Arkhan-
gel’skil es bastante dificil y él distingue por su dificultad la versién numerable de
la no numerable; cree que la version numerable deberia estar dentro del alcance de
cualquier estudiante en su primer ano de posgrado. Por nuestra parte notemos que
con nuestra técnica no existe distincion en cuanto a dificultad entre una y otra versién
y que con sélo reemplazar Ry por k, y viceversa, se pasa de una a otra version. Asi de
conveniente es la técnica de los submodelos elementales.

3. OTROS EJEMPLOS

Hemos visto qué tan poderosa es la suposicién de que el submodelo sea cerrado
bajo k-sucesiones. Tampoco podemos esperar que los submodelos numerables sean tan
buenos como para tener éxito en muchas situaciones. De hecho, una tipica construccion
inductiva con frecuencia se lleva a cabo sin tanta dificultad a través de ordinales
numerables. Por otro lado, muchas construcciones tienen considerable dificultad para
pasar wi; asi que podemos esperar alguna reflexién no trivial tomando submodelos
elementales de cardinalidad N; atin en la ausencia de la Hipétesis del Continuo, CH.

Una util propiedad, la cual puede reemplazar el ser cerrado bajo w-sucesiones es la
propiedad de ser w-cubriente. Diremos que un conjunto 9 tiene la propiedad de ser w-
cubriente si para cada A C 9t numerable existe un B € 9 numerable tal que A C B.
Si (M, : @ € wi)es una €-cadena elemental de submodelos elementales numerables
de H(0) tal que, para cada o € wy, M, € M,41, entonces claramente la unién de los
M, ’s es un submodelo elemental de H(#)de cardinalidad Ry que tiene la propiedad
de ser w-cubriente.

El peso de un espacio topolégico (X, 7) estd definido por:

w(X) = min {|B] : Bes una base para la topologia 7} + Rg.

Teorema 3.1 (Hajnal y Juhasz). Si todo subespacio de cardinalidad a lo mds R, tiene
peso numerable, entonces el espacio mismo tiene peso numerable.

Demostracion. Sea (X, 7) como lo requiere la proposicién. Supéngase que (X, 7) € 9
donde M es un submodelo elemental de H () con la propiedad de ser w-cubriente y de
cardinalidad N;. Mostraremos primero que 7 N 91 genera la topologia de subespacio
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en X NM. En efecto, supéngase que x € X N My U es una vecindad abierta de x.
Pongamos Y = (X NMT) \ U. Como |Y| < Ny, entonces w(Y) = Ry y por lo tanto Y es
un espacio separable. Sea D C Y denso en Y con |D| = Xg. Pero 9 tiene la propiedad
de ser w-cubriente, entonces existe un D’ € M tal que D C D’. Ahora | D’ U {x}| = No;
por lo tanto, w(D' U{z}) = Roy D' U{z} € M, con lo que M E w(D' U{z}) = No; es
decir, existe una base numerable para D' U {z} en 9, y asi de elementos tomados de
M. Ahora 7 € My U € 7 es tal que x € U, entonces podemos elegir V € 7N M con
r €V yVnD CU. Asi tenemos que (X NOM\U C D C D'\V C X\V; de
aqui que M NV C U como tenia que ser mostrado.

Finalmente, hay un subconjunto numerable B de TNt el cual es base para X NI ya
que w(X NM) = Rgy 7NM genera la topologia de subespacio. Podemos suponer que
B € M por la propiedad de ser w-cubriente. Pero ahora 9 F w(X) = Rg; por lo tanto,
el resultado se sigue por elementaridad. O

A continuacién vamos a presentar un teorema de metrizaciéon obtenido gracias al
empleo de los submodelos elementales. Es uno de los resultados més famosos del
profesor Alan Dow. Necesitaremos de dos lemas que seguidamente presentaremos.

Lemma 3.2. Si un espacio (X, 7) tiene una base punto-numerable y (X,7) € M <
H(0) entonces M tiene base para cada punto de X NIMN.

Demostracion. Sea 9t < H(#) como en la formulacién del lema. Como H (6) E “ (X, 7)
tiene una base punto-numerable” y 91 es un submodelo elemental, debe de existir
B € Mtal que

M E “B es una base punto numerable para (X, 7)”.

Puede verificarse que B es una base para (X,7), en H(#). También H(A) F “B es
punto numerable” ya que eso se sigue de que

ME (Vo e X) ({BeB:xe B} <N).

Sea x cualquier punto de X N9 y supdngase que B € B es una vecindad de x.
Elijamosun U € 7y W € Btalquex € W C U C B. Ahora seleccionemos y € WNIM
lo cual podemos hacer ya que x € X N M. Como B es punto numerable y {y, B} € M se
sigue que {S € B:y € S} C 9M; por lo tanto, en particular {B, W} C 9. Mds atin,
como U ety W CU C B, se sigue que

ME IV er) (WCVCB).
Asi pues hay un V € 71 N9 tal que x € V C B como queria probarse. O

Lemma 3.3. Sea (X, 7) un espacio numerablemente compacto y sea M < H (0), con
0 suficientemente grande, tal que M es numerable y X € M. St TNIM no es una base
para (X, 7) entonces existe un z € X NI tal que 7 N M no es una base en z.
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Demostracion. Claramente podemos también asumir que X NPT no es denso en X,
asi que podemos elegir cualquier z € X \ X NML. Ahora si 7 N M contiene una base
para todos los puntos de X N9 entonces hay una cubierta &/ C 7NMWtde X N I cuya
unién no contiene z. El resto de la demostracion estd contenido en el 1iltimo parrafo
de la demostracion del Teorema 2.3. (]

Teorema 3.4 (Dow). Si cualquier subespacio de cardinalidad N1 de un espacio nu-
merablemente compacto es metrizable, entonces el espacio mismo es metrizable.

Demostracion. Sea (X, 7) un espacio como en la hipdtesis del teorema y suponga-
mos que (X, 7) no es metrizable. Consideremos un cardinal regular 6 suficientemente
grande y un submodelo elemental 9 < H(0) tal que (X, 7) € M, || = Ry y Mtenga
la propiedad de ser w-cubriente. Veremos que X N Mt con la topologia de subespacio
no es metrizable; esa contradiccion establecerd el resultado.

Dado que todos los espacios métricos compactos son segundo numerables, por el
Teorema 3.1 sabemos que debe existir un subespacio Zde X con |Z] =Ny y w(Z) >
Rg. Por elementaridad, hay un tal subespacio Z en 901; asi asumamos que Z € IN.
Como X es numerablemente compacto y w(Z) es no numerable sabemos que Z no es
metrizable; por lo que podriamos suponer que X = Z.

Segiin nuestras suposiciones Z U {z} es metrizable para cada z € X N 9<M. Por
consiguiente 9 F “Z U {z} es metrizable”. Ahora, para cada x € X N9, tenemos
que X es regular en x. En efecto, supéngase que U € T es una vecindad de z tal
que V \ U # () para toda vecindad V de . Por elementaridad, podemos asumir que
U € M. Sin embargo, existe una vecindad V' de z tal que V N9 C U ya que, siendo
metrizable, X N9 es regular en x. Por otro lado, ZU{xz} es metrizable, luego primero
numerable en z, y por consiguiente podemos encontrar W € 91 vecindad de x tal que
W nZ CV. Porlo tanto,

MEW CU,

puesto que W, U € 9. Asi obtenemos una contradiccién en vista de que M = W C U,
pero H(0) E W\U # (). Esta contradiccién establece que X es regular en z. Obsérvese
el importante papel de Z para obtener que W € 9.

Notemos ahora que X debe ser primero numerable en cada punto de z € X N M.
En efecto, como Z € M y |Z| = Ny, se debe tener que Z C M, y asi X N M es
denso en X. Luego, si z € X N IN; entonces como X N M es metrizable debe existir
una coleccién numerable B de abiertos en X tales que su traza a X N9 es una base
para las vecindades de z, en X N M. Afirmamos que B es una base, en X, para las
vecindades de z. Para ver esto sea U un abierto de X con x € U. Por regularidad
podemos hallar un abierto V tal que z € V C V C U, y para este V existe B € B tal
que x € BN (X NM) C V. Entonces B=BN(XNM) CV CU.

Para continuar afirmamos que: 7 N 9t genera la topologia de subespacio sobre
X N <M. Denotaremos esta topologia por mo9p. Si x € X N I, sabemos que X es
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primero numerable en x. Entonces existe una base numerable B, para X en el punto
x y por elementaridad podemos elegir esa base en 9; mas aln, podemos asumir
B, C 9. Esto establece que Ton genera la topologia de subespacio.

Asi demostraremos que (X N M, 7o) no es metrizable. Sea {M, : @ < w1} una €-
cadena continua de submodelos elementales numerables de 2 tal que (X,7) € Moy
cuya unién sea 9. Usando el Lema 3.3 vemos que, para cada a € wi, tenemos que
existe x € X NI, tal que 7 N M, no contiene una base en el punto z. Ya que
{X,7, My} € Myi1, hay de hecho un z € M1 NX NN, tal que TNM, no contiene
una base en el punto x.

Finalmente, supéngase que (X N M, 7o) es metrizable; entonces tiene una base
punto-numerable. Sea 91 un submodelo elemental numerable de H(6) tal que

{X, 0,7, {My:a€wi}} TN

Pongamos o = M Nw; y consideremos un punto 2 € MN X N M, tal que 7 N M, no
contiene una base de vecindades para z. Pero ahora, M E M = (J{M, : a €1}, por
ello

Tﬂimﬂ‘ﬁ:U{Tﬂi)ﬁg:ﬁea}.

En consecuencia, (7 N9T) N9 no contiene una base local para x € X N MM NN, lo cual
contradice el Lema 3.2. g

Hay un ejemplo facil de un espacio no metrizable que tiene sus subespacios de
cardinalidad R; metrizables: Sea X =Y U {oo}, donde [Y]| >Ry y oo ¢ Y; Y es un
subespacio discreto y abierto de X y las vecindades de oo son aquellos subconjuntos de
X con complemento de cardinalidad a lo més R;. Entonces subespacios de cardinalidad
N; son discretos y por lo tanto metrizables.

Por otra parte, no es posible cambiar “numerablemente compacto” por “Lindel6f”;
al menos bajo el Axioma de Martin més la negacién de la Hipdtesis del Continuo,
MA-+-CH. Esto se establece como sigue. Recuerde que el espacio doble de Alexandroff
sobre I x 2 (en donde I = [0, 1] es el intervalo unitario) es obtenido declarando I x {1}
como abierto y discreto mientras que una vecindad bésica para (r,0) es de la forma
U x 2\ {(r,1)}donde r € U es un abierto en I. Si B C Ies cualquier conjunto no
numerable que no contiene cerrados no numerables (lo que es llamado un conjunto
de Bernstein), entonces X = (I \ B x {0}) U (B x {1}) es un subespacio Lindel6f no
metrizable. X es Lindel6f, porque si U es una cubierta abierta de X, entonces podemos
elegir una subcubierta numerable U’ tal que (I\ B) x {0} C JU', y como B es un
conjunto de Bernstein, B x {1} \ U’ es a lo mds numerable. Por otro lado, sea A
es un subespacio de X de cardinalidad N;. Pensemos por un momento en A como
subespacio I. Asumiendo MA + —CH obtenemos que A N B es un subconjunto F, de
A. O sea que podemos pensar que AN B = |J, ., Fr, donde cada F, es cerrado en
A con la topologia de subespacio de I. Esto nos da posibilidad de encontrar una base
o-localmente finita para A como subespacio de X y usar el Teorema de Metrizacién
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de Nagata-Smirnov [5, pag. 282]. En efecto, Ag = AN (I'\ B x {0}) es obviamente
metrizable y por lo tanto podemos suponer la existencia de familias U,,, para cada
n € w, de abiertos en A cuyas restricciones a Ay forman una familia localmente finita
y que la unién de todas estas familias forman una base para Agy. Entonces haciendo
B, =U, U{{{z,1)} ;2 € BNF,} y B=,,., Bnr obtenemos una base o-localmente
finita para A.

new

4. EJEMPLOS EN X

Un subespacio ) (a) de un producto topolégico Z = [[,ca {Xa:a € A}es un
> -producto basado en a € Z si para cada b € ) (a) se tiene que

[{bo # aq : v € A} < Ny
Los Y -productos son subespacios densos de los productos topoldgicos.

Teorema 4.1 (Corson; Glicksberg). Si X =Y (a) C 2" es un Y _-producto, entonces
BX = 2%,

Demostracion. Es suficiente mostrar que f € C*(X) puede ser extendida a alguna
g € C(2"). Tomemos un submodelo elemental numerable conteniendo a, fy k. Sea
S =9MNk.Size 2" entonces defina

g(x) = f(z [ SUaT (k\S)).
Como g es una composicién de funciones continuas, es una funcién continua. Nos resta
demostrar que g extiende a f. Supéngase que x € Y (a) y

fl@) # f(zSual (k\9)).
Hay intervalos ajenos Iy y I, y funciones parciales finitas o¢ y o1 con dom(og) =
dom(o1), 00 €z, 001 Cx | SUa | (k\S)y f([oi]) C L. Escribamos o1 = o7 U of
donde 0f =01 [ Sy of =01 | (k\S). Sean = |o]|. Asf existe F € []" tal que
cualquier funcién en [Uﬂ la cual coincide con a sobre F'es enviada dentro de I; bajo
f. Por elementaridad, podemos elegir F' € My sea o9 € a [ F. Ahora, o9 y 01 U 02
son funciones parciales compatibles cuyos conjuntos basicos generados (no ajenos) son
enviados bajo f dentro de los intervalos ajenos Ipy I7, respectivamente. Esto es una
contradiccién. (]

Example 4.2 (Comfort). Hay un espacio no separable X tal que SX es separable.

Demostracion. Sea X = Y (0) un > -producto en 2“'. Entonces SX = 2“* el cual
es separable por el teorema de Hewitt-Marczewski-Pondiczery. Para mostrar que X
no es separable, supéngase que {d,, : n € w} es un subconjunto denso numerable. Sea
D = U{d,*(1) : n € w}. Ya que |D| = Ry, encontremos a € wi\D. El conjunto
abierto basico de todos los elementos de X los cuales envian « al 1 no intersecta este
supuesto conjunto denso. O
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Teorema 4.3 (Fedeli y Watson). Sea X un espacio normal de estrechez numerable y
sea M un submodelo elemental de H(0), donde 6 es un cardinal reqular suficientemente
grande, tal que X € M, |M| = 2%° y el cual sea cerrado bajo w-sucesiones. Entonces
X NI esta C*-encajado en X.

Demostracion. Sean C| F' dos subconjuntos de X N9 los cuales estan completamente
separados en X N M. Se afirma que C' y F estdn completamente separados en X (y
por lo tanto X NM estd C*-encajado en X). Claramente clxnom (C) Nelxnm (F) = 0.

Veamos que clx (C)Nelx (F) = 0. Supéngase que hay un punto z € clx (C)Nelx (F).
Como X tiene estrechez numerable, hay conjuntos A € [C]* y B € [F]* tales que x €
clx (A)Nclx (B). Como A, B € M, por elementaridad hay un x € clx (A4)Neclx (B)NIN,
asi z € clxnm(C)Nelxnm (F), lo cual es una contradiccién. Asi clx (C)Nelx (F) =0y
por la normalidad de X se sigue que C'y F' estan completamente separados en X. [

Corolario 4.4 (Gryzlov). Sea X un espacio compacto de estrechez numerable tal que
d(X) < 2%, Entonces hay un subespacio Y de X que es numerablemente compacto y
normal tal que |Y| < 2% y B(Y) = X.

Demostracion. Sea D un subconjunto denso de X tal que |D| < 2%, Considere un
submodelo elemental 9t como en el teorema 4.3 tal que D C M y sea ¥ = X NI.
Claramente |Y| < 2% y Y es numerablemente compacto por la Proposicién 2.1.
Ademsds, Y es denso y C*-encajado en X , as{ Y es normal y 8(Y) = X. O

5. UsaNDO

En esta tltima seccion emplearemos submodelos elementales y el principio combi-
natorio < de Jensen para establecer la existencia de lineas de Souslin. Empezaremos
por explicar qué significa todo esto.

Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor demostré que cualesquiera dos conjuntos
numerables, linealmente ordenados, no acotados y densos en si mismos son isomor-
fos [7, Theorem 11]; es también muy conocido el hecho de que dado un conjunto
linealmente ordenado y denso en si mismo hay un unico (salvo isomorfismo) conjunto
linealmente ordenado que es completo y que contiene al conjunto dado como subcon-
junto denso. De estos dos resultados se deduce que R es el tinico espacio linealmente
ordenado que es denso en si mismo, no acotado, completo y separable. En 1920 Souslin
pregunté si la condicién de ser separable podia ser sustituida por la de satisfacer la
condicién de la cadena contable (c.c.c.). Un espacio topoldgico (X, 7)se dice que sa-
tisface la condicion de la cadena contable si cualquier familia ajena por pares y de
conjuntos abiertos no vacios es a lo més numerable. Claramente cada espacio separable
satisface la c.c.c. Entonces el problema de Souslin puede formularse como: Sea X un
espacio linealmente ordenado tal que X es denso en si mismo, no acotado, completo y
satisface la c.c.c. jEs X isomorfo a R? Un contraejemplo deberia ser un espacio lineal-
mente ordenado denso en si mismo, completo, que satisfaga la c.c.c. pero que no sea
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separable. Este tipo de espacios son las llamadas lineas de Souslin. Se ha establecido
que no es posible decidir el problema de Souslin tinicamente con los axiomas de ZFC.
El Axioma de Martin y la negacién de la Hipétesis del Continuo, MA + —CH, implica
que no existen tales objetos y como veremos a continuacién, asumiendo < podremos
construir una linea de Souslin. Aunque el problema de Souslin es considerablemente
viejo aun estd muy vivo y en nuestros dias es una fuente de diversas investigaciones.

$ es la afirmacién: Existen sucesiones de conjuntos {S, C « : @ € wy } tal que para
cada S C wy, el conjunto {« € w1 : SNa = S5,} es estacionario en w;.

Nos gustaria exponer una demostraciéon de que < es consistente con ZFC y asf dar
una muestra mas del empleo de los submodelos elementales. Sin embargo, se necesitan
de muchos otros conceptos que no tenemos intencién de introducir ahora. Simplemente
indicamos que <) es una consecuencia del Axioma de Constructividad de Godel, V =
L, y que la demostracion de eso saca mucho provecho de los submodelos elementales.
Lo que si no es dificil de convencerse es que la Hipédtesis de Continuo CH es una
consecuencia de {: Si X C w, entonces X = S, para algiin o € wy; por consiguiente
2N0 = Nl.

Las lineas de Souslin son objetos de mucha utilidad en topologia general; s6lo por
poner la més sencilla de sus implicaciones, teniendo una linea de Souslin se tiene un
ejemplo de un espacio que satisface la c.c.c. pero que X2 no la satisface.

Teorema 5.1. < implica la existencia de lineas de Souslin.

Demostracion. Vamos a construir un orden lineal < en w; de tal manera que X =
(w1, Q) serd una linea de Souslin. Inductivamente vamos a definir <4, sobre a para
cada a € wi, de modo que:

(a) <4 es un orden lineal sobre «, para cada « € wy,
(b) <o C <g siempre que a < § < w1,
(¢) (e, <,) es denso en si mismo para ordinales limites o € wy,

) U, es una familia celular maximal (o sea, una familia de intervalos abiertos,
no vacfos y ajenos por pares que es C-maximal respecto a esa propiedad) en
(o, <y), para todo « € wy; vy U, permanecerd maximal a través del resto de
la construccidn,

(e) Si « es un ordinal sucesor par y (B, Cy) forman una cortadura de Dedekind
en (8, <3) sin puntos finales, donde [ es el médximo ordinal limite menor que
«; entonces « llenard esa cortadura en (a+ 1, <d441),

(f) Si A, € [a], entonces A, no serd denso en (a + w, Dpiy)-

Antes de empezar nuestra construccion, fijemos algunos conjuntos. Primeramente
tomemos biyecciones cualesquiera f :wi X w1 — w1y

g:{2n+1:necwlu{0} —-QN[0,1]
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requiriendo dnicamente que ¢g(0) = 0 y g(1) = 1. Sea {A, : o es limite y Ay C a}
una enumeracién de [w]“ y enumeremos [w1] X [w1]® como

{(Ba,Cs) : a es ordinal sucesor pary B, UC, C a} .

Finalmente fijemos también una sucesién ¢: (S, : @ € wy). Usaremos esta sucesién
para capturar o adivinar todas las posibles familias celulares en nuestra linea de
Souslin.

Empezamos nuestra induccién a partir de w ordenado isomérficamente a Q. Ahora
supongamos que hemos construido <gpara todo § < o y que « es un ordinal limite.
El plan es encontrar un lugar idéneo para insertar o y a+ 1 como el supremo e infimo,
respectivamente, de una cortadura de Dedekind apropiada y usar g para insertar todos
los otros ordinales impares entre ay a+1 como una copia de Q en (0, 1); como veremos
después con méas detalle, esto prevendra que A, sea denso. Usaremos los ordinales
pares « + 2n para tapar posibles huecos que hayamos dejado en (a, 4,). También
tenemos que definir familias celulares maximales y mantener su caracter maximal por
el resto de nuestra induccion.

Asi, sea a un ordinal limite para el que ya tenemos definido <4,. Primero examina-
mos si f~1(S,) nos determina un familia celular —con esto queremos decir que para

cada ¢ € S, se tiene que f~1(¢) = <55, 5é> con d¢ <o 5{5 y la familia de intervalos

{0, 0¢) : € € Sa}

es celular. Si f~1(S,) es en efecto una familia celular, entonces denotamos a dicha fa-
milia por U, si ademds es maximal; si no es maximal entonces la extendemos para te-
ner una familia maximal a la que también llamamos U,,. Si por el contrario f~!(S,)no
es una familia maximal, entonces buscamos una y la llamamos U,,. Ahora asumamos
que Ay, = {d, : n € w} y enumeremos « como {3, : n € w}. Sea (a, b) cualquier inter-
valo en («a, 9g); como U, es maximal, debe existir (u, v) € Uy, tal que (a, b)N(u,v) # 0.
Entonces usando la densidad de («, <,) en si mismo, podemos elegir un intervalo
[0, yo] tal que: do € [zo,yol, Bo ¢ [xo,%0] ¥ [0, %0] C (a,d) N (u,v). Inductivamente
elijamos intervalos [z, y,] tales que: d,, & [Tn,Ynl, Bn & [Tn,Yn] ¥ [Tn, yn] esté con-
tenido en la interseccién de (2,—1,¥yn—1) y un miembro de Ug, . Sea

Bo = {[Tn,yn] i n€w}.

Observemos que de la densidad de («, <,) se sigue que B, tiene, para cada 5 < «, un
intervalo contenido en algin miembro de Ug. Como (B, = 0, tenemos que B, nos
determina una cortadura; esto 1iltimo no es en realidad muy importante puesto que
podemos definir o como el supremo de los extremos izquierdos de cada intervalo en
B, y a+1 como el infimo de los extremos derechos de los intervalos en B,,. Asi hemos
determinado los ordenes <, y <u41; como U, podemos tomar {(—oo, @), (a,+00)}
y similarmente U, 1. No creemos que esté por demdas observar que siempre hay cor-
taduras “sin llenar” dado que (a, <,) es isomorfo a Q por el Teorema de Cantor antes
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comentado en esta misma seccién. Lo importante aqui es elegir el lugar idéneo para
preservar la maximalidad de las familias celulares ya definidas; lo cual se debe a que,
a pesar de que se van a introducir nuevos intervalos entre a y a + 1, cada uno de
ellos se encuentra contenido en un miembro de las familias celulares definidas hasta
la a-ésima etapa de la construccion.

Para las siguientes etapas de nuestra induccidn, los ordinales impares a+(2n+1) con
n > 0se introducen segin la funcién g de modo que se vayan preservando los ordenes
y que para la etapa o + w se tenga una copia de QN (0,1) entre @ y o + 1. Para los
ordinales pares a + 2n examinamos si (Bat2n, Caton) determina una cortadura en
(a, 44) sin puntos finales; si es asi entonces hacemos a+2n = sup B, y a+2n = inf C,
en (v,<,), donde v = o + (2n + 1). Para todos los ordinales sucesores o + k, Uayk
es definida de manera trivial.

Nos resta indicar la definicion de <, para ordinales limite a € wy; simplemente
hacemos <d,= J{<ds: 8 < a} si Jg ha sido definido para 3 < « satisfaciendo de (1)
a (6). Uy, es cualquier familia celular maximal. Esto completa nuestra construccion.

Para finalizar nuestra demostracién necesitamos establecer que (w1, <) es una linea
de Souslin; siendo evidentemente J= ( J {<,: & € wy }. En primer término, es claro que
(w1, Q) es linealmente ordenado y denso en si mismo. Supongamos que (B, C) es una
cortadura sin puntos finales y consideremos un submodelo elemental numerable 9T que
contenga (B, C') como uno de sus elementos. Usando la elementaridad no es dificil con-
vencerse de que 9TN B es cofinal en B y MMNC es coinicial en C'; por lo tanto, si MN B
tiene supremo éste serd el supremo de B; similarmente para 9T N C'y C cambiando
supremo por infimo. Existe un ordinal « € wy tal que (M N B, MNC) = (By,Ca) y
por (f) sabemos que M N B tiene supremo y M N Ctiene {nfimo en (a+ 1, Dq41);
maés aun, que tienen al mismo punto por supremo e infimo, respectivamente. Esto
contradice el supuesto de que By C no tenian extremo superior e inferior, respecti-
vamente. Si A € [w1]” entonces A = A, para algin a € w; y por (f) A no es denso
en (@ + w, 9gtw) ¥, por tanto, no lo es en (wq, Q).

Por tltimo, sea U una familia celular. Debemos demostrar que U es a lo mas nu-
merable. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que U es maximal. Sea Sel
conjunto de todos los puntos que son extremos de algtn intervalo en U. Consideremos
ademds un submodelo elemental numerable 9 tal que & € My

MNw; €{acw:SNa=5,}.

Pongamos § = M Nw;. Entonces f~!(Ss) determina una familia celular maximal Us;
en efecto, si V C U es la familia celular que determina f~1(S5) y &,& < § son tales
que (§,&')NI = () para todo I € V, entonces (£,&') € U ya que de lo contrario deberia
existir I € U tal que (&,£')NI # Oy por elementaridad existirfa I € UNIN con la misma
propiedad; pero U NI no es méds que V. Asi, no existe tal I € Uy consiguientemente
(£,&") € U. Tenemos entonces que &,& € Sy como &, £ < § obtenemos que &, &’ € Ss.
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Asi (£,¢) € V; o sea, V = Us. Siendo Us maximal, necesariamente Us = U. Esto
establece que U es numerable como queriamos ver. O

Historicamente no fue asi como se demostré la existencia de las lineas de Souslin
a partir de . Jensen demostré que < implica la existencia de drboles de Souslin.
Nosotros hemos procedido a la inversa; pero realmente estamos desarrollando el mis-
mo proceso usado para la construccién de un drbol de Souslin. Un drbol (T, <) se
llama de Souslin si T tiene altura w; y cualquier cadena o anticadena en Tes a lo
mds numerable. Los drboles de Souslin fueron introducidos por Kurepa (en 1936)
quien demostré que hay un arbol de Souslin si y sélo si hay una linea de Souslin.
Si nos fijamos en la familia 7 de intervalos cerrados no degenerados de nuestra linea
de Souslin y la ordenamos mediante 2, es posible elegir 7" C 7 tal que (7', 2)es un
arbol de Souslin. La construccién es por induccién sobre o € wy. Primero tomamos
I = [ao, bo] arbitrariamente (tal que ag < by). Habiendo construido Ig, 8 < « consi-
deramos el conjunto numerable C = {ag : 3 < a} U{bs : B < a} de puntos extremos
de los intervalos I3 hasta ahora construidos. Como X es una linea de Souslin, C' no es
denso en X y asf existe un intervalo [a,b] ajeno a C; elegimos uno de tales intervalos
[@a, ba] = I. El conjunto T'= {1, : @ < w1} es no numerable y parcialmente ordena-
do por D. Si @ < 3, entonces o bien I, 2O Iz 0 I, NIz = (. Se sigue que para cada
a, {I €T :IDI,}estd bien ordenado por Dy asi T es un 4rbol.

Veamos que T satisface las otras propiedades para ser arbol de Souslin. Si Iy J son
incomparables en T, entonces I NJ = () y por lo tanto cualquier anticadena en T es a
lo mas numerable dado que X satisface la c.c.c. Ahora note que si b es una cadena en
T de cardinalidad N, entonces los extremos izquierdos de los intervalos en b forman
una sucesién creciente {z, : @ <wi} de puntos de X. Es claro que los intervalos
(o, Tat1), @ < wi, forman una familia celular de cardinalidad R, contradiciendo la
hipotesis de que X satisface la c.c.c.

Finalmente, es inmediato que la altura de T es a lo mas w; y ya que cualquier
nivel es una anticadena y T es no numerable, tenemos que la altura de 7' debe ser
exactamente w;.

Es valioso mencionar que si la definicién de arboles de Souslin es ligeramente debili-
tada, entonces arboles con las propiedades més débiles existen. Un drbol de Aronszajn
es uno que tiene altura wy, todos sus niveles son numerables y el cual no tiene cadenas
no numerables.

Teorema 5.2. Eziste un drbol de Aronszajn.

Si uno trata de generalizar el resultado anterior para arboles de mayor altura se
encuentra uno con muchas dificultades ademéas de muchas cuestiones muy interesantes.
Por generalizaciones a arboles de mayor altura queremos decir resultados del tipo:
“Hay un arbol que es k-Aronszajn”; para k > R; dado. Un drbol T es k- Aronszajn
si es un arbol de altura k tal que cada nivel de T tiene cardinalidad menor que ky
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cada cadena en T también tiene cardinalidad menor que k. Solamente haremos pocos
comentarios sobre esto. Primeramente, la Hipétesis Generalizada del Continuo, GCH,
implica que hay un arbol que es k-Aronszajn para todo cardinal regular x > N;
excepto posiblemente cuando x es inaccesible o el sucesor de un cardinal singular.
Para x fuertemente inaccesible, sin asumir GCH, hay un arbol que es k-Aronszajn
salvo que k sea débilmente compacto.

Sin GCH, ni siquiera debe haber un arbol que sea ws-Aronszajn. Sin embargo, si no
hay un arbol que sea wo-Aronszajn, entonces Ns es débilmente compacto en L, la clase
de conjuntos construibles de Gédel; y esto es realmente sorprendente. Recordemos que
un cardinal débilmente compacto es en particular un cardinal de Mahlo; es decir, un
cardinal en el cual el conjunto de cardinales regulares es estacionario. Puesto que
el conjunto de cardinales sucesores no es estacionario en cualquier ordinal, se sigue
que el conjunto de cardinales inaccesibles es estacionario en un cardinal de Mahlo.
Esto da una idea de lo monstruosamente grande que debe ser un cardinal débilmente
compacto. Son muchas las consecuencias de suposiciones como “existen cardinales
débilmente compactos” que pueden ser obtenidas en la topologia general.

AGRADECIMIENTOS

El autor de esta nota desea agradecer al Profesor Alan Dow quien le mostré el
empleo de la técnica y sugirié buena parte del material aqui contenido. También desea
agradecer a Carlos A. Martinez Ranero por sus ttiles sugerencias. Es conveniente
aclarar que el material expuesto fue originalmente preparado para el minicurso que
el autor fue invitado a dar durante las Terceras Jornadas Veraniegas de Topologia en
la Facultad de Ciencias de la BUAP en Agosto del 2000. Asi que es también debido
expresar gratitud al comité organizador de aquel evento.

REFERENCIAS

[1] Zoltan T. Balogh, On compact Hausdorff spaces of countable tightness. Proc. Amer. Math. Soc.,
105(3):755-764, 1989.

[2] C. C. Chang and H. J. Keisler, Model theory, volume 73 of Studies in Logic and the Foundations
of Mathematics. North-Holland Publishing Co., Amsterdam, third edition, 1990.

[3] Alan Dow, An introduction to applications of elementary submodels to topology. Topology Proc.,
13(1):17-72, 1988.

[4] Alan Dow, More set-theory for topologists. Topology Appl., 64(3):243-300, 1995.

[5] Ryszard Engelking, General topology, volume 6 of Sigma Series in Pure Mathematics. Helder-
mann Verlag, Berlin, second edition, 1989. Translated from Polish by the author.

[6] R. Hodel, Cardinal functions. I. In Handbook of set-theoretic topology, pages 1-61. North-
Holland, Amsterdam, 1984.

[7] Thomas Jech, Set theory. Perspectives in Mathematical Logic. Springer-Verlag, Berlin, second
edition, 1997.



174 FERNANDO HERNANDEZ-HERNANDEZ

[8] Kenneth Kunen, Set theory, volume 102 of Studies in Logic and the Foundations of Mathemat-
ics. North-Holland Publishing Co., Amsterdam, 1983. An introduction to independence proofs,
Reprint of the 1980 original.

[9] Mary Ellen Rudin, Two problems of Dowker. Proc. Amer. Math. Soc., 91(1):155-158, 1984.

[10] Stevo Todoréevié, Forcing positive partition relations. Trans. Amer. Math. Soc., 280(2):703-720,
1983.

[11] Stephen Watson, The Lindeléf number of a power; an introduction to the use of elementary
submodels in general topology. Topology Appl., 58(1):25-34, 1994.

INSTITUTO DE MATEMATICAS, UNAM -MORELIA., APARTADO POSTAL 61-3 (XANGARI), MORELIA
MICHOACAN, MEXICO 58089
E-mail address: fernando@matmor .unam.mx



