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APORTACIONES MATEMATICAS es una publicacién del Instituto de Mateméticas.
Su serie TEXTOS comprende libros de texto de matematicas y sus aplicaciones, para la licencia-
tura y el posgrado en matemadticas y en otras disciplinas. Se divide en tres niveles:

= Nivel elemental, dirigido a estudiantes de los primeros dos afios de la licenciatura.
= Nivel medio, dirigido a estudiantes de los dos dltimos afios de la licenciatura.

= Nivel avanzado, dirigido a estudiantes de posgrado.

Introduccién a la teoria de la medida, de Fernando Herndndez y Manuel Ibarra es un texto de
nivel medio.

Hay excelentes libros de medida escritos por verdaderos especialistas en la materia y uno deberia
preguntar por qué uno mas que seguramente no es del nivel de esos otros. Este libro, entre
otras cosas, recoge la experiencia de ambos autores al guiar estudiantes tanto de licenciatura
(pre-grado) como de posgrado a diversas dreas. El libro provee material suficiente tanto para un
curso de pre-grado de buen nivel asi como para un curso introductorio para nivel maestria. Por
lo tanto, el libro tiene un nivel entre medio alto y avanzado bésico. Se hace hincapié a algunos
aspectos que no se encuentran en libros clésicos.

Para un curso de pre-grado, lo deseable es cubrir la mayor parte de los seis primeros capitu-
los; para un curso de posgrado los ocho primeros capitulos. El capitulo octavo contiene temas
independientes; el instructor podra elegir segiin los intereses de sus estudiantes qué secciones
abordar en el curso. En el noveno capitulo se necesita un poco més de experiencia topolégica.

Dado que es fundamental que el estudiante compruebe su nivel de asimilacién del material
presentado, cada capftulo se acompafia de ejercicios de diversa dificultad. Parte del entrena-
miento que se debe adquirir consiste en saber reconocer por uno mismo qué problemas sera
capaz de resolver y cudles debe resolver con ayuda. También es importante aprender a pedir
ayuday con ella ser capaz de realizar las tareas antes no completadas.
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Prefacio

Hay muchos muy buenos libros de medida escritos por diversos autores verdaderos
especialistas en la materia y uno deberia preguntar por qué uno més que seguramente
no es del nivel de esos otros.

Creemos que una primera respuesta deberia ser por pasion, por ganas de decir
aunque sea otra vez lo mismo. Es una respuesta muy egoista. Otra respuesta, no tan
egoista aunque no deja de serlo, es porque creemos que los libros hasta ahora en el
mercado no tienen el enfoque que nosotros queremos y porque pretendemos tener
un compendio de las cosas ttiles para quienes estudian analisis, teoria descriptiva de
conjuntos o disciplinas similares.

El texto estd principalmente basado en notas de clase de cursos sobre la materia
ofrecidos en diferentes semestres en la Facultad de Ciencias Fisico Mateméticas de la
Universidad Michoacana de San Nicolds de Hidalgo. Se agradece en especial a Ricardo
E. Chévez Cdaliz y a René Rodriguez Aldama por acceder a que se fotocopiaran sus
apuntes de clase de donde nacié este texto. Se hace también una muy agradecida
mencién a René y César Ismael Corral Rojas quienes revisaron primeras versiones
del libro que el lector tiene en sus manos. Esos apuntes estuvieron basados en el
libro de Terence Tao [T]. Al escribir el texto se ha incluido material de otras fuentes
que aparecen en la bibliografia; por ejemplo, el libro de Kechris [Ke]. Ninguno de los
resultados que aparecen a la largo de la obra son propios, todos fueron elegidos de
uno u otro lado.

El texto estd pensado para un primer curso sobre Teoria de la Medida. Los tres
capitulos finales estdn pensados como material extra. Por ejemplo, del octavo capitulo
se pueden cubrir algunas de las secciones durante el curso ya que ellas son indepen-
dientes una de la otra. En el noveno capitulo se necesita un poco mds de experiencia
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XIV Prefacio

topolégica. Aunque es posible hacer todo el desarrollo para funciones de varias va-
riables o funciones con valores complejos, se prefirié concentrarse en funciones con
valores reales ya que el desarrollo para otras funciones es una modificacién de los
conceptos que se definieron para funciones con valores reales; por ejemplo, para
definir la integral de una funcién f con valores complejos, se observa que en realidad
f =fo+ifi parados funciones f; y f; con valores reales; entonces la definicién de la
integral de f queda en términos naturales de las integrales de f, y f;.

Por supuesto que por influencia de los gustos personales, se piensa que es prefe-
rible tomar el curso después de haber llevado uno de topologia y otro de teoria de
conjuntos; pero claramente puede hacerse sin haber tomado alguno de estos tltimos.
Para los lectores a quienes les es extrafio hablar de espacios métricos y/o topolégicos,
se puede siempre pensar simplemente en los R¥ o incluso en R mismo y atin tener
mucha generalidad.

Cada capitulo se acompana de una serie de ejercicios. Es fundamental que el
estudiante compruebe su nivel de asimilacién del material presentado realizando la
mayoria de los ejercicios. Los hay de diversa dificultad. Parte del entrenamiento que
uno debe adquirir consiste en saber reconocer por uno mismo qué problemas serd
capaz de resolver y cudles debe resolver con ayuda. Otra parte es aprender a pedir
ayuda y con ella ser capaz de realizar las tareas antes no cumplidas.

Agradecemos a Overleaf; eso hizo posible la escritura de este libro a cuatro manos,
desde la distancia. Asimismo a la BUAP y la UMSNH, la Coordinacién de la Inves-
tigacion Cientifica de la UMSNH, la Facultad de Ciencias Fisico Matematicas de la
BUAP y el CONACYyT a través del proyecto 169078-E A Leonardo Espinosa por afinar
los tdltimos detalles de la edicién de este libro.

Fernando Hernandez Herndndez
Manuel Ibarra Contreras

Noviembre 2017
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Introduccion

1.1. Historia

Casi cualquier persona con conocimientos rudimentarios en matematicas ha escucha-
do que existe una importante drea de estudio conocida como el Célculo Diferencial e
Integral. El computo de integrales es una de las tareas fundamentales del cdlculo. En
ocasiones se asocia de manera un tanto ingenua a la integral de una funcién con el
drea bajo la curva que produce la grafica de la funcién, digamos para funciones de
los reales, R, en los reales. Esa interpretacion intuitiva funciona bien para una clase
amplia de funciones entre las que podemos contar a los polinomios y otras funciones
elementales como las trigonométricas. Sin embargo, si se es més cauteloso, se pueden
hallar funciones con definiciones relativamente sencillas para las cuales “el area bajo
la curva” no tiene tanto sentido. Esa pérdida de sentido parece proceder de dos fuentes
hermanas, una es que hay funciones caprichosas que hacen que nuestra idea de estar
“bajo la curva” se vea obligada a pensarse con mds cuidado; la otra, que aunque sea
claro qué es estar “bajo la curva” no sea claro por qué podemos asociar una medida a
esa region. Andlizar los fenémenos anteriores es de mucha importancia tanto teérica
como préacticay es lo que origina la teoria de la medida y la teoria de integracién de
Lebesgue.

En el siglo XIX los matemadticos de la época también se esforzaron por dar una
fundamentacién rigurosa para el célculo integral. Fue Bernhard Riemann (1826-1866)
quien present6 una definicién adecuada de la integral. La idea de Riemann es iniciar
con la construccién de una sucesién de dreas facilmente calculables y que converge
a la integral de una funcién dada. Su idea fue muy exitosa porque daba la respuesta
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2 1. Introduccién

esperada para muchos problemas ya resueltos y daba ttiles resultados para muchos
otros problemas.

Sin embargo, la integracién de Riemann no interactta bien con el proceso de tomar
limites de sucesiones de funciones y de hecho es dificil de analizar el paso al limite con
integrales de Riemann. Desde el punto de vista de aplicaciones, es muy importante
tener un muy buen comportamiento en el paso al limite para la aproximacién sucesiva.
La integral de Lebesgue es mucho mejor para analizar en qué casos se puede pasar de
la integral de una funcién al calculo del limite de las integrales de las aproximaciones
sucesivas a la funcién dada. Dos importantes teoremas al respecto son el Teorema de
la Convergencia Monétona y el Teorema de la Convergencia Dominada.

Obviamente hay ideas y motivaciones comunes en las integrales de Riemann y en
laintegral de Lebesgue; algo que las hace muy diferentes es que mientras la integral
de Riemann se basa en particiones del dominio de la funcién para hacer el computo
de la integral, la integral de Lebesgue puede manejar a una clase més amplia de
funciones porque su cémputo estd basado en particiones del rango de la funcién y
no en particiones del dominio de ella. Un ejemplo cldsico es la funcién de Dirichlet;
es decir, la funcion caracteristica de los ntimeros racionales, o sea, que vale 1 en un
ndmero racional y 0 en un ndmero irracional. Esta funcién tiene integral de Lebesgue
pero no tiene integral de Riemann. Més atn, la integral de Lebesgue de la funcién
de Dirichlet en el intervalo [0, 1] es cero, lo cual coincide con la intuicién de que al
escoger uniformemente al azar un niimero real del intervalo [0, 1], la probabilidad de
escoger un ntimero racional debe ser cero.

Las nociones de longitud, drea y volumen estdn realmente ligadas desde la época
dorada de la matematica griega a la invariabilidad bajo desplazamientos rigidos;
asi, usando esa invariabilidad e ingeniosas subdivisiones finitas o bien el método
exhaustivo, los griegos fueron capaces de obtener las dreas o los volimenes de las
figuras clasicas (poligonos, cénicas, poliedros, esferas, etc.). En el lenguaje moderno
puede decirse que lo que hicieron los gedmetras griegos fue demostrar la existencia
de “funciones de conjunto” aditivas e invariantes por traslaciones, pero definidas
solamente para conjuntos de un tipo muy especial. Puede entonces considerarse que
el célculo integral responde a la necesidad de ampliar el dominio de definicién de
estas funciones de conjunto. Cuando la memoria de Riemann fue publicada en 1867
(después de su muerte) la época ya era mas favorable para ese tipo de investigaciones,
la integral de Riemann ocup6 su lugar de manera natural en la corriente de ideas
que conllevaba entonces el estudio del continuo y de las funciones de variable real.
Matematicos como Weierstrass, du Bois-Reymond, Hankel, Dini, entre otros, hicieron
importantes contribuciones para culminar con Cantor y el surgimiento de la teoria
de conjuntos. La forma dada por Riemann a la condicién de integrabilidad sugeria la
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1.1. Historia 3

idea de la “medida” del conjunto de puntos de discontinuidad de una funcién en un
intervalo, pero todavia debian transcurrir treinta afios antes de que se llegase a dar
una definicién de medida fecunda y cémoda.

Los primeros intentos en esa direccién se deben a Stolz, Harnack y Cantor; para
definir la medida de un subconjunto acotado E de R, los dos primeros consideraban
conjuntos F O E que eran uniones finitas de intervalos, tomaban para cada F la
suma de las longitudes de los intervalos correspondientes y llamaban medida de E al
infimo de esos ntimeros. Mientras que Cantor, situdndose ya desde el principio en
R", consideraba para un conjunto acotado E y para p > 0, la burbuja B(E; p) de E
formada por los puntos cuya distancia a E es alo mds g y tomaba el infimo de los
voltimenes de las burbujas B(E, p).! Con esta definicién resulta que la medida de un
conjunto es igual al de su clausura o adherencia, de donde se deduce que la medida
de la unién de dos conjuntos ajenos puede ser estrictamente menor a la suma de las
medidas de estos dos conjuntos. Algunos afios después Peano y Jordan introducen al
lado de la medida de Cantor una medida interior y llaman medibles a los conjuntos
en los que esos dos ntimeros coinciden (ver Definicién 2.6). Con esa definicién de
medida, la medida de una unién de conjuntos medibles y ajenos tiene la medida
esperada; sin embargo, un conjunto abierto y acotado no necesariamente es medible
ni tampoco lo es el conjunto de ndimeros racionales contenido en el intervalo.

A Emile Borel (1871-1956) corresponde el mérito de haber sabido discernir los
defectos de las definiciones anteriores y de haber visto la forma de remediarlos. Se
sabia desde Cantor que un conjunto abierto de R es la unién numerable y ajena de
sus componentes conexas, 0 sea intervalos abiertos; apoyado en este resultado Borel,
en lugar de intentar aproximar por fuera a un conjunto abierto con una unién finita
de intervalos, propone tomar como su medida a la suma de las longitudes de cada
una de sus componentes. Junto con los trabajos contemporaneos de Baire esto era
el punto de partida de toda una serie de trabajos de naturaleza topolégica acerca de
la clasificacién de los conjuntos de puntos y serviria de base para la extension de la
noci6n de integral dada por Lebesgue en los primeros afos del siglo XX.

Uno de los problemas a los que Lebesgue dedicé mds esfuerzos fue la relacién entre
integral y primitiva. La motivacién es clara. Con la generalizacién de la integral de
Riemann es natural preguntarse si la correspondencia cldsica entre integral y primitiva
seguia siendo valida para funciones continuasy, si era valida, hasta qué puntolo era. Es
facil dar ejemplos de funciones Riemann integrables f tales que f ; f(t)dt no tenga
derivada en ciertos puntos. Volterra habia mostrado en 1881 que aunque la derivada
de una funcién F sea acotada en un intervalo puede no ser integrable (en el sentido
de Riemann). Mediante un andlisis extraordinariamente sutil, Lebesgue consigui6é

1Que definfa de manera un tanto similar a lo que se hace en la Definicién 2.6.
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4 1. Introduccién

demostrar que si f es integrable en su sentido en [a, b], entonces F(x) = f: fl)dte

tiene en casi todo punto, derivada igual a f(x). Reciprocamente, si una funcién g es

derivable en [a, b] y su derivada g’ = f es acotada, entonces f es integrable y se tiene
2 X

la formula g(x)—g(a)= [ f(t)dz.

En 1910 Lebesgue aborda la extension a las integrales multiples de sus resulta-
dos acerca de las derivadas de las integrales simples. De ese modo, asocia a una
funcién f integrable sobre subconjuntos compactos de R”, la funcién de conjunto
F(E)= fE f(x) d x definida para subconjuntos compactos de R", que generaliza el
concepto de integral indefinida y sefiala que esta funcién es completamente aditi-
va y absolutamente continua (en el sentido de que F(E) tiende a cero si la medida
de E tiende a cero). Hace notar la posibilidad de generalizar la nocién de funcién
de variacion acotada, considerando las funciones F(E) para conjuntos medibles y
tales que >, .y |F(E,)| permanezca acotada para toda particion numerable de E en
partes medibles. Y, si bien se limita a considerar solamente funciones de esta clase
en el conjunto de los bloques de R”, esté bien claro que solamente habia que dar
un paso para llegar a la nocién general de medida que va a definir J. Radon en 1913
englobando en una misma sintesis la integral de Lebesgue y la integral de Stieltjes.
Casi inmediatamente después de la aparicién de la publicacién de Radon, Fréchet
senalaba que casi todos los resultados podian extenderse al caso en que la funcién de
conjunto fuera completamente aditiva y estuviera definida en subconjuntos medibles
de un conjunto cualquiera X. Por supuesto, los subconjuntos medibles deberian ser
tales que las operaciones de unién numerable y diferencias dieran como resultado
conjuntos para los que si esta definida la funcién.

Con las aportaciones de Radon y Fréchet la teoria general de integracién podia
considerarse como terminada a grandes rasgos. Entre los avances esenciales poste-
riores se pueden nombrar la definicién de producto infinito de medidas hecha por
Daniell y la integral de una funcién con valores en un espacio de Banach dada por
Bochner. Pero todavia habia que popularizar la nueva teoria y convertirla en una
herramienta matemadtica de uso corriente puesto que para inicios del siglo XX la con-
sideraban tinicamente como un instrumento de alta precisién y delicado manejo,
destinado solamente a trabajos de sutileza y abstraccién extremas. Esa fue la obra de
Constantin Carathéodory, plasmada en su libro Vorlesungen iiber reelle Funktionen,
Leipzig-Berlin, 1918, que se consideré durante mucho tiempo como un clésico y que
enriqueci6 ademads la teoria de Radon con numerosas observaciones originales.

Pero es también en ese libro cuando, por primera vez, la nocién de integral, que
habia sido una de las preocupaciones principales de Lebesgue, cede la primicia a la
de medida, que para Lebesgue (como antes para Jordan) s6lo habia sido un medio
técnico auxiliar.
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1.2. Notacion y nociones bdsicas 5

1.2. Notaciony nociones basicas

El texto estd basado en la Axiomadtica de Zermelo-Fraenkel de la teoria de conjuntos.
En el apéndice aparece la lista de axiomas de este sistema. Se denotara por ZF a los
axiomas de Zermelo-Fraenkel sin el Axioma de Eleccién, denotado AC. También se
denota por ZFC al sistema ZF junto con el Axioma de Eleccion. A lo largo del texto se
usa el Axioma de Eleccién sin hacer mencién explicita de ello. Muy ocasionalmente
se menciona a ACRO, el Axioma de Eleccidn restringido a familias numerables de
conjuntos. Por ZF + ACy, debera entenderse al sistema de axiomas ZF junto con ACy, .

Se usa la notacién estdndar para el dlgebra de conjuntos como intersecciones,
uniones y complementos. Aqui s6lo se recuerda la notacion para la diferencia simétrica
de los conjuntos Ay B, AAB=(A\ B)U(B\ A). Las funciones son conjuntos de pares
ordenados, el conjunto de las primeras coordenadas de la funcién es el dominio de
la funcién, mientras que el conjunto de las segundas coordenadas de la funcién es
el rango de la funcién. Se usa la notacién habitual en estos casos: f: X — Y. Laeva-
luacién de la funcién f en el punto x € X se denota por f(x), mientras que la imagen
de un subconjunto A de X se denota por f[A]={f(a): a € A}. Laimagen inversa de B
es f7[B]={x: f(x) € B}. Cabe hacer notar la diferencia entre f(C)y f[C]. La primera
es la evaluacion de la funcién en el punto (conjunto) C, que bien puede también ser
un subconjunto del dominio de la funcién y asi f[C] tiene sentido y es el conjunto de
imégenes de la funcién en los elementos de C. La restriccién de una funcién g a un
subconjunto J de su dominio se denota por g [ J.

Launién de una familia de conjuntos .% se denota de dos maneras indistintamente;
como | J.Z o como | {F : F € #}. Hay un comentario enteramente analogo para la
interseccién de una familia de conjuntos.

El producto cartesiano de una familia de conjuntos {X; : s € S} es el conjunto
[ Iies Xs que consta de todas las funciones x: S — | J,.s X; de modo que x(s)= x; € X
para cada s € S. En ocasiones conviene mas expresar a los elementos de un producto
en su notacién como vectores,

x:(xs:seS)el_[Xs.
seS

SiTCSyxe l_[ X, entonces se tieneque x [ T € HET X;. Del mismo modo, si

yel_[Xt y zZ€ l_[XS

teT seS\T

N=\

entonces la concatenaciéon de y y z es el elemento x = y~z del producto [ [,y X;
definido por las relaciones:
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2

Conjuntos medibles de Lebesgue

En este capitulo se introduce la familia de conjuntos medibles y se estudian las pro-
piedades fundamentales de ellos. Se procede de manera cercana a como surgieron
histéricamente los conjuntos medibles segiin Lebesgue. Primero se introducen los
conjuntos medibles segtin Jordan para ganar un poco de intuicién lo que permitira
ver al concepto de conjunto medible de una manera mds natural. Primero se trabaja
en R¥ aunque el estudiante puede pensar todo el tiempo que k = 2 para tener mas
idea geométrica de los conceptos presentados.

Después de introducir los conjuntos medibles segtin Jordan en R, ya no tiene
sentido seguir cargando esa k todo el tiempo. Las discusiones se concentran en los con-
ceptos para R; luego se retoman las discusiones sobre R* después de la introduccién
de las medidas producto.

2.1. Conjuntos medibles segtin Jordan

Empezaremos por una pregunta esencial: ;Cémo medir conjuntos en R¥? En R*
tenemos la nocién natural de volumen para algunos subconjuntos y podemos usar
esa idea para generalizar definiendo una caja en R como un conjunto de la forma
I} x I, x--- x I, donde cada I; es un intervalo en R de alguna de las siguiente formas:
la,b], [a, D), (a,b)obien (a, b]. Es muy natural definir el volumen de una caja como
el producto de la longitud de los intervalos que la forman; es decir, si B = [ay, b;] x
--- X [ay, by ], entonces el volumen de B es

v(B)=(bi—a):(b,—ay)-...- (be —ay).
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18 2. Conjuntos medibles de Lebesgue

Definici6n 2.1. Un subconjunto E C R¥ se llama elemental si E es una unién finita de
cajas.

En cierto modo los conjuntos elementales de R¥ son los primeros ejemplos de
conjuntos naturales a los que la nocién de volumen puede ser extendida. Se requiere
de dos resultados obvios.

Lema2.2. SiE yF son subconjuntos elementales deR*, entonces también son elemen-
talessEUF, ENF, E\F y EAF, la diferencia simétrica.

La demostracién del lema anterior es inmediata, al igual que la del siguiente. Se le
encarga al lector que piense en los detalles y los escriba.
Lema 2.3. Si E es un subconjunto elemental de R, entonces E puede expresarse como

unién ajena de cajas.

Elresultado anterior dala posibilidad de extender de manera muy natural la nocién
de volumen teniendo en cuenta que todos los intervalos [a, b], [a, b), (a, b] y (a, b)
tienen la misma longitud: b —a.

Definicién 2.4. La medida de un subconjunto elemental E de R* se define como
U(E)= Z?zl v(B;), donde E esla unién ajena de las cajas B;, para0 < i < n.

Obviamente da la impresiéon que la medida de un conjunto elemental puede
depender de cémo sea expresado como unién de cajas ajenas; pero no es asi.

Lema2.5. SiE = BUB,U---UB, CR¥, donde B; es una cajaparal <i < nyB;NB; =9,
parai# j, entonces
U(E)=v(Bi)+ v(B,)+---+ v(B,);

es decir, la medida de un conjunto elemental es independiente de la particién de él en
cajas ajenas.

Demostracion. Primero nétese que para un intervalo I CR se tiene que
p(I)= lim '/y-1IN'/yZ|,
N—oo
donde '/yZ={"/y : m € Z}. También, si B C R* es una caja, entonces
u(B)= lim '/y-|BN'/NZ".
N—0o
Asi entonces, si E = U?:l B; CR¥ y cada par de cajas son ajenas, se sigue que

u(E)= lim '/y-|EN'/yZ"|.
N—oo
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3

Integracion

En este capitulo se introduce la integral de Lebesgue que para una amplia gama de
funciones asocia un ntimero real y que conserva las principales propiedades que
tiene la popular integral de Riemann ademads de agregar otras importantes. La mas
importante es, quizés, su capacidad de funcionar adecuadamente con procesos de
limites numerables.

3.1. Integracién de funciones simples

La integral de Lebesgue sigue en cierto modo los pasos de la integral de Riemann al
definirse primero para funciones muy sencillas y a partir de ello se llega a la integral
de funciones més generales.

Laintegral de Riemann empieza por ser naturalmente definida sobre funciones
escaldn, aqui el “andlogo” son las funciones caracteristicas. Recuerde que para ACR
se define

XA R—R

la funcién caracteristica de A por

(x)= 1, x€A
XaX)=10, x¢A

Definicién 3.1. Una funcion simple es una funcién de la forma

f=coxg+ca)ye++CulE,
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42 3. Integracion

donde n € w, ¢c; eRy E; € M para cada i < n.

La familia de todas las funciones simples serd denotada por Simp.

Puede observarse con facilidad que Simp es un édlgebra de funciones; es decir, es
un anillo con estructura vectorial sobre R. Se denotard por Simp™ a la coleccién de
funciones simples no negativas, f: R —[0,+00].

La representacion de una funcién simple como f =3,_, ¢; 75 no es tinica, pero
entre las representaciones para f hay una tinica representacion estdndar en la que
los escalares c; son distintos y los conjuntos E; son ajenos, no vacios y son tal que
R =|J,,, Ei. Cuando se trate con funciones simples siempre se asumira que se estd
usando su representacién estindar como anteriormente fue expresado, a menos que
se indique explicitamente que se estd usando algo diferente.

Definici6n 3.2. Si f € Simp™ con f =), <n Ci X E;» €N SU representacion estandar, se
define la integral de Lebesgue de f como

ffduch,--u(E,-).

No olvide la convencién de que 0-+00 =0=+00 - 0. Ver al final de la Secci6én 1.2.
Recuerde también que el soporte de una funcién f: X — R es el conjunto

supp(f)={x € X: f(x)#0}.

Asimismo, se dird que una proposicién es cierta casi por doquier (segin u) si es cierta
en todo punto del conjunto R\ M, para algtin conjunto M de u-medida cero.

Proposicién 3.3. Si f y g son funciones simples no negativas, entonces
L [(f+g)du=[fdu+[gdu,
2. fcf du= cff du, para c €[0,+00],
3. ff du <400 siysélo si u(supp(f)) < +oo y f es finita casi por doquier,
4. ff du=0siysolosi f =0 casi por doquier,
5. f =g casi por doquier, entoncesff du= fg du,
6. f < g casi por doquier implica quef fdu< f gdu,

[ xe du=u(E).

N

Libro-medida-2018-08-07.pdf 56 @ 8/7/18 8:22PM



56 3. Integracion

3.7 Dar un ejemplo de una familia de funciones medibles no negativas {f; : s € S}
de modo que si se define g(x)=sup{f;(x): s € S}, entonces g sea siempre finita
pero no sea medible.

3.8 Supdngase que f: R — R es medible segin Lebesgue y que g: R — R es una
funcién continua. Demuestre que go f es medible segiin Lebesgue. ;El resultado
es cierto si s6lo se supone que g es medible seglin Lebesgue?

3.9 Demuestre que si f y g son funciones integrables segiin Lebesgue y si || f||; =
llgll1, entonces f = g u-casi por doquier .

3.10 Demuestre el Teorema 3.19.

3.11 Es posible mostrar que existe una funcién f: R — R discontinua tal que

flx+y)=Ffx)+ f(y)

para todo x, y € R. Use AC para demostrar que tal funcién existe. Demuestre
que si g satisface la ecuacion anterior para cualquier par de reales y es medible
segun Lebesgue, entonces g es continua; de hecho, de la forma g(x)=c - x.

3.12 Demuestre que las integrales superior e inferior de Lebesgue no son necesaria-
mente aditivas si se omite la hip6tesis de medibilidad.

3.13 Supoéngase que f:[a, b] —[0,4+00] es Riemann integrable. Demuestre que si se
extiende f a R haciendo f igual a cero para cada punto fuera de [a, b], entonces
f es Lebesgue integrable y que

b
f f(x)dszfd,u,.
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Medidas abstractas

Como ya se ha discutido antes, la teoria de la medida naci6é como teoria de la integra-
cién primero para funciones de variable real y después para R”. Fue hasta que Radon
y Fréchet dieron el paso final al definir medidas de manera abstracta; asi hoy se tiene
esta generalidad que es tan 1til en muchas aplicaciones como la moderna Teoria de
la Probabilidad que a menudo requiere de integracién sobre espacios abstractos de
dimensiones infinitas y obviamente no localmente compactos como los R”.

4.1. o-algebras

Definici6én 4.1. Sea X un conjunto (preferentemente no vacio). Una coleccién </ de
subconjuntos de X se llama o -dlgebra si

n fed,
= Si Ac.o/, entonces X \Ae &/,

» {A,:new}Co implical J,., A, €.

Al par (X, o7) se le llama espacio medible. A los elementos de <7 se les llama con-
juntos <7 -medibles.

Obsérvese que si ./ es una o-algebray {4, : n € w} C &7, entonces

ﬂAned,

new

Libro-medida-2018-08-07.pdf 71 @ 8/7/18 8:22PM



58 4. Medidas abstractas

aligual que X € &7

La o se usa a menudo para “sumas numerables”. El concepto de dlgebra de con-
juntos se obtiene al considerar s6lo operaciones finitas.

Ejemplo 4.2. La g -dlgebra trivial es {0, X}.

Ejemplo 4.3. La familia de subconjuntos elementales o co-elementales de R” es un
algebra pero no una o -algebra.

Ejemplo 4.4. Los subconjuntos de R” que son Jordan medibles o co-Jordan medibles,
también es un dlgebra pero no una o-algebra.

Ejemplo 4.5. 1 si es una o -algebra, ver Teorema 2.17.

Ejemplo 4.6. Si &7 es una o -algebra sobre un conjunto X y Y C X, entonces la o-
dlgebrarestringidaa Y es
A Y={ANY :Ac}.

Ejemplo 4.7. #(X) es una o -algebra, llamada algebra discreta.

Ejemplo 4.8. La familia de subconjuntos numerables o co-numerables de un conjunto
X es una o -algebra.

Ejemplo 4.9. Si X es un conjunto y ¢ € #(X), entonces la o -dlgebra generada por ¢
es
o(9)=( o/ € P(X): o/ es o-dlgebray ¥ € o7}

Note que 2/(¥) esla €-minima o -dlgebra sobre X que contiene a ¢. Si 4 es numerable,
se dice que %7 (%¥) es numerablemente generada.

4.2. Los conjuntos borelianos

Podria decirse que en esta seccion se continuara con los ejemplos dados al final de la
seccion anterior pero que el ejemplo que se presenta en esta seccién es tan importante
que reclama por si solo una seccién del presente capitulo.

Proposicién 4.10. Sean X un conjuntoy Y € &(X) no vacia. Si se define 9, recursiva-
mente, para a < w,, cOMo sigue:

" 4 =9U{X\G:GeY},
* Yo1 ={Unew Gn : (VR € 0)(G, €9} U{X\G: G €¥9,},
9.,

» Sia < w, esordinal limite; entonces 9, = U5<a
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4.29

4.30

431

4.32

4.33

4.34

4.35

4.36

4.37

4.38

Una funcién f sobre un espacio con medida (X, <7, u) se llama localmente me-
dible sila restriccién de f a cada A € .« con u(A) < +00 es medible o equivalen-
temente si f - y 4 es medible. Demuestre que f es localmente medible si y s6lo
si es medible con respecto a la o-algebra de conjuntos localmente medibles.

Realice la demostracién del Teorema 4.43 (ver los comentarios después del
enunciado del mismo).

Para cada n € w, sea f, = '/ ,41 X[o.n+1)- Demuestre que la sucesion (f, : n €
w) converge uniformemente y que sirve para mostrar que la hipé6tesis de no
negatividad es importante en el Lema de Fatou.

Complete la demostracién de la Proposiciéon 4.55.

Demuestre que si una sucesién de funciones converge en medida a una fun-
cién dada, entonces una subsucesion también converge en medida a la misma
funcién.

Supdngase que una sucesion de funciones integrables (f, : n € w) converge
en L, a una funcién f y que una subsucesién converge en L; a una funcién g.
Demuestre que f = g casi por doquier.

Supdéngase que (f;, : n € w) es una sucesién de funciones medibles que son
funciones caracteristicas y que converge a una funcién f. Demuestre que casi
por doquier f eslafuncién caracteristica de alglin conjunto medible.

Demuestre el Teorema 4.62.

Use la sucesion (7 yo 1) : n € ) para mostrar que la hipétesis de que la funcién
limite sea finita no puede ser ignorada en el Teorema de Egorov.

Demuestre que el Lema de Fatou y el Teorema de la Convergencia Dominada
también son validos si la convergencia puntual se reemplaza por convergencia
en medida. (Sugerencia: Use el hecho de que una sucesién de niimeros reales
converge a u siy sélo si cada subsucesion tiene una subsucesiéon convergente
au.)
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El método de Carathéodory

Este capitulo serd dedicado al método mds importante de generacién de medidas;
dicho método fue sintetizado por Constantin Carathéodory quien obviamente tuvo
ascendencia griega (sus padres) pero que naci6 en Alemania donde también recibi6 su
formacioén matematica. Jan Mafik solia decir que un conjunto medible era un cuchillo
muy afilado. Se va a explicar esto un poco més adelante. Se menciona aqui porque
nos parece una manera muy efectiva de asociar un concepto cotidiano a un concepto
especializado y extremadamente ttil.

5.1. Medidas Exteriores

Definicién 5.1. Dado un conjunto X, una medida exterior para X es una funcién
u*: P(X)—[0,+o00] tal que:

L .U*(@) =0, u*(X) 7£ 0,

2. u*(A)<u*(B),siACBCX,

3. U(Unew An) £ D pew U¥(Ay); es decir, u* es numerablemente subaditiva.

Ejemplo 5.2. Si g: R — R es una funcién creciente, es posible definir
pe(la, b])=g(b)—g(a),
paraa,b eRypara ACR:

H;(A) = inf{z‘u;([an’ b,]):AC U (an, bn)} .

new new
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102 5. Elmétodo de Carathéodory

5.6 Sean X un conjuntoy ¥: #(X)— [0,+00] una funcién de modo que #(@) = 0,
#(A) < (B) siempre que A € B C X y}(AUB) < ¥(A)+13(B) siempre que A, B C X.
Defina

Z={RCX:(VACX)HA)=HANR)+TF(A\R))}.

Demuestre que Z es un anillo de conjuntos; es decir, que d € Z, R,R' € Z = R\
R' e Zvyque A, B %= AUB € %.Demuestre ademas que H(EUF) = 9(E)+¥(F)
siempre que E,F € Zy ENF ={).

5.7 Sea (X, <, u)un espacio con medida. Para A € X defina
V(A)=inf{u(E): E€ &/ NACE}.

a) Demuestre que para cada A € X el infimo se alcanza; esto es, que hay
E € o/ talque AC E y u(E) = v*(A).

b) Demuestre que v* es una medida exterior sobre X.
5.8 Seau unamedida finita sobre un dlgebra ./ y u* la medida exterior que u induce.
Demuestre que un conjunto E es medible siy s6lo si para cada ¢ > 0 hay una

familia numerable {A,, : n € w} de elementos en .«/ tal que A=( .., An SEy
UNE\A)<e.

Libro-medida-2018-08-07.pdf 116 @ 8/7/18 8:22PM



6

Medidas Producto

Este capitulo tiene un objetivo claro, extender a més dimensiones lo hasta ahora
expuesto. Es decir, que dada una familia de espacios con medida, una manera obvia de
combinar esos espacios con medida es definir una medida en el producto cartesiano
que esté intimamente relacionada con las medidas de los espacios factores.

6.1. Producto de dos factores

Empezaremos la tarea de definir la medida producto primero para el caso de dos
factores, que facilmente se debe generalizar al producto de una cantidad finita de
factores.

Definicién 6.1. Sean (X, @7y, u) y (Y, <y, v) dos espacios con medida. Se llamaré rec-
tangulos a los conjuntos de la forma A x B, donde A€ &y y B € «/y.

El siguiente lema puede establecerse sin dificultad si se tiene en cuenta que <y y
a7y son o -algebras.

Lema6.2. Si(X,x,u)y(Y,«y, v) son dos espacios con medida, la familia % de todas
las uniones finitas de rectdngulos es un dlgebra de conjuntos.

Es un ejercicio demostrar que cada elemento de % puede expresarse como uniéon
ajena finita de rectdngulos.

La o -élgebra producto deberia ser tal que al menos los rectangulos resulten con-
juntos medibles; ademads, tal como pasa con la topologia producto (sin duda més
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6.3. Productos con mds de X factores 123

6.5 Sean (X, o7y, u)y (Y, <y, v) dos espacios con medida o -finita. Demuestre que
si &7, es la o-dlgebra producto sobre Z = X x Y, entonces todo subconjunto
compacto y G5 de Z es «7,-medible y que cada funcién continua y con soporte
compacto de Z en R es medible.

6.6 Demuestre que si a,, , > 0, para m, n € w, entonces

PIPILIVEDIPIL

mew new new mew

6.7 Sean a,, , definidos param,n € wpora,,=1,a,,.1=—1ya,,=0sim¢
{n, n+1}. Muestre que

ZZam,nzo, ZZam,nzl.

mew new new mew
Asila hipétesis de integrabilidad en el Teorema de Fubini no puede ser removida.
6.8 Complete los detalles del Ejemplo 6.14.

6.9 Sea {(X;, o, u;): i €I} una familia de espacios con medida tal que para cada
ielu;(X;)=1y(X, <, u)essuespacio producto; para cada i € I sea A; € 7.
;Qué se puede decir de la o-algebra producto sobre A= [,.; A; con respecto a
la o-élgebra de X restringida a A? Ver Ejemplo 4.6.

6.10 Demuestre que para cualquier s € [0, 1] y cualquier conjunto I, hay una medida
A sobre 2(I) tal que A({AC I : J C A} = sV! para cualquier subconjunto finito J
de I.

6.11 Considere a [0, 1) con la o-4lgebra de Borel y la medida de Lebesgue; sea X =
[0,1)* con la o-dlgebra producto y la medida producto. Demuestre que existe
una biyeccién entre [0, 1) y X de modo tal que cada conjunto de Borel en [0, 1)
corresponde a un conjunto medible en X y que los conjuntos correspondientes
tienen igual medida. (Sugerencia: Al representar cada elemento de [0,1) con
expansion binaria se obtiene una biyeccién con 2%. Use el hecho de que (2*)©
se puede biyectar con 2¢.)

6.12 Muestre quesi{(X;, 7, u;): i € I} esuna familia de espacios con mediday X esel
espacio producto de ella, entonces Y € X es medible siy sélo si existen conjuntos
N S I numerabley Y; € o, paracadai €N, talesque Y =[ [,y ¥i x [ [;cp\ v Xi-
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7

Espacios L,

Dadalaimportancia de los espacios L, dentro del andlisis asi como en sus aplicaciones
y para completar de alguna manera los comentarios que se hicieron en la seccién 4.5,
en este capitulo se definen estos espacios, se prueban las importantes desigualdades de
Holder; Minkowski y como una aplicacion de ellas se prueba que estos espacios L,, son
espacios de Banach. Se introduce tambén el espacio Lo, (X)y se demuestra que es un
espacio de Banach. Se completa el capitulo con tres secciones que presentan aspectos
especiales de estos espacios: la densidad de los espacios L,(X) para p € [0,+00),
el hecho de que cualquier espacio de Hilbert es isomorfo a un espacio L,(X)y que
el espacio L,(X) puede descomponerse como suma directa de cualquiera de sus
subespacios cerrados y su ortogonal.

7.1. Desigualdades de Holder y de Minkowski

Del mismo modo como en la Definicién 4.38 se definié || - ||;, se puede definir, para
p>1y(X,<,u), un espacio con medida,

v,
I|f||p=(f|f|’” du) :

siempre que f |fIP du < +00. Asi como en el caso de || -||;, una vez mds || ||, no es una
norma porque || ]|, = 0 no implica necesariamente que f = 0, pero al igual que en
el caso de [|-||;, si se define la relacion de equivalencia: f ~ g siy solosi || f —gll, =0,
entonces en el conjunto cociente, || -|[,, si se convierte en una norma. Aqui también se
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7.5. Ly(X)

151

7.15 Encuentre una sucesion que converja a cero, pero que no pertenezca a ningin
espacio £, para p €[0,+00).

7.16 Encuentre una sucesion x tal que x €/, para p > 1, pero x ¢ £,.
7.17 ;Cudl es la topologia que 2¢ obtiene como subespacio de ¢ o ?

7.18 Demuestre que si u es una medida Borel sobre un espacio Hausdorff y segundo
numerable, entonces

{ACA(X):(Ve>0)3JU C X)(U esabierto N ACU A u(U\ A)<ée)}
es la o-algebra de Borel.
7.19 Demostrar el Lema 7.17.

7.20 Del Teorema 7.18 se deduce directamente que L, (R, %, u) es separable. ;Por qué
el Corolario 7.19 no es falso?

7.21 Use el Lema de Kuratowski-Zorn para demostrar que todo espacio de Hilbert
diferente de {0} contiene un conjunto total.

7.22 Sea X un espacio de Hilbert separable y sea D C X denso numerable. Demues-
tre que X contiene una sucesion total que puede ser obtenida a partir de D.
Concluya que si X es un espacio de Hilbert separable, entonces se puede de
construir un conjunto total sin la ayuda del Lema de Kuratowski-Zorn.

7.23 Demuestre que si X es un espacio de Hilbert seprable y E es un subconjunto
ortonormal, entonces E puede extenderse a un conjunto total en X.

7.24 Sea E un subconjunto total en un espacio con producto interno. Si dados u, v €
X setiene que u-e =v-e, paratodo e € E; entonces u = v.

7.25 Realice las demostraciones de las Proposiciones 7.31 y 7.32.
7.26 Complete los detalles de las demostraciones de los Teoremas 7.35y 7.38.

7.27 Demuestre que el conjunto M definido en la demostracion del Teorema 7.39 es
cerrado en L,((X, <, u)).
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3

Cuatro importantes teoremas

Este capitulo esta dedicado a cuatro resultados independientes entre si. El primero
establece una intima relacién entre los funcionales lineales no negativos definidos en
el espacio vectorial de las funciones con soporte compacto y valores reales definidas
sobre un espacio Hausdorff y localmente compacto. Muestra la potencia de los méto-
dos de medida al ser capaces de representar dichos funcionales como medidas sobre
el espacio, también da la posibilidad de definir multitud de medidas sobre un espacio
dado. En la segunda seccion se presenta un resultado que relaciona dos medidas sobre
un espacio mediante la integral de una funcién, la “derivada” de una medida respecto
de la otra. La tercera seccion es de naturaleza diferente pues expone un resultado que
en cierto modo dice que la concentracién de un conjunto medible alrededor de un
punto es total o rala, muy escasa. El tltimo de los resultados que se presentan es una
generalizacion del Teorema Fundamental del Célculo, pues establece que la integral
de Lebesgue es derivable y que su derivada es la esperada.

8.1. Teorema de Representacion de Riesz

Esta seccion estd dedicada a uno de los resultados més famosos e importantes del
andlisis moderno. Durante toda la seccion, X serd un espacio topolégico Hausdorff
y localmente compacto, C(X) representard el conjunto de todas las funciones con-
tinuas de X en R mientras que C*(X) es el conjunto de todas las f € C(X) tales que
f(x)=0, para todo x € X. Otro conjunto de funciones que se empleara es C,(X), las
funciones con soporte compacto; es decir, f € C(X) tiene soporte compacto si existe
un subconjunto compacto K € X tal que f(x) = 0 para todo x € X \ K. De modo

Libro-medida-2018-08-07.pdf 167 @ 8/7/18 8:22PM



8.4. Diferenciabilidad de la integral de Lebesgue 177

8.13 Sean f € L;(RF)y M + la funcion maximal de Hardy-Litlewood; es decir, la que
se define justo antes de la Proposicién 8.23.

a) Encuentre My si f = yj01: R—R.
b) Demuestre que M es medible.

¢) Demuestre quesi f € L;(R)y[|f[l, > 0, entonces se tiene que My ¢ L,(R).
8.14 Defina f:R — R por f(x)=(x(logx)?)"! para x €(0,'/,)y f(x)=0 en otro caso.
Verifique que f € L,(R)y que
f d.U':_l/logx’
(0,x)

para x € (0,'/,). Concluya que f(o " My dy = +00 paratodo r > 0.

8.15 Aplique el Teorema de la Diferenciabilidad de la Integral de Lebesgue a una
funcién caracteristica para deducir el Teorema de la Densidad de Lebesgue.

8.16 Sean u la medida de Lebesgue sobre R¥ y v otra medida sobre R¥ que es ab-
solutamente continua con respecto a u. Demuestre que para la derivada de
Radon-Nikodym se tiene que

dv =1f M
[ap)= 1 e )

para x € RF.
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9

El Teorema de Isomorfismo Borel

Este capitulo estd dedicado a presentar el Teorema de Kuratowski sobre la clasificacion
de espacios medibles con la o-4lgebra de Borel. Se empieza por presentar algunas de
las propiedades maés relevantes de espacios polacos, después se presentan algunos he-
chos importantes sobre espacios estindar de Borel y en la tercera seccién se completa
la demostracién del teorema. No sélo se presentan los elementos necesarios para la
demostracion sino que se ha decidido incluir algunos resultados de interés propio y
que dan muestra del tipo de razonamientos y las técnicas empleadas en esta drea de
la teoria.

Enla Seccion 4.2 se introdujo una de las o -algebras mds importantes: la o -algebra
de Borel; es decir, la o-dlgebra %(X) generada por los conjuntos abiertos de un espacio
topolégico X. Se present6 de manera somera la jerarquia de los conjuntos de Borel de
R, entre otras cosas. En el presente capitulo se estudiard més la clase de los espacios
de Borel.

9.1. Espacios polacos

Con seguridad el lector ya habré tenido oportunidad de convivir con esta clase de
espacios aunque posiblemente la terminologia sea nueva.

Definicién 9.1. Un espacio topolégico X es un espacio polaco, si es separable y com-
pletamente metrizable.

Recuerde que una sucesion en un espacio métrico (X, d), (x, : n € w), es una
sucesion de Cauchy silim,, ,_co d(x,,, x,) = 0; y que el espacio se llama completo
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la siguiente condicion: Para todo n € w y cualesquiera A; € #A(X), i < n se
tiene que
Uns1(Ag X -+ x Ay x X) =t (Ag X -+ X Ap).

Si A, esla o-dlgebra producto sobre X, entonces existe una tinica medi-
da u,, sobre (X¢, %,,) tal que u,(X*)=1y se cumple que

Ue(Ag X -+ X Ay XX(n)):.un(AO XX Ay),

para cualesquiera A; € #(X), con i < n. (Ver Seccion 6.2.)
1) Defina

Ly ={Ayx - x A, x X" : (Vi < n)(A; € X es compacto)}

Y = U ew “/n- Muestre que es posible definir correctamente 1,
sobre ..

2) Sea </ el dlgebra generada por .. Demuestre que cualquier elemento
de <7 se puede expresar como unién de una subfamilia finita y ajena
de elementos de .~

3) Demuestre que es posible extender la definicién de u,, a 7.

4) Use la parte (i) para demostrar que u,, es numerablemente aditiva
sobre o7

5) Emplee el Teorema de Carathéodory para extender u,, a %,,.
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A

Axiomas de Zermelo-Fraenkel

El material presentado en el texto se rige por la axiomdtica ZFC, de Zermelo-Frankel
junto con el Axioma de Eleccioén; es decir, en la teoria cuyo lenguaje incluye la igualdad
=y la pertenencia €. Esta teoria es adecuada ya que todos los conceptos matemaéticos
comunes se pueden interpretar en la teoria de una manera natural de tal modo que los
teoremas matemadticos se convierten en teoremas de la teoria. Esto hace que ZFC sea
la teoria més popular para formalizar la base de los fundamentos de las matematicas.

Axioma 1 (de Existencia). Hay un conjunto que no tiene elementos.

Axioma 2 (de Extension). Si fodo elemento de X es un elemento de Y y todo elemento
deY esunelementode X, entoncesX =Y.

Axioma 3 (Esquema de Comprensién). Sea ¢ una férmula. Para cualquier conjunto
A hay un conjunto B tal que x € B siy sélo si x € A y x satisface la formula ¢.

Axioma 4 (del Par). Para cualesquiera conjuntosa y b hay un conjunto C tal que x € C
siysélosix=aox=Db.

Axioma 5 (de Unién). Para cualquier conjunto S, existe un conjunto U tal que x € U
siysolosix € X paraalgiin X €8S.

Axioma 6 (del Conjunto Potencia). Para cualquier conjunto X, existe un conjunto S
talque A€ S siysélosiAC X.

Axioma 7 (de Fundacién). En cada conjunto no vacio A existe u € A tal que u y A son
ajenos.

Axioma 8 (de Infinitud). Existe un conjunto inductivo.
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Axioma 9 (Esquema de Reemplazo). Sea ¢(x,y) una formula tal que para todo x
existe un tinico y para el cual p(x,y) se satisface.

Para todo conjunto A, existe un conjunto B tal que, para todo x € A, existe y € B
para el cual p(x, y) se satisface.

Axioma 10 (de Eleccién). Todo conjunto no vacio tiene una funcion de eleccion.

ZF denotalos axiomas 1 a 9. ZFC denota ZF + el Axioma de Eleccidn.
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Editado por L. Brambila-Paz, X. Gémez-Mont (1992).

Seminario internacional de algebra y sus aplicaciones. Memorias. México 1991.

Editado por L.M. Tovar, C. Renteria, R.H. Villarreal (1992).

I Simposio de probabilidad y procesos estocasticos. | Encuentro México-Chile de analisis estocdstico. Memorias.

Guanajuato, México 1992. Editado por M.E. Caballero, L.G. Gorostiza (1992).

Taller de geometria diferencial sobre espacios de geometrias. Memorias. Guanajuato, México 1992.
Editado por L. del Riego, C.T.J. Dodson (1992).

Poblaciones aleatorias ramificadas y sus equilibrios. A. Wakolbinger (1994).

Una Introduccion a la geometria computacional a través de los teoremas de la galeria de arte.

V. Estivill-Castro (1994).
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1Il Simposio de probabilidad y procesos estocasticos. Memorias. Hermosillo, México 1994.
Editado por M.E. Caballero, L.G. Gorostiza (1994).

1V Simposio de probabilidad y procesos estocasticos. Memorias. Guanajuato, México 1996.
Editado por L.G. Gorostiza, J.A. Ledn, J.A. Lépez-Mimbela (1996).

Taller de variedades abelianas y funciones theta. Memorias. Morelia, Mich., México 1996.
Editado por R. Rodriguez, J.M. Mufioz Porras, S. Recillas (1998).

Modelos estocasticos. Editado por J. M. Gonzalez Barrios, L. G. Gorostiza (1998).

Inverse limits. W.T. Ingram (2000).

Modelos Estocasticos Il. Editado por D. Hernandez, J.A. Lépez-Mimbela, R. Quezada (2001).
Topics in infinitely divisible distributions and Lévy processes. A. Rocha-Arteaga, K. Sato (2003).
Parametric Optimization and Related Topics VII.

Editado por J. Guddat, H.Th. Jongen, J.-J. Rlickmann, M. Todorov (2004).

Continuum Theory: in Honor of Professor David P. Bellamy on the occasion of this 60th Birthay.
Edited by I. W. Lewis, S. Macias, S. B. Nadler, Jr. (2007).

Proceedings of the Fourteenth International Conference on Fibonacci Numbers and ther Applications.
Editado por Florian Luca, Pantelimon Stanica (2011).

Serie: COMUNICACIONES
Programa de investigacion del XVIll congreso nacional de la Sociedad Matematica Mexicana. Memorias. Mérida,
Meéxico 1984. Editadas por M. Clapp, J.A. Seade (1986).
Teoremas limite de alta densidad para campos aleatorios ramificados. B. Fernandez (1986).
Programa del XIX congreso nacional de la Sociedad Matematica Mexicana, Vol. . Memorias. Guadalajara, México
1986. Editadas por J.A. de la Pefia, C. Prieto, G. Valencia, L. Verde (1987).
Programa del XIX congreso nacional de la Sociedad Matematica Mexicana, Vol. Il. Memorias. Guadalajara, México
1986. Editado por J.A. de la Pefa, C. Prieto, G. Valencia, L. Verde (1987).
Programa del XX congreso nacional de la Sociedad Matemdatica Mexicana. Memorias. Xalapa, México 1987.
Editado por M.A. Aguilar, L. Salmerén, C. Vargas (1988).
XXI Congreso nacional de la Sociedad Matematica Mexicana. Memorias. Hermosillo, Sonora 1988.
Editado por F. Aranda, J. Bracho, A. Sanchez Valenzuela, A. Vargas (1989).
Breve introduccion a cddigos detectores-correctores de error. C. Renteria, H. Tapia, W.Y. Vélez (1990).
XXII Congreso nacional de la Sociedad Matematica Mexicana. Memorias. Puebla, Puebla 1989.
Editado por P. Barrera, A. lllanes, F. O'Reilly, S. Recillas (1990).
XXIII Congreso nacional de la Sociedad Matematica Mexicana. Memorias. Guanajuato, México 1990.
Editado por A. Garcia-Maynez, L.G. Gorostiza, J. Ize, M. Mendoza (1991).
La estructura de los dendroides suaves. S. Macias Alvarez (1993).
XXIV Congreso nacional de la Sociedad Matematica Mexicana. Memorias. Oaxtepec, Morelos 1991.
Editado por O. Hernandez, L. Montejano, B. Rumbos, A.A. Wawrzyfizyk (1992).
XXV Congreso nacional de la Sociedad Matematica Mexicana Vol. I. Memorias. Xalapa, Veracruz 1992.
Editado por F. Larrién, A. Olvera, V. Pérez-Abreu, E. Vallejo (1993).
XXV Congreso nacional de la Sociedad Matematica Mexicana Vol. Il. Memorias. Xalapa, Veracruz 1992.
Editado por F. Larrién, A. Olvera, V. Pérez-Abreu, E. Vallejo (1993).
XXVI Congreso nacional de la Sociedad Matematica Mexicana. Memorias. Morelia, Mich. 1993.
Editado por M.E. Caballero, J. Delgado, A.G. Raggi, J. Rosenblueth (1994).
X| Escuela Latinoamericana de Matematicas. Memorias. UNAM, México, D.F.; CIMAT, Gto. 1993.
Editado por X. Gémez-Mont, J.A. de la Pefia, J.A. Seade (1994).
XXVII Congreso nacional de la Sociedad Matematica Mexicana. Memorias. Querétaro, Qro. 1994.
Editado por J.A. Leodn, A. Nicolas, F. Ongay, A. Tamariz (1995).
Grupo de estudio con la industria y cursos en matematicas industriales. Memorias. Oaxaca, Oaxaca 1995.
Editado por A. Fitt, R. Martinez-Villa (1996).
XXVIIl Congreso nacional de la Sociedad Matematica Mexicana. Memorias. Colima, Colima 1995.
Editado por J.L. Morales Pérez, S. Pérez Esteva, F. Sanchez Bringas, G. Villa Salvador (1996).
Problemas combinatorios sobre conjuntos finitos de puntos. B.M. Abrego Lerma (1997).
XXIX Congreso nacional de la Sociedad Matematica Mexicana. Memorias. San Luis Potosi, SLP 1996.
Editado por F. Avila Murillo, R. Montes-de-Oca, R. del Rio Castillo, J. Mucifio-Raymundo (1997).
1V Escuela de verano de geometria y sistemas dindmicos. Memorias. Cimat, Guanajuato 1997.
Editado por O. Calvo, R. lturriaga (1998).
XXX Congreso nacional de la Sociedad Matematica Mexicana. Memorias. Aguascalientes, Ags. 1997.
Editado por A. Lépez Mimbela, M. Neumann, M. Rzedowski, M. Shapiro (1998).
Segundo grupo de estudio con la industria y cursos en matematicas industriales. Memorias. Cocoyoc, Mor., México.
1997. Editado por A. Fitt, R. Martinez-Villa, H. Ockendon (1999).
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3rd. International conference on approximation and optimization in the Caribean. Proceedings. Puebla, México.
1995. Editado por B. Bank, J. Bustamante, J. Guddat, M. A. Jiménez, H. Th. Jongen, W. Rémisch (1998).
XXXI Congreso nacional de la Sociedad Matematica Mexicana. Memorias. Hermosillo, Son. 1998.
Editado por P. Padilla, R. Quiroga, C. Signoret, A. Soriano (1999).

Tendencias interdisciplinarias de las matematicas. Editado por S. Gitler, C. Prieto (2000).

XXXII Congreso nacional de la Sociedad Matematica Mexicana. Memorias. Guadalajara, Jal. 1999.
Editado por L. Hernandez Lamoneda, R. Quezada, J. Martinez Bernal, H. Sanchez Morgado (2000).
Lecturas Basicas en Topologia General. Editado por L. M. Villegas, A. Sestier, J. Olivares (2000).

XXXIIl Congreso nacional de la Sociedad Matematica Mexicana. Memorias. Saltillo, Coah. 2000.

Editado por J. Alfaro, M. Eudave, J. Gonzalez Espino-Barros, E. Pérez Chavela (2001).

XXXIV Congreso Nacional de la Sociedad Matematica Mexicana. Memorias. Toluca, Méx. 2001.

Editado por G. Contreras, C. Renteria, E. R. Rodriguez, C. Villegas Blas (2002).

Tépicos de Geometria Algebraica. Editado por L. Brambila, P.L. del Angel, A. Garcia Zamora, J. Mucifio (2002).
XXXV Congreso Nacional de la Sociedad Matematica Mexicana. Memorias. Durango, Dgo. 2002.
Editado por M. Aguilar, R. Quiroga (2003).

(Numero cancelado.)

XXXVI Congreso Nacional de la Sociedad Matematica Mexicana. Memorias. Pachuca, Hgo. 2003.
Editado por M. Aguilar, R. Quiroga (2004).

Memorias de la Sociedad Matematica Mexicana. Editado por M. Aguilar, R. Quiroga (2005).

Memorias de la Sociedad Matematica Mexicana. Editado por M. Aguilar, R. Quiroga (2006).

Memorias de la Sociedad Matematica Mexicana. Editado por M. Aguilar, L. Hernandez Lamoneda (2007).
Memorias de la Sociedad Matematica Mexicana. Editado por M. Aguilar, L. Herndndez Lamoneda (2008).
Modelos en estadistica y probabilidad.

Editado por J. M. Gonzalez-Barrios, J. A. Ledn, A. Pérez, L. A. Rincén, J. Villa (2008).

Memorias de la Sociedad Matematica Mexicana. Editado por M. Aguilar, L. Hernandez Lamoneda (2009).
Memorias de la Sociedad Matematica Mexicana. Editado por M. Aguilar, L. Hernandez Lamoneda (2010).
Las matematicas a través de los 50 afios de la ESFM del IPN.

Editado por Lino Feliciano Reséndis, Luis Manuel Tovar (2011).

Memorias de la Sociedad Matematica Mexicana. Editado por M. Aguilar, L. Hernandez Lamoneda (2011).
Modelos en estadistica y probabilidad II.

Editado por J. M. Gonzalez-Barrios M., J. A. Ledn Vazquez, J. Villa Morales (2011).

Memorias de la Sociedad Matematica Mexicana. Editado por M. Aguilar, L. Hernandez Lamoneda (2012).
Memorias de la Sociedad Matematica Mexicana. Editado por M. Aguilar, L. Hernandez Lamoneda (2013).
Modelos en estadistica y probabilidad Ill.

Editado por J. M. Gonzalez-Barrios M., J. A. Le6n Vazquez, J. Villa Morales, R. A Navarro Cruz (2014).
Memorias de la Sociedad Matematica Mexicana. Editado por M. Aguilar, L. Hernandez Lamoneda (2014).
Memorias de la Sociedad Matematica Mexicana. Editado por M. Aguilar, L. Hernandez Lamoneda (2015).
Memorias de la Sociedad Matematica Mexicana. Editado por M. Aguilar, L. Hernandez Lamoneda (2016).
Modelos en estadistica y probabilidad IV.

Editado por J. Alvarez Mena, J. M. Gonzélez-Barrios M., J. A. Ledn Vazquez, R. A Lépez Martinez (2017).

Serie: TEXTOS
Introduccién a la topologia — Graciela Salicrup.
Editado por J. Rosenblueth, C. Prieto. Nivel medio. 1a. Reimpresion (1997).
Procesos estocasticos. C. Tudor. Nivel avanzado. 3a. Edicién (2002).
Lectures on continuous-time Markov control processes. O. Hernandez-Lerma. Nivel avanzado (1994).
Un curso de légica matematica. C.R. Videla. Nivel avanzado (1995).
Rudimentos de mansedumbre y salvajismo en teoria de representaciones. F. Larrion, A.G. Raggi, L. Salmerén.
Nivel avanzado (1995).
Teoria general de procesos e integracion estocastica. T. Bojdecki. Nivel avanzado. 1a. Reimp. (2004).
Intersection theory. S.X. Descamps. Nivel avanzado (1996).
Inverse problems. H.W. Engl. Nivel avanzado (1996).
EI ABC de los splines. P. Barrera, V. Hernandez, C. Duran. Nivel elemental (1996).
Lo antiguo y lo nuevo acerca de los conjuntos convexos. H. Hadwiger. Traduccién: L. Montejano. Nivel medio
(1998).
Matematicas para las ciencias naturales. J.L. Gutiérrez Sanchez, F. Sdnchez Gardufo. Niveles medio y avanzado
(1998).
Introduccién a la teoria de redes. M.C. Hernandez Ayuso. Nivel medio 2a. Edicién (2005).
Teoria de conjuntos (una introduccion). F. Hernandez Hernandez. Nivel medio 1a. Edicién (2017).
Lectures on quantum probability. A. M. Chebotarev. Nivel avanzado (2000).
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Construccion de procesos autosimilares con variancia finita.J.E. Figueroa Lépez.Nivel avanzado (2000).

Grupos algebraicos y teoria de invariantes. C. Sancho de Salas. Nivel avanzado (2001).

Cohomologia de Galois de campos locales. F. Zaldivar. Nivel avanzado (2001).

Dimension Theory: An Introduction with Exercises. S.B. Nadler, Jr. Nivel avanzado (2002).

Cdémputo Numérico con aritmética de punto flotante IEEE. Con un teorema, una regla empirica y ciento un ejercicios.
M. L. Overton. Traduccion: A. Casares Maldonado. Nivel medio (2002) Coediciéon SIAM.

Topologia diferencial. V. Guillemin, A. Pollack. Traduccion: O.Palmas Velasco. Nivel medio (2003).

(La nueva edicién de este titulo se encuentra en la coleccion papirhos)

Elementos de Probabilidad y Estadistica. A. Hernandez-del-Valle, O. Hernandez-Lerma. Nivel elemental (2003).
Topologia General. D. Hinrichsen, J. L. Fernandez Muhiz, A. Fraguela Collar, A. Alvarez Prieto. Nivel medio (2003).
Introduccion a los grupos topoldgicos de transformaciones. S. de Neymet U. Con la colaboracion de R. Jiménez B.
Nivel avanzado (2005).

Breviario de teoria analitica de los nimeros. E. P. Balanzario. Nivel medio 1a. Reimpresién (2009) Coedicién
Reverté.

Caélculo de probabilidades. F. M. Hernandez Arellano. Nivel elemental (2003).

Numeros primos y aplicaciones. F. Luca. Nivel avanzado (2004).

Historia y desarrollo de la teoria de los continuos indescomponibles. F.L. Jones. Traduccién: S. Macias.

Nivel medio (2004).

Hiperespacios de continuos. A. lllanes. Nivel medio (2004).

Cadenas de Markov. M. E. Caballero, N. S. Hérnandez, V. M. Rivero, G. Uribe Bravo, C. Velarde.

Nivel medio 1a. Edicién (2017).

The fixed point property for continua. S.B. Nadler, Jr. Nivel avanzado (2005).

Invitacion a la teoria de los continuos y sus hiperespacios. Editado por R. Escobedo, S. Macias, H. Méndez.

Nivel medio (2006).

Introduccidn a la teoria de grupos. F. Zaldivar. Nivel medio 1a. Edicién (2018).

Hyperspaces of sets. A text with research questions. S.B. Nadler, Jr. Nivel avanzado (2006).

Introduccién a la optimizacién no lineal. E. Accinelli. Nivel avanzado (2009). Coedicién Reverté.

Graphs, rings and polyhedra. 1. Gitler, R. H. Villarreal. Nivel avanzado (2011).

Introduccién a la topologia de conjuntos. A. Garcia Maynez. Nivel elemental (2011).

Elementos de topologia general. F. Casarrubias Segura, A. Tamariz MascarGa.

Nivel medio 2a. edicién (2015).

Caélculo. H. Arizmendi, A. Carrillo, M. Lara. Nivel elemental 2a. edicién (2016).

Curso elemental de probabilidad y estadistica. Luis Rincén. Nivel elemental 1a. Edicion (2013).

Algebras booleanas y espacios topoldgicos. R. Pichardo, A. Tamariz. Nivel avanzado 1a. Edicién (2017).
Introduccidn a la teoria de probabilidad y métricas probabilisticas con aplicaciones en seguros y finanzas.

E. I. Gordienko, X. |. Popoca-Jiménez. Nivel medio 1a. Edicién ((2018) (por aparecer).

Introduccién a la teoria de la medida. F. Hernandez Hernandez, M. Ibarra Contreras. Nivel medio

1a. Edicion (2018).

Alberto Barajas: Su oratoria, sus matematicas y sus ensefianzas.
Edicién: V. Neumann-Lara, |. Puga, S. Macias (2010) 346 p. Contiene 2 DVD.
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289

336

340

First summer school in analysis and mathematical physics. Cuernavaca, Morelos, 1998. Editado por S. Pérez-
Esteva, C. Villegas-Blas. Contemporary Mathematics No. 260. Coedicién de Aportaciones Matematicas — American
Mathematical Society (2000).

Second summer school in analysis and mathematical physics. Cuernavaca, Morelos, 2000. Editado por S. Pérez-
Esteva, C. Villegas-Blas. Contemporary Mathematics No. 289. Coedicién de Aportaciones Matematicas — American
Mathematical Society (2001).

Stochastic Models. Editado por J. M. Gonzalez-Barrios, J. A. Leén, A. Meda. Contemporary Mathematics No. 336.
Coedicién de Aportaciones Matematicas — American Mathematical Society (2003).

Spectral Theory of Schrédinger Operators. Lecture Notes from a Workshop on Schrédinger Operator Theory. 1IMAS,
UNAM, Mexico, 2001. Editado por R. del Rio, C. Villegas-Blas. Contemporary Mathematics No. 340 Coedicién de
Aportaciones Matematicas — American Mathematical Society (2004).
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341 Topological algebras and their applications. Fourth International Conference on Topological Algebras and Their
Applications. Oaxaca, Mexico, 2002. Editado por H. Arizmendi, C. Bosch, L. Palacios. Contemporary Mathematics
No. 341. Coedicion de Aportaciones Matematicas — American Mathematical Society (2004).

389 Geometry and Dynamics International Conference in Honor of the 60th Anniversary of Alberto Verjovsky. January
6-11, 2003. Cuernavaca, Mexico. Editado por J. Eells, E. Ghys, M. Lyubich, J. Palis, J. Seade. Contemporary
Mathematics No. 389. Coedicién de Aportaciones Matematicas — American Mathematical Society (2005).

476 Fourth summer school in analysis and mathematical physics. Topics in Spectral Theory and Quantum Mechanics.
Cuernavaca, Morelos, 2005. Editado por C. Villegas-Blas. Contemporary Mathematics No. 476. Coedicion de
Aportaciones Matematicas — American Mathematical Society (2008).
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