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APORTACIONES MATEMATICAS es una publicacién del Instituto de Mateméticas.
Su serie TEXTOS comprende libros de texto de matemadticas y sus aplicaciones, para la licencia-
tura y el posgrado en matemadticas y en otras disciplinas. Se divide en tres niveles:

= Nivel elemental, dirigido a estudiantes de los primeros dos afios de la licenciatura.
= Nivel medio, dirigido a estudiantes de los dos dltimos afios de la licenciatura.
= Nivel avanzado, dirigido a estudiantes de posgrado.

La coleccién APORTACIONES MATEMATICAS inici6 en el afio 1985, y su serie TEXTOS arrancé
en 1993. En el afio 2017 el Instituto Nacional del Derecho de Autor (Indautor) solicité una
actualizacién de los aspectos legales, proceso que implico el inicio de una nueva temporada
para la coleccién; esta coyuntura favorecié el que se pudiese mejorar el formato de la coleccién
y su presentacion. Las reediciones de la serie TEXTOS aparecidas a partir de esa fecha fueron
entonces consideradas por Indautor como primeras ediciones, independientemente de que del
ntamero 1 al 39 de los titulos de esta serie hubiesen aparecido con anterioridad.

En apego a los lineamientos del Indautor, no pueden ponerse indicaciones del tipo «nueva
temporada» en la pagina legal. Esto implica que las reediciones de titulos anteriores pueden
contener prefacios, prélogos y otras referencias a ediciones previas; esto no les resta ninguna
validez. Los libros de la serie TEXTOS del nimero 40 en adelante aparecen de origen bajo esta
nueva temporada de APORTACIONES MATEMATICAS.

Curso de topologia. Un enfoque conjuntista, de Fernando Herndndez es un texto de nivel
medio.

Curso de topologia. Un enfoque conjuntista ofrece el material cldsico contenido en casi cualquier
libro de texto para la materia; sin embargo, en este volumen se hace mds bien con un enfoque
conjuntista y se pone mucho énfasis en los métodos aplicados para obtener los resultados
presentados. Otra caracteristica que hace a este libro diferente son los mdltiples ejemplos
presentados que muestran aspectos pocas veces tratados en la mayoria de los textos. Ademads,
cada capitulo es acompafiado por una elevada cantidad de ejercicios divididos en dos grupos.
El grupo de Ejercicios adicionales estd dirigido a los estudiantes més experimentados; algunos
de estos ejercicios tienen una dificultad més all4 de la cotidianidad.

Ellibro puede usarse para licenciatura (pregrado) o para posgrado. En un curso de posgrado
es posible cubrir practicamente todos los temas presentados. En un curso de licenciatura
el profesor puede elegir qué temas presentar de acuerdo con los intereses del auditorio. En el
prefacio se sugiere qué temas deberian cubrirse en opinién del autor.

El estudiante que realice la mayoria de los ejercicios puede confiar en que estard preparado
para aprobar los exdmenes calificativos de la mayoria de las universidades. Parte del entrena-
miento es aprender a reconocer qué ejercicios pueden resolverse de manera auténomay para
cudles es importante solicitar ayuda u orientacién.
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Prefacio

En otros libros en que el autor ha participado queda claro el objetivo de escribir un
nuevo libro sobre la teoria expuesta y en este es menos claro después de conocer
un libro como el de R. Engelking [En] que lo tiene todo y con una precisién asombrosa.
Sin embargo, es un texto que tiene demasiada informacién, y puede ser abrumador
en un primer acercamiento a la topologia general. Se espera que en este volumen el
estudiante encuentre lo més esencial que se requiere para desarrollarse en el campo
de la topologia general o para tener una buena formacién topolégica y dedicarse a
otras disciplinas en las que el conocimiento topolégico sea importante. Este libro
tiene su génesis en los cursos que el autor ha impartido tanto a nivel licenciatura
(pregrado) como a nivel posgrado en la Universidad Michoacana de San Nicolds de
Hidalgo, UMSNH, y en la Universidad Nacional Auténoma de México, UNAM.

Hay excelentes libros de texto y de niveles muy variados; algunos que sirvieron
para conformar este volumen estdn en la bibliografia. Todos los resultados que aqui
se presentan aparecen en uno u otro de los libros listados. Se han realizado pequefios
cambios en las demostraciones al igual que en la manera de presentar todos esos
resultados. Quizdas lo mas especial de este texto es la inclusién de algunos ejemplos
que en muchos otros textos no presentan.

Este volumen est4 inicialmente pensado para un curso de un semestre para es-
tudiantes de maestria. Para ellos es posible cubrir practicamente todo el material.
Los estudiantes que resuelvan la mayoria de los ejercicios, podran sentirse seguros
de estar preparados para presentar exdmenes pre doctorales en la mayoria de las
universidades. Para estudiantes jovenes (de pre grado) este volumen puede presentar
un buen reto, con la ayuda de un profesor podran tener un excelente curso que los
haré crecer mucho.

En un curso de posgrado se puede estudiar la gran mayoria de los resultados
presentados. Para un curso de licenciatura se recomiendan en su totalidad los primeros
cinco capitulos, del Capitulo 6 las secciones primera y tercera son muy importantes,
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XVI Prefacio

del Capitulo 8 las dos primeras secciones. El séptimo capitulo trata sobre el esencial
concepto de compacidad; de la primera seccién se deberia estudiar hasta el Ejemplo
7.17,1a Seccién 7.2 es fundamental por las diversas aplicaciones, de la tercera seccién
es valioso estudiar hasta el Ejemplo 7.36; las dos ultimas secciones de ese capitulo si
deberian estudiarse completas.

Cada capitulo se acompafia de una serie de ejercicios, generalmente agrupados
en dos secciones. Los Ejercicios Adicionales estdn pensados para los estudiantes
mas experimentados. El estudiante joven, deberia resolver todos los ejercicios de
los primeros grupos que basicamente estdn dirigidos a ellos; aunque también es
deseable que exploren los Ejercicios Adicionales. Es muy recomendable que el propio
estudiante ataque por si mismo la mayoria de ejercicios y no menos importante que
aprenda a reconocer qué ejercicios debera resolver con ayuda de sus compafieros o
de algtn profesor. Eso también es parte central del entrenamiento. En los ejercicios se
incluyen otros conceptos que no son tratados en el desarrollo del texto pero que se
consideran valiosos. Casi todos los ejercicios estdn o bien en forma de afirmaciones o
son preguntas. En el trabajo diario de un matematico; es decir, cuando se leen otras
fuentes uno siempre debe estar demostrando las afirmaciones que los autores realizan
o preguntdndose hasta qué punto las cosas pueden cambiar si se alteran las hip6tesis.
Alguien recomend6 poner algtin simbolo que indicara los ejercicios més dificiles; no se
siguié esa recomendacion porque seguramente se etiquetarian de forma errénea. En
fin, siempre hay un canal abierto en fernando.hernandez@umich.mx para preguntar
sobre sugerencias para algiin ejercicio en particular.

También la mayoria de los ejemplos provistos en el texto son ejercicios, muchos
muy simples otros no tanto; aquellos en los que el autor no fue capaz de escribir
una buena guia de c6mo resolverse se exponen con més amplitud, sin que dejen de
ser ejercicios. Siempre se dejan afirmaciones “al aire” que ayudaran a los lectores a
adquirir destreza. Durante todo el texto se trata de resaltar los métodos que llevan a la
obtencién del resultado més que los resultados mismos.

Agradezco a la UMSNH por permitirme realizar tareas como esta que llevé a la
creacion de este libro y a la plataforma de Overleaf que me dio la oportunidad de
escribir este texto en linea y de manera gratuita; a J. Ahtziri Gonzdlez Lemus quien me
hizo muchas observaciones en una primera versién, al Prof. Manuel Ibarra Contreras
que realizé una revision muy detallada de una de las primeras versiones del libro, a
Bernardo Tapia que observo muchos errores sutiles y sugirié cambios que mejoraron la
presentacion, a Reynaldo Rojas Herndndez, por arriesgarse a usar el libro en su primer
curso de maestria. Agradezco también a sus estudiantes y a todos los estudiantes que
de una u otra manera han colaborado en la elaboracién de este material.

Un agradecimiento muy especial al incgnito arbitro de esta publicacién por detec-
tar errores y omisiones, ademds de realizar excelentes recomendaciones; sin duda, su
dedicado trabajo ha elevado en gran medida la presentacién ofrecida. Tampoco esta
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Prefacio XVII

de mds agradecer al Comité Editorial de Aportaciones Matemadticas que ha trabajado
mucho para hacer esto posible.

Ojalé los malos ratos que he causado a mi esposa, a mis hijas, a mis amigos, al
crear estas paginas se vean transformados en pequeiios gozos cuando algtn lector
recorra una de las paginas aqui contenidas.

Fernando Herndandez Herndndez
Noviembre 2018
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Introduccion

Los simbolos usados en el texto son en su mayoria estdndar. R denota el conjunto
de los ntimeros reales, Q el de los nimeros racionales, Z el conjunto de los nimeros
enteros. Ocasionalmente se usa N para el conjunto de los niimeros naturales (o sea, los
enteros no negativos); los nimeros naturales serdn denotados mds comtinmente por la
letra griega omega, w, y siempre se les piensa como el primer ordinal infinito. Aunque
es recomendable tener conocimientos de teoria de conjuntos no es absolutamente
necesario. Por ejemplo, no hay necesidad de ir a buscar qué es un nimero ordinal.
Algunas nociones que si se considera importante aclarar estdn en este capitulo.

Se reserva el uso de (a, b) para denotar intervalos abiertos en R (u otro conjunto
ordenado lo cual serd claro a partir del contexto); o sea, (a, b) es el conjunto de todos
los elementos x tales que a < x < b. Para denotar al par ordenado con primera
coordenada a y segunda coordenada b, se prefiere usar (a, b). Cuando se consideran
conjuntos ordenados se usa la notacién de intervalos con las definiciones naturales.
Obviamente R” representa el espacio euclidiano de dimensién n'y

S"={xeR"": ||x]|=1}.

De particular interés es S? que es la esfera unitaria en R3. El disco unitario en R” es el
conjunto D" ={x e R" :||x|| < 1}. Asimismo, R* denota el conjunto de reales positivos
y R~ denota al conjunto de reales negativos.

Dado un conjunto X, el conjunto potencia de X, o sea, la familia de todos los sub-
conjuntos de X se denota por 2 (X). La notacién C-mdximo significa que se considera
al elemento méaximo con respecto al orden de contencion C; la notacién también se
emplea con otros 6rdenes.
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2 1. Introduccién

1.1. Funciones

De entre todas las nociones primarias en matematicas, el concepto de funcién figura
al inicio de la lista. Es uno de esos que se leen e impactan por lo profundo de su
abstraccion.

Definicién 1.1. Una funcién f es un conjunto de pares ordenados de tal suerte que si
(x,a)e fy(x,b)e f,entoncesa=b.

Como ejemplos faciles se tiene que # y que idy = {{x, x) : x € X} son funciones;
aqui X es un conjunto no vacio. La funcién idy se llama funcion identidad sobre X .

Definicién 1.2. El dominio de una funcién f es

dom(f)={x:(3y)(x,y) € )}

mientras que el rango de f es

ran(f)={y : (3x)({x, y) € f)}.

Si f esuna funcién con X =dom(f)y Y esun conjuntotalqueran(f) C Y, entonces
se escribe f : X — Y y, para x € X, se denota por f(x) al Gnico y € Y tal que (x, y) € f.
Si dom(f) € X, entonces se seflala f; X — Y y se interpreta a f como una funcién
parcial de X en Y. Esta es una notacién til en varias circunstancias. Para ejemplificar,
considere a la funcién caracteristica de un subconjunto A de un conjunto X, y,: X —
{0,1}, definida por

(x)= 1, sixeA
XAAX)=1 g, sixé¢A,

paracada x € X.

Nociones asociadas a funciones muy importantes en topologia son la imagen
directa e imagen inversa de subconjuntos. Si f : X — Y es una funcién, entonces la
imagen directade AC X es

flAl={f(x):x €A}

y la imagen inversade BC Y es
fBl={xeX:f(x)eB}.

Observe que se usan paréntesis cuadrados para distinguir la imagen directa o inversa
de la evaluacion de la funcion en A.!

Sif:X— Y esunafunciony AC X, larestriccionde f a A se denotapor f [ Ayes
la funcién fN(Ax Y).

1 A puede ser tanto elemento del dominio de la funcién como también subconjunto de él.
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2

Espacios topologicos

La topologia se concentra en estudiar las propiedades de un espacio que se preservan
por deformaciones continuas; es decir, deformaciones que preservan de algin modo
alguna nocién de cercania de puntos que estdn préximos entre si. Intuitivamente se
puede imaginar que tales transformaciones son alargar, doblar, torcer, etc. No lo son
aquellas deformaciones que introducen cortes.

La topologia es una disciplina central en las matemaéticas y, como es natural, cada
matematico tiene una idea (generalmente correcta) de cudl fue el inicio de esta disci-
plina. Una que he llegado a creer muy popular es que la topologia inici6 con la idea
genitiva de L. Euler para resolver el problema de los puentes de Kénisgberg. El relato
completo puede encontrarse en [Al].

En la ciudad de Kaliningrado, antiguamente llamada Konigsberg, el rio Pregolya
atravesaba la ciudad dividiendo la zona en varias partes. Para no perder la comunica-
cion, la ciudad tenia un sistema de puentes conectores. En total, habia siete grandes
puentes en Kaliningrado: el puente del herrero, el puente conector, el puente verde, el
puente del mercado, el puente de madera, el puente alto y el puente de la miel.

Los ciudadanos se sentian muy orgullosos de esta gran red de comunicacién, y en-
tre ellos surgié un pequefio juego para entretenerse en los momentos de aburrimiento.
Consistia en una sola pregunta:

;Se pueden atravesar todos los puentes pasando sélo una vez por cada puente?
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14 2. Espacios topoldgicos

RONINCA T RCA

El genio matemadtico L. Euler resolvi6 el acertijo en 1736. Su mérito fue simplificar
la “geometria” del problema usando un diagrama como el siguiente, lo cual permitié
que diera una elegante solucién.

Cuando estaba en el segundo semestre de la licenciatura en matemadticas, mi
profesor de geometria, el Dr. Jestis Pérez Romero, nos dijo que la topologia era conocida
como la geometria sobre el plano eldstico. Creo que, motivado por ese relato sobre los
puentes de Konigsberg, J. Pérez Romero decia aquello. Quizés por eso el relato siempre
lo tuve en mente y me parecié muy importante, tanto que por mucho tiempo lo crei
como la idea central de la topologia. Fue ya mucho después que comprendi que la
topologia no estaba hecha de ideas geométricas sino de ideas de cercania. Si, en efecto,
la verdadera esencia de la topologia estd en determinar qué puntos se encuentran
cerca de un subconjunto dado. Obviamente llegar a ese punto de madurez también
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2.1. Topologias 15

requirié de tiempo para comprender qué era lo esencial de las ideas topolégicas.
Requiri6 asimismo de la mente de un matematico aventurero en ideas, que rompian
paradigmas establecidos como dogmas por mds de un milenio. También fue una idea
iniciada por G. Cantor. El consideré que un punto se encuentra cerca de un conjunto
si cada vecindad del punto intersecta al subconjunto. Analizé diferentes rangos de
cercania con esa idea y lo llevé a proponer resultados que cambiaron drasticamente el
rumbo de todas las matematicas. Aunque detras de los pensamientos conjuntistas de
G. Cantor estaban brillantes ideas topolégicas, él se dedicé mas a resolver el problema
de la cardinalidad del continuo en lugar de seguir desarrollando la topologia que habia
inventado. Fue un infortunio que a causa de su trabajo persistente también enfermara
y su existencia se viera acotada tempranamente.

La idea de G. Cantor captura muy bien la esencia de lo que se necesita de la topo-
logia para modelar diversos aspectos del trabajo matemaético otorgando un privilegio
ala aproximacién y, con ello, recuperando todas las ideas geométricas en distintas
construcciones.

2.1. Topologias

Definicién 2.1. Sea X un conjunto no vacio. Una fopologia sobre X es una familia ©
de subconjuntos de X tal que

s ) Xer,
= si% C 7, entonces | J% €,
m siU,Vert,entoncesUNVer.

Al par (X, 7) se le llama espacio topolégico.

Como es costumbre, sila topologia 7 para el conjunto X es clara a partir del contex-
to, entonces simplemente se refiere a X como el espacio topoldgico en cuestidn; si, por
el contrario hay varias topologias para el conjunto X dentro del contexto, entonces se
especifica 7. A los elementos de la topologia de X se les llama subconjuntos abiertos
de X. También se dice que un subconjunto F de X es cerradosi X \ F es un conjunto
abierto.

A continuacién se presentan varios ejemplos de espacios topolégicos. Se deja al
lector verificar que, en cada caso, la familia que se indica es, en realidad, una topologia.

Ejemplo 2.2. Las dos topologias extremas para un conjunto X son la topologia indis-
creta, T = {l), X}, yla topologia discreta v = 2(X). Estas coinciden s6lo en caso de que
IX|<1.
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3

Continuidad y nuevos espacios

El concepto de continuidad es de los més elementales y por ello se requiere tener una
definicién capaz de adaptarse a todas las diversas situaciones donde serd empleada.
La idea central detrds de una funcién continua es que asocie puntos cercanos del
dominio de la funcién a puntos cercanos en el rango. La capacidad de abstraccién de
la topologia es lo que la hace importante para todas las dreas de las matematicas.

De ahora en adelante se dird simplemente “Sea X un espacio” y se obviard la
topologia que X tenga asociada cuando esta sea clara por el contexto. Naturalmente,
si se piensa que puede haber alguna confusién, se especificard cudl es la topologia
que se esta considerando sobre X.

3.1. Funciones continuas

Definiciéon 3.1. Sean X y Y espacios, x€ Xy f : X — Y. Se dice que f es continua en
x siparacada V € ¥(f(x)) existe U € ¥(x) tal que f[U]C V.
También se dird que f es continuaen X si f es continua en cada punto x € X.

Si f : R — R es continua segun la definicién de célculo, entonces f es continua
segun la Definicion 3.1. De hecho, la Definicién 3.1 generaliza aquella otra para espa-
cios métricos. Si Y es un espacio indiscreto y X es cualquier espacio; entonces toda
f: X — Y es continua. Si X es un espacio discreto y Y es cualquier espacio, entonces
cualquier funciéon f : X — Y es continua.

Quizés el resultado més importante respecto a las funciones continuas es el si-
guiente.

Teorema 3.2. Sean X y Y espaciosy f : X — Y. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(1) f escontinua.
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38 3. Continuidad y nuevos espacios

(2) f7U] es un subconjunto abierto en X, para todo subconjunto abiertoU de Y .
(3) f7I[F] es un subconjunto cerrado en X, para todo subconjunto cerrado F de 'Y .
4) flA]C flA], paratodo AC X.

Demostracion. (1)= (2). Sea U C Y abierto. Fije x € f~[U]; como [ es continua en x
y U es una vecindad de f(x), debe existir V € ¥(x) tal que f[V]C U. Por lo tanto,

Ve rTifivic ol

Esto demuestra que f~'[U] es abierto.

(2) = (3). Sea F € Y un subconjunto cerrado. Entonces Y \ F es abierto y asi
X\ f7'[F]= f'[Y \ F] es abierto. Por lo tanto, f~'[F] es cerrado.

(3) = (4). Sea A € X. Por (3) f'[f[A]] es un cerrado en X. Se afirma que A C
F7'Lf[A]l. En efecto, dado que f[A] C f[A], se sigue que

AC fUFIAN S FUSFIAL

Como A es el C-minimo subconjunto cerrado tal que A € Ay f[f[A]] es cerrado, se
sigue que A C f~'[f[A]], o bien que f[A] C f[A].

(4)=(1). Sean x € X y U es una vecindad de f(x). Supéngase que para cualquier
V € ¥(x) se tiene que f[V]¢ U. En otras palabras,

(VV eV () (fIVINY\U #0)

o bien

YV eV (x)(Vnf Y \U]I#0).
Asi, x € f-1[Y \ U]y, por lo tanto,

FefIfAUYN\UNCS FIfHUY\UN=Y\U.

Esto contradice que f(x)eU. O

Ejemplo 3.3. Si X es un espacio, sea
C(X)={f eR*: f es continua}.

Si se define (como es usual) (f +g)(x) = f(x)+g(x) y (f - g)(x) = f(x)- g(x), para
f>g € C(X); entonces f+ g, - g € C(X).

En efecto, six € X y s < f(x)+ g(x) < t, entonces

s—gx)<flx)<t—glx) vy s—flx)<gx)<t—f(x)
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4

Conexidad

La idea de espacios conexos es muy bésica y es 1til en muchas partes de las mate-
maticas. Intuitivamente, un espacio es conexo si es de una sola pieza. Hay variantes
naturales de esa idea y serdn exploradas en este capitulo.

4.1. Espacios conexos

De qué manera se podra expresar en abstracto esa idea de “ser de dos piezas”. Prime-
ramente, los puntos que forman una pieza deberian estar lejos de la otra pieza, eso
significa que cada uno de esos puntos tiene una vecindad sin interseccién con la otra
pieza; pero si todos los puntos de esa primera pieza tiene una vecindad con la propie-
dad entonces todos ellos forman un conjunto abierto sin interseccién con la otra pieza.
Ademas, el razonamiento es simétrico.

Definicién 4.1. Un espacio X se llama conexo si no existen abiertos ajenos y no vacios
Uy V tales que X = U U V. Tales abiertos son una disconexién de X.

Un subconjunto A de X se llama conexo si como subespacio es un espacio cone-
xo. La siguiente proposiciéon concentra la lista de las principales propiedades sobre
conexidad.

Proposicion 4.2. Sea X un espacio.

(1) Silafamilia .</ es de subconjuntos conexos de X y se tiene que( )./ #, entonces
|-/ es conexo.

(2) SiAesconexoyAC BC A, entonces B es conexo.

(3) Si AC X es conexo, entonces A es conexo.
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64 4. Conexidad

(4) Considerep € X ysea C(p)= U{C CX:peC A C esconexo}. Entonces C(p) es
el C-mdximo conexo contenido en X del que p es un elemento. A este se le llama
componente conexa dep en X.

(5) Lafamilia{C(p): p € X} forma una particién de X en subconjuntos cerradosy
conexos.

(6) X es conexo siy solo si X tiene una tinica componente conexa.

Demostracion. (1) Sea Y =(_J.«/. Si Y no es conexo, deben existir dos subconjuntos
abiertos Uy Vtalesque Y =(UNY)U(VNY)conUNY #0, VNY By (UNV)NY =0.
Para A€ .¢/, se tiene que A C Y y entonces

A=YNA=[(UNY)U(VNY)NA=(UNAUVNA).

Por ser A conexo, necesariamente se debe tener que UNA=0 o0 VN A=40. Sin pérdida
de generalidad, supéngase que VN A=, delo cual se deduce que ACU.

Como VNY #0, existe B € .«/ tal que V N B # (). N6tese que B ¢ V puesto que
AN B #0. Puesto que A C U, se sigue que BN U # 0. Por lo tanto

B=(BNU)U(BNV);

ademads de que los conjuntos (BN U)y (BN V) son una disconexién de B; una contra-
diccién.
(2) Sean U, V C X abiertos tales que

B=(UNB)U(VNB)

y(UNB)N(VNB)=0.Puesto que A C B se tiene que también A =(UNA)U(V NA); pero
al ser A conexo se debe tener que UNA=0o0 VNA=§.Sin pérdida de generalidad,
UnA=0yasiACV.
Si B¢ V, debe existir x € B\ V C U. Pero AN U = . Esto contradice que x € A.
Los restantes puntos son consecuencia directa de estos primeros dos. J

Definicién 4.3. Un espacio X se llama totalmente disconexo si C(p) consta de un solo
punto, paracada p € X.

Obviamente el paso a subespacios de espacios conexos no necesariamente preser-
va la propiedad. La conexidad si es una propiedad productiva, pero ello requiere de
algunos resultados preliminares.

Lema4.4. SiX esconexoy f : X — Y es continua y sobreyectiva, entonces Y es conexo.
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Axiomas de separacion

Los axiomas para definir un espacio topolégico son minimos y eso permite tener
una gran variedad de espacios. Obviamente eso también origina espacios patolégicos
como el espacio indiscreto en el que cualesquiera dos puntos estdn “cerca” lo cual no
es tan oportuno cuando se trata de “medir” convergencia que es uno de los objetivos
de la topologia. Este capitulo presenta diferentes grados de separacién lo cual permite
tener espacios més especializados para desarrollar ciertas tareas.

5.1. Espacios 1y, 1}, L,y I3

Naturalmente hay muchas clasificaciones de espacios topoldgicos, seguramente ins-
piradas por las propiedades que se desea sean relevantes. Pese a todas esas geniales
invenciones o abstracciones, las clasificaciones de separacion son, sin duda alguna,
tan importantes que ninguna otra de esas clasificaciones puede dejarlas fuera.

Diferentes aplicaciones topolédgicas necesitan diferentes grados de distincién. Por
ejemplo, es conocido que para algunas aplicaciones computacionales se necesita de
espacios que sélo cumplan las dos primeras de las siguientes clasificaciones mientras
que para aplicaciones mds cercanas al andlisis matematico se necesitan de las tltimas
propiedades de separacién que ahora se introducen.

Definici6n 5.1. Sea X un espacio.

(1) X esun espacio Ty, si dados cualesquiera dos puntos en X, existe un abierto
que contiene s6lo a uno de ellos.

(2) X esun espacio T, si dados cualesquiera dos puntos x, y € X existen subcon-
juntos abiertos U y V talesque xe U,y ¢ U, x¢VyyeV.
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76 5. Axiomas de separacion

(3) X esun espacio T, o espacio de Hausdorff si dados dos puntos x, y € X, existen
subconjuntos abiertos ajenos Uy V talesque xe Uy ye V.

(4) X esun espacio T3 o espacio regular si dados F C X cerradoy x € X \ F, existen
subconjuntos abiertos ajenos U y V tales que x € U y F € V; ademds de ser un
espacio T;.

Para empezar hay que observar que T; = T, = T; = 1) y que para que la primera
implicacién sea vélida es necesario agregar en la definicién de T; que el axioma T; sea
también vélido. Por ejemplo, si se omite, un espacio indiscreto seria regular sin ser un
espacio 1. Los espacios métricos son regulares como puede facilmente ser verificado.
Antes de pasar a ejemplos un tanto més interesantes se pide al lector que verifique
que las siguientes afirmaciones son equivalentes para un espacio (X, 7):

(1) Elespacio(X,7)es T.
(2) 7 contiene a la topologia co-finita.
(3) Todo conjunto finito es cerrado.

Otra cosa importante de recordar es que los espacios T, son (quizds) més conocidos
como espacios de Hausdorff.

Ejemplo 5.2. Sean X un conjunto con al menos dos puntos y p € X.Use la topologia
del punto particular, 7, = {U C X : p € U}U{}. Esta topologia es Ty y no es T; porque
para x € X \ {p} no existe un abierto U talque xc U yp ¢ U.

Ejemplo 5.3. Si X es un conjunto infinito con la topologia co-finita, X es un espacio
T; por las observaciones anteriores, pero no es un espacio de Hausdorff.

Ejemplo 5.4. El espacio del Ejemplo 4.13 es un espacio de Hausdorff que no es regular.
;Existird un espacio conexo, regular y numerable?

Proposicién 5.5. Para un espacio X son equivalentes:
(1) X esde Hausdorff.
@) (VxeX)({x}=N{V:Ver(x)}.
3) A={(x,x): x € X} es un subconjunto cerrado de X x X.

Demostracién. (1)=(2)Si y € X\{x}, escojaV e ¥(x)y W € ¥(y)talesque VNW =0.
Entonces y ¢ V yasi[ {V:V € ¥(x)} C{x}.

(2)=(3) Suponga que (x,y) e X x X\ A, entonces x # y yasi y ¢ ﬂ{V: Vev(x)}
Debe existir V € ¥(x) talque y ¢ V y en consecuencia hay W € ¥(y)tal que WNV =4.
Se sigue que (V x W)N A =0. Por lo tanto A es cerrado.
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Convergencia

Por razones obvias, una parte importante del quehacer topolégico se centra en estudiar
la convergencia. En la préctica, incluso para funciones muy especificas y estudiadas
como lo son las funciones trigonométricas o la funcién logaritmo, no se calculan
realmente los valores exactos de dichas funciones para especificos argumentos sino
que lo que se hace es dar aproximaciones tan buenas como se quiera para los valores
de dichas funciones. En otras palabras, lo que se estd haciendo es generar una sucesiéon
de valores aproximados, el limite de esa sucesién es el valor determinado en el cual se
estd interesado.

En este capitulo se presentan diferentes nociones de convergencia en espacios
abstractos.

6.1. Sucesiones convergentes

Se inicia por el modo m4s simple de las nociones de convergencia, la convergencia
de sucesiones. Como se sabe, una sucesion (x, : n € w) en un espacio X no es otra
cosa que una funcién x : w — X tal que para cada n € w, el valor de la funcién en n
se denota por x,,. Algunas veces es conveniente pensar en las sucesiones como listas
ordenadas de valores de la funcién en el conjunto en cuestién. Una subsucesion de
una sucesién intuitivamente es tomar, en el mismo orden, parte de los términos de
la sucesidn original; formalmente se considera una funcién estrictamente creciente
k:w— wyentonces xok: w— X es una subsucesion de la sucesién x : w — X. La
subsucesion usualmente se denota por (x;, : 1 € w).

Definici6n 6.1. Una sucesion (x,, : n € w) en un espacio X converge al punto x € X si
para cada V € ¥(x) se tiene que existe ny € w tal que x,, € V para cada n > n,. En tal
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94 6. Convergencia

caso se denota por alguna de las dos siguientes formas:

lim x, =x, X, — X.
n—oo
Es decir, una sucesién converge a un punto x € X si cada vecindad de x contiene
a casi todos los términos de la sucesién. Una nocién més débil es que cada vecindad
de x contenga infinitos puntos de la sucesidn.

Definicién 6.2. Una sucesion (x, : n € w) en un espacio X tiene a un punto x € X
como punto de acumulacion si para cada V € ¥(x)y cada n € w existe m > n tal que
X, €V.

En un espacio discreto, una sucesién converge siy s6lo si es finalmente constante;
si X es infinito y tiene la topologia co-finita, entonces una sucesién inyectiva converge
y converge a cualquier punto del espacio. Si X no es numerable y tiene la topologia co-
numerable, entonces las tinicas sucesiones convergentes son las que son finalmente
constantes.

Ejemplo 6.3. Sea A(X) el espacio definido en el Ejemplo 3.5; en este espacio, cualquier
sucesion inyectiva converge al punto especial p € A(X)\ X.

Ejemplo 6.4. El espacio de Arens. Sean p ¢ w x w y X = {p} U w x w con la siguiente
topologia: Cada punto de w x w es un punto aislado y las vecindades que contienen a
p son conjuntos U para los cuales existe k € w tal que

(Vm > k){{m,n) ¢ U : n € w} es finito).

Entonces p € w x w, sin embargo no hay una sucesiéon de términos en w x w que
converja a p. ;Por qué? Otro hecho interesante aquies que si Y es {p}Uw x w, pero con
la topologia discreta, entonces la funcién identidad idy : X — Y trasforma sucesiones
convergentes en sucesiones convergentes al punto correspondiente, pero no es una
funcién continua. ;Por qué?

Ejemplo 6.5. Si X es un espacio métrico, AC X y x € A, entonces existe una sucesion
(a, : n € ) de términos en A que converge a x. En efecto, puesto que paracada n € w
se tiene que ANB(x;'/,.1) # 0, usando el Axioma de Eleccion, se puede escoger algin
elemento de ese conjunto y etiquetarlo como a,,. La sucesioén resultante converge a x,
como es facil verificar.

Es pocas veces remarcado que esta propiedad frecuentemente usada en el andlisis
matemdtico depende en gran medida del Axioma de Eleccién. Hay modelos de ZF en
los que el Axioma de Eleccion falla de manera tan mala que en ellos hay contraejemplos
de lo anterior. Ver por ejemplo las paginas 147 y 178 del clasico [HR].
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7

Espacios compactos y similares

La compacidad es una de las ideas mds importantes no sélo dentro de la topologia
sino fuera de ella. La compacidad a lo largo del tiempo ha cambiado y la definicién
original de lo que empez6 a tomarse como compacidad difiere mucho de la actual
definicion. La actual definicién ya tiene muy oculta la motivacién intuitiva de ella; sin
embargo, su nivel de abstraccién la hace una propiedad poderosa en muchos dmbitos.

Quizés la idea central de la compacidad es que permite trabajar con conjuntos
infinitos como si fueran finitos. Por ejemplo, si f es una funcién con dominio finito
y valores reales, es trivial convencerse de que ella es una funcién acotada; si por el
contrario f no tiene dominio finito entonces es dificil pensar que f deba ser acotada,
a menos que el dominio sea compacto y ella sea continua. Como este, hay varios otros
ejemplos que al poner un ingrediente topolégico a una propiedad sobre un compacto
adquiere un cierto sentido de finitud. Se refiere al lector que quiera profundizar mas
en estos aspectos de la compacidad a [Ra].

7.1. Compacidad

Como ya se dijo antes, el concepto de compacidad no nacié aunado al concepto de
cubiertas, pero si propici6 el desarrollo del concepto de cubierta. Una cubierta de un
conjunto es simplemente una familia de subconjuntos cuya unién es el conjunto
en cuestion. Si X es un espacio, una cubierta abierta es una familia de subconjuntos
abiertos % de X cuya unién es X. Se denomina subcubierta a una subfamilia de la
cubierta que es ella misma una cubierta.

Definicién 7.1. Sea X un espacio; se dice que X es un espacio compacto si para cada
cubierta abierta % del espacio X, existe una familia finita .e/ € % tal que X =| J.&/.
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108 7. Espacios compactos y similares

Un subconjunto de un espacio X se dice compacto si con la topologia de subespa-
cio es un espacio compacto. Es facil analizar que si dos espacios son homeomorfos
ambos son compactos o ambos no son compactos. En efecto, eso es consecuencia
de que los homeomorfismos no solamente son biyecciones entre los puntos de los
espacios involucrados sino también entre las familias de subconjuntos abiertos de
los espacios.

Un espacio indiscreto es compacto mientras que un espacio discreto es compacto
si y s6lo si es finito. El espacio co-finito es compacto al igual que cualquiera de sus
subespacios.

Ejemplo 7.2. Dado un espacio discreto X, el espacio del Ejemplo 3.5, A(X)= X U{p},
donde p ¢ X y las vecindades de los x € X son todos los subconjuntos de A(X) que
lo contienen, mientras que las vecindades de p son de la forma {p}U X \ F, donde
F < X es finito. Entonces A(X) es compacto y Hausdorff.

De los posibles ejemplos de espacios compactos, el siguiente es sin duda el mds
importante. Recuerde que dado un conjunto G, por [G]<“ se denota la familia de
subconjuntos finitos de G.

Ejemplo 7.3. [0, 1] es compacto. En efecto, sea % una cubierta abierta del [0, 1]. Consi-
dere

A={x€[0,1]: @V elu]**) (0, x] < ")},

Obviamente A # (J; sea u = sup A. Se requiere verificar que u = 1. Si u < 1 entonces
existen U € % y € >0 tales que u € (u—¢&,u+€) C U. Por definicion de u, existe a € A
tal que u—¢ < a < u; luego el intervalo [0, a] puede cubrirse con una cantidad finita
de elementos de % . Si se elige a’ tal que u < a’ < u + ¢, entonces también el intervalo
[0,a’] puede cubrirse por una cantidad finita de elementos de % y en consecuencia
a’ € A contradiciendo la eleccién de u.

Ejemplo 7.4. Todo espacio linealmente ordenado con minimo y méximo y con la pro-
piedad de la minima cota superior' es compacto. La demostracién de esta afirmacion
es una generalizacion directa del ejemplo anterior. Los detalles se dejan al lector.

Ejemplo 7.5. El cuadrado lexicografico, [0,1] x [0, 1] con la topologia del orden, es un
espacio compacto. S6lo se necesita demostrar que el cuadrado lexicografico tiene la
propiedad de la minima cota superior. Si A € [0,1]x[0, 1] no es vacio, sea x;, el supremo
de la proyeccién de A en la primera coordenada. Si A x {x} x [0,1] = ), entonces
(x9,0) =sup A. Sino, sea y, =sup{y : (xy, y) € A}; entonces (xy, y,) =sup A.

1'Un conjunto ordenado tiene la propiedad de la minima cota superior si cualquier subconjunto no vacio
y acotado superiormente tiene supremo.
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Axiomas de numerabilidad

En el presente capitulo se estudian las propiedades de numerabilidad de un espacio.
Cuando un espacio tiene una base pequefia para su topologia (en el sentido de canti-
dad) es de esperarse encontrar propiedades mds adecuadas que en el caso general.
Por ejemplo, los espacios métricos tienen bases locales pequeiias y si un espacio X es
T, y tiene una base numerable, entonces no puede tener una cardinalidad exagerada
porque si {B,, : n € w} es base para la topologia del espacio X, entonces a cada punto
x del espacio se puede asignar {n € w: x € B, }. Esta asignacién define una inyeccién;
por lo tanto, el espacio no puede tener mas puntos que subconjuntos de niimeros
naturales.

En el capitulo también se presentan algunos hechos relacionados con espacios
separables y se introduce una nueva clase de espacios que si bien en principio no
tienen que ver con axiomas de numerabilidad, si es una clase que extiende a una
popular clase definida a partir de este tipo de axiomas.

8.1. Espacios primero y segundo numerables

Como se dijo arriba, las buenas propiedades de un espacio aumentan significativa-
mente cuando se tiene una base pequena para su topologia, ya sea de manera global
o local. Quizds la mejor muestra de ello sea el Corolario 9.4; otros indicios apareceran
en esta seccién y en las posteriores.

Definicién 8.1. Sea X un espacio.

(1) X es un espacio segundo numerable si X tiene una base numerable para su
topologia.

(2) X es primero numerable si cada x € X tiene una base numerable de vecindades.

Libro-main-2021-09-06.pdf 151 @ 06/09/21 15:41



134 8. Axiomas de numerabilidad

Por razones obvias, todos los espacios segundo numerables son espacios primero
numerables, también son espacios de Lindel6f:

Teorema 8.2 (Lindel6f). Si X es un espacio segundo numerable, entonces toda cubierta
abierta tiene una subcubierta numerable; es decir, es un espacio de Lindeldf.

Demostracién. Sean 8B ={B, : n € w} una base numerable para la topologia de X y
9 una cubierta abierta para X . Fije algin elemento arbitrario V € % . Paracada n € w
escoja U, € % tal que B,, C U, si es posible y U, = V sino.

Entonces X = J,.,, Un porque si x € X, debe existir algtin U € % tal que x € U.
Como U es abierto, existe B € 9 tal que x € B C U. Entonces alguno de los conjuntos
U, debe contenera x. O

También es facil convencerse de que los subespacios de espacios primero (se-
gundo) numerables son espacios de la misma clase. Populares espacios segundo
numerables son R, [0, 1], [0, 1]¢, los espacios métricos son espacios primero numera-
bles pero no necesariamente espacios segundo numerables como se puede constatar
al considerar a un espacio discreto no numerable.

Ejemplo 8.3. R/, la recta de Sorgenfrey, es un espacio primero numerable pero no
segundo numerable. Es facil ver que R, es primero numerable; para ver que no es
segundo numerable observe que si 9 es una base para la topologia de R,, entonces
para cada x € R debe existir B, € % tal que x € B, C[x,x +1). Entonces x #y =
B, # By, porlo que || > c. ;Cudl serd la minima cardinalidad de una base para R?

El Teorema 6.17 caracterizé cuando un punto estd en la clausura de un subconjunto
en términos de la convergencia de una red. Para el caso de los espacios primero
numerables las sucesiones si son capaces de hacer esa caracterizacion.

Proposicién 8.4. Si X es un espacio primero numerable, AC X y x € X; entonces x € A
siy solo si existe una sucesioén de términos en A que convergea x.

La demostracién de esta proposicion es basicamente la misma que la del Teorema
6.17; si una sucesion de términos en A converge a x, entonces toda vecindad de x
atrapa a casi todos los términos de la sucesion y, por lo tanto, debe tener interseccién
no vacia con A. Reciprocamente escoja una base numerable {B,, : n € w} de vecindades
para x con la propiedad adicional de que B,,; € B, para cada n € w. Escogiendo
a, € AN B,, para cada n € w, se obtiene una sucesién que converge a x.

Ejemplo 8.5. El espacio de Arens, ver Ejemplo 6.4, es un espacio numerable que no es
primero numerable puesto que no hay sucesiones en w x w que converjan al punto
p € w x w. ;Cudl serd la minima cardinalidad de una base de vecindades para p?

Aunque el argumento del ejemplo anterior establece que el espacio de Arens no
es primero numerable de manera econémica, no permite exponer un método para
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Metrizacion y Paracompacidad

Se han presentado resultados que muestran como diferentes conceptos se unifican
en la clase de los espacio métricos, ejemplo de ello es el Teorema 7.48 que muestra
cémo diferentes nociones de compacidad coinciden para espacios métricos. No es de
extrafiar que se haya hecho un estudio profundo de qué propiedades garantizaban
que la topologia de un espacio en realidad estd dada por una cierta métrica. El pri-
mer teorema que garantiza la metrizacién de un espacio es el Teorema de Urysohn,
Corolario 9.4, que fue demostrado alrededor de 1925 en la etapa mads joven de la to-
pologia. En la década de los afios 50 hubo mucha actividad tratando de establecer
teoremas importantes que garantizaran la metrizacién. Se concluyé con los Teoremas
de Nagata-Smirnoff y de Bing; pero no sélo se demostraron teoremas de metrizacion,
se plantearon igual otros problemas que generaron un desarrollo impresionante en la
topologia, la teoria de conjuntos, el andlisis. Uno de ello fue la Conjetura del Espacio
Normal de Moore, ver (al menos) la introduccién de [DTW].

9.1. Metrizacion

Definicién 9.1. Un espacio X se llama metrizable si existe una métrica d sobre X que
es compatible con la topologia de X; es decir, que la topologia 7, coincide con la
topologia original de X.

Algunos de los espacios més usados en la prictica son espacios metrizables, algu-
nos no. Los espacios discretos son metrizables por la métrica discreta; si un espacio
X es metrizabley Y es un subespacio de X, entonces Y también es metrizable. Otra
cosa facil e importante es que si un espacio es metrizable por una métrica d, entonces

d = min{l,d}

d
1+d y
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150 9. Metrizacion y Paracompacidad

también son métricas sobre X que generan la misma topologia. Ver Proposicién 2.19.

Ejemplo 9.2. Si cada espacio X,,, con n € w, es metrizable bajo una métrica d,,, en-
tonces X =] [, X» también es metrizable. En efecto, sin pérdida de generalidad se
puede suponer que d,, es una métrica acotada por 1. Definase d : X x X — R por

d rJn
d(x’y):ZM'

n
new 2

Obviamente d es no negativa, d(x, y) = d(y, x) para cualesquiera x,y € X yd(x,y)=0
siy sélo si x = y. Del mismo modo la desigualdad del triangulo, d(x, y) < d(x,z)+
d(z,y), es trivialmente cierta.

Sean 7 la topologia producto sobre X y 7,4 la topologia que induce la métrica d
sobre X. No es dificil ver que 7 C 7. Para demostrar la otra contencién considere £ > 0
y bastard con demostrar que B(x; €) es abierto respecto de 7, para cualquier x € X.
Seanyewtalque )., _, /o </, Parai < ng, sea U =B(x;;/5.,,) y Use a

W =W (X0, X1, X, ., Xpp; Up, Uy, U, ..., Uy ).

Si y € W, entonces y € B(x; €) porque

d(x,y)= Z M < Z di(xi.r Vi) n Z d, (X, Va)

new 2n i<ngy 2! n>ny 2"
& & & ny ¢
< Z_—+—<——+—<e.
b D219 2 Ny 2 2
i<ng

Este es un ejemplo muy importante que nos proporciona una métrica para el
producto numerable de espacios métricos. El siguiente resultado depende fuertemente
de él.

Teorema 9.3 (Urysohn). Un espacio regular X es segundo numerable si y solo si X
puede encajarse en [0,1]%.

Demostracién. Sea X un espacio regular y segundo numerable. Puesto que todo es-
pacio segundo numerable es un espacio de Lindelof, por el Teorema 7.46 se sigue que
X es un espacio normal.

Sea 2 una base numerable para la topologia de X y sea

S={{U,V)eBxRB:UCV}.

Entonces S es numerable. Ahora para s = (U, v) € S considere una funcién continua
fs : X —[0,1]tal que f,[U] S {0}y fIX \ V] C {1}. Puesto que X es normal, el Lema
de Urysohn garantiza que tales funciones f; existen. Defina ¢ : X —[0,1]° por ¢(x) =
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Compactaciones

Se ha visto en la segunda parte de este volumen cémo la compacidad es una propiedad
muy fuerte de la topologia de un espacio. Entre otras cosas permite tratar a un espacio
con una cantidad infinita de puntos como si fuera un espacio finito (si se da un cierto
grado de libertad). En este capitulo se estudia la posibilidad de agrandar a un espacio
dado para lograr un espacio de Hausdorff y compacto:

Definicién 10.1. Sea X un espacio no compacto. Una compactacion de X es un espacio
de Hausdorff que es compacto y que contiene a (una copia de) X como un subespacio
denso.

Es decir, cuando un espacio no es compacto se quiere la posibilidad de agrandar
el espacio agregando los puntos que le faltan para ser compacto, pero de manera tal
que el espacio dado no se pierda en una inmensidad de otros nuevos puntos poco
relacionados con el espacio original; o sea, se desea que el espacio original sea denso
en el nuevo espacio.

Hay muiltiples posibilidades; por ejemplo, el intervalo [0,1] 0 S! son compacta-
ciones de R, como también lo son la cerradura en R? de {(x,sin('/,)) : x €(0,1)}, 0
un segmento de recta enrollandose (infinitamente) alrededor de un circulo dado. El
intervalo [0, 1] también es una compactacién de Q, el conjunto de Cantor es otra com-
pactacién de Q. En fin, hay muchas maneras de compactar un espacio dado; bueno
algunos espacios tienen una tinica compactacién; w; es uno de ellos.

La teoria de compactaciones es amplia. Aqui s6lo se tratardn basicamente dos tipos
de compactaciones. Otra cosa que se debe aclarar es que usualmente la manera en que
el espacio estd encajado en la compactacién es importante. Aqui se estd omitiendo esa
parte porque para los dos tipos de compactaciones que serdn tratadas es irrelevante.
Sin embargo, si se considera X =(0,1) x {0, 1} con su topologia usual, entonces K, =
(S'x {0Hu([0,1]1x {1}y K7 =([0,1]x {0})U(S* x {1}) son dos compactaciones de X que
son homeomorfas, pero no equivalentes (para la mayoria de los autores).
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174 10. Compactaciones

Puede consultarse [En], [Ch], [CN] para ver mucha mds informacién sobre com-
pactaciones y de una manera mads precisa.

10.1. Compactacién por un punto

La forma mas sencilla de compactar a un espacio es agregando sélo un punto; pero
no todos los espacios tienen esa posibilidad. Por ejemplo, Q si tiene compactaciones,
pero no tiene una compactacion por un punto. Otros espacios ni siquiera tienen
compactaciones. Afortunadamente, todos los espacios importantes si tienen.

Teorema 10.2. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un espacio X :
(1) X es completamente regular.
(2) X se puede encajar en un cubo, [0,1]*.
(3) X es subespacio de un espacio de Hausdorff'y compacto.
(4) X es subespacio de un espacio normal.

Este teorema es en realidad el Corolario 7.14; pero aqui se presenta nuevamente
por su importancia para lo que se desarrolla en este capitulo. La implicacién (1) = (2)
es de hecho el Teorema 5.13; el Teorema de Tychonoff que dice que los cubos son
espacios compactos. Del Teorema 7.10 se obtiene la implicacién (3) = (4) y para cerrar
el ciclo bastarecordar que los espacios normales son completamente regulares (gracias
al Lema de Urysohn) y ser completamente regular es una condicién hereditaria.

Por lo tanto, los tinicos espacios que tienen la posibilidad de tener una compacta-
cion son los espacios completamente regulares y de hecho todos esos espacios tienen
una compactacién, como se puede deducir del Teorema 10.2.

Teorema 10.3. Para cualquier espacio de Tychonoff X, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(1) Elespacio X es localmente compacto.
(2) Para toda compactacion K de X, el residuo K \ X es cerrado.
(3) Hay una compactacion K de X en la que X es abierto.

Nuevamente este teorema es un corolario de otro resultado antes presentado. Las
implicaciones(2) = (3)= (1) son féciles, la otra se sigue de la Proposicién 7.30. Agregar
un nuevo punto y hacer que el nuevo espacio sea de Hausdorff y compacto conlleva a
que el espacio original deba ser abierto en su compactacién. Asi, los inicos espacios
que tienen compactacién por un punto son los espacios localmente compactos.
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