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El Axioma de Elecci¶on

8.1 Introducci¶on

En este cap¶³tulo discutiremos un principio que es de los m¶as importantes, y
al mismo tiempo controversiales, de las matem¶aticas. En 1904 Ernst Zermelo
en su \Demostraci¶on de que todo conjunto puede ser bien ordenado" [Z1] puso
atenci¶on a una suposici¶on, la cual se usaba impl¶³citamente en una variedad
de argumentos matem¶aticos. Esta suposici¶on no se deduce de los axiomas
previamente conocidos de la matem¶atica o de la l¶ogica, por lo tanto, debe
ser tomado como un nuevo axioma; Zermelo lo llam¶o Axioma de Elecci¶on.
El Axioma de Elecci¶on es ¶util porque muchas proposiciones que parece na-
tural suponer verdaderas, no podr¶³an demostrarse sin su ayuda; adem¶as, tiene
implicaciones signi¯cativas en muchas ramas de la matem¶atica, y consecuen-
cias tan poderosas que algunas veces son dif¶³ciles de aceptar; pero no siempre
es indispensable, puesto que los temas en cuyo contexto se plantean dichas
proposiciones contin¶uan subsistiendo tambi¶en en su ausencia, si bien en forma
algo mutilada. La controversia sobre este principio contin¶ua en nuestros d¶³as;
presentaremos algunos de estos aspectos en este cap¶³tulo.

Para ilustrar cu¶ando el Axioma de Elecci¶on se introduce en los argumentos
matem¶aticos examinaremos la siguiente proposici¶on.

Proposici¶on 8.1 Sea (A,·) un conjunto no vac¶³o parcialmente ordenado y
supongamos que A no tiene elementos maximales, entonces existe una sucesi¶on
creciente x0 < x1 < x2 < ¢ ¢ ¢ < xn < ¢ ¢ ¢ de elementos en A.

Demostraci¶on:

A es no vac¶³o por hip¶otesis, por lo tanto, podemos seleccionar un elemento
arbitrario de A y le llamaremos x0. Por inducci¶on, sup¶ongase que tenemos
dados x0 < x1 < ¢ ¢ ¢ < xn ; de¯namos

An = fx 2 A : x > xng .

An es no vac¶³o, pues si fuera vac¶³o, entonces xn ser¶³a un elemento maximal,
contradiciendo nuestro supuesto. Seleccionemos un elemento arbitrario de An



176 8. El Axioma de Elecci¶on

y llam¶emosle xn+1; as¶³ tenemos

x0 < x1 < x2 < ¢ ¢ ¢ < xn < xn+1.

Este proceso inductivo de¯ne una sucesi¶on creciente de longitud n, Sn =
(xi)

n¡1
i=0 , para cada n 2 N. Ahora, si hacemos S =

S
Sn , entonces S es la

sucesi¶on que buscamos.

Un examen detallado del argumento anterior nos revelar¶a que hemos usado
una suposici¶on que no es en s¶³ misma evidente. En efecto, hemos supuesto que
es posible hacer una sucesi¶on in¯nita de elecciones. Es com¶un, en matem¶aticas,
hacer una elecci¶on arbitraria (por ejemplo, siempre decimos \sea x un elemento
arbitrario de A") y la experiencia con¯rma que podemos hacer una sucesi¶on
¯nita de elecciones; pero una sucesi¶on in¯nita de elecciones nos lleva a repetir
el argumento una cantidad in¯nita de veces, y nada en nuestra experiencia o
en la l¶ogica que habitualmente usamos justi¯ca un proceso de esa naturaleza.

En la prueba de 8.1 fue necesario elegir elementos x0, x1, x2, etc., en
sucesi¶on, donde cada elecci¶on depende de la elecci¶on anterior. El hecho de
que las elecciones son sucesivas puede parecer el elemento m¶as molesto en la
demostraci¶on, puesto que esto involucra un factor de tiempo. Sin embargo,
el argumento puede alterarse de tal modo que las elecciones se hagan si-
mult¶aneamente e independientes unas de otras.

Admitamos que para cada subconjunto no vac¶³o B µ A, es posible selec-
cionar un elemento arbitrario fB , que podemos llamar el representante de B.
Note que en este caso, cada elecci¶on es independiente de las otras; ya que, en
una manera de decirlo, todas las elecciones pueden hacerse simult¶aneamente.
Regresando a la prueba de la Proposici¶on 8.1, si xn y An son dados, podemos
de¯nir xn+1 como el representante de An; en otras palabras, en lugar de selec-
cionar representantes de A1, A2, A3, etc., en sucesi¶on, tenemos seleccionados
representantes de todos los subconjuntos no vac¶³os de A. De hecho, esto re-
quiere hacer mucho m¶as elecciones de las necesarias para nuestro argumento
original, pero es el precio que debemos pagar para substituir las elecciones
sucesivas por elecciones simult¶aneas.

El p¶arrafo precedente hace ver que la naturaleza sucesiva de las elecciones
no es el enigma del problema; el cuestionamiento es: >Podemos hacer in¯nitas
elecciones?

Es f¶acil observar que en ciertos casos particulares la respuesta es \s¶³". Por
ejemplo, si A es un conjunto bien ordenado, podemos de¯nir el representante de
cada subconjunto no vac¶³o B µ A como el elemento m¶³nimo de B. La situaci¶on
en la Proposici¶on 8.1, sin embargo, es completamente diferente, porque no
tenemos alguna regla de¯nida que nos proporcione el representante.
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En la demostraci¶on de la Proposici¶on 8.1 hablamos de \seleccionar" un ele-
mento de An; claramente, es deseable formalizar la noci¶on de selecci¶on como
un nuevo concepto de la Teor¶³a de Conjuntos; la manera de realizarlo es in-
troduciendo el concepto de funci¶on selectora de representantes.

De¯nici¶on 8.2 Sea A un conjunto. Una funci¶on de elecci¶on o selectora para
A es una funci¶on f : P(A) n f;g ! A tal que, para todo

B 2 P(A) n f;g , f (B) = fB 2 B.

Ejemplo 8.3 Sea A = fa, b, cg . Una funci¶on de elecci¶on para A es la funci¶on
dada por la siguiente tabla:

B fB

fa, b, cg a
fa, bg a
fa, cg a
fb, cg c
fag a
fbg b
fcg c

De hecho, cualquier conjunto ¯nito tiene una funci¶on de elecci¶on (ver Ejercicio
8.2.1).

Ejemplo 8.4 Si (A,·) es un conjunto bien ordenado entonces A tiene una
funci¶on de elecci¶on.

En vista de la De¯nici¶on 8.2, podemos reformular la pregunta planteada
como: >Todo conjunto tiene una funci¶on de elecci¶on? Necesitamos hacer un
comentario crucial en este punto: la demostraci¶on de la Proposici¶on 8.1 no
requiere que construyamos una funci¶on de elecci¶on, ¶esta requiere que exista al
menos una funci¶on de elecci¶on para A, entonces (en el paso controversial de la
demostraci¶on) de¯nimos xn+1 = f (An+1); si estamos seguros de que f existe.

Axioma 9 (de Elecci¶on) Todo conjunto no vac¶³o tiene una funci¶on de elec-
ci¶on.

8.2 El Axioma de Elecci¶on

El Axioma de Elecci¶on di¯ere de los axiomas ZF (axiomas 1 a 8 y 10) por
asegurar la existencia de un conjunto (es decir, una funci¶on de elecci¶on) sin des-
cribir a este conjunto como una colecci¶on de objetos que tienen una propiedad
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particular. ¶Este es precisamente el aspecto del Axioma de Elecci¶on que lo hace
inaceptable para un grupo de matem¶aticos llamados intuicionistas, quienes
a¯rman que la existencia matem¶atica y la constructibilidad son la misma cosa.
De hecho, es interesante saber cu¶ando una proposici¶on matem¶atica puede ser
demostrada sin usar el Axioma de Elecci¶on.

Por otro lado, K. GÄodel [G2] en 1938 prob¶o que el Axioma de Elecci¶on es
consistente con los axiomas ZF, es decir, no es contradictorio con ellos; tam-
poco es una consecuencia, como lo demostr¶o P. J. Cohen [C4] en 1963. As¶³, este
axioma tiene la misma categor¶³a de otros axiomas famosos en matem¶aticas,
como el Quinto Postulado de Euclides. Podemos tener entonces una Teor¶³a de
Conjuntos \est¶andar" ZFC si aceptamos el Axioma de Elecci¶on, y una Teor¶³a
de Conjuntos \no est¶andar" en la cual aceptemos postulados alternativos al
Axioma de Elecci¶on.

Es imposible, por las razones del p¶arrafo anterior, hacer una decisi¶on en
pro o en contra basada en argumentos de l¶ogica pura acerca de la validez del
Axioma de Elecci¶on. Tambi¶en, dado que el Axioma de Elecci¶on involucra un
¶area de las matem¶aticas (a saber, los conjuntos in¯nitos) que est¶a fuera de
nuestra experiencia real, nunca ser¶a posible con¯rmar o rechazar al axioma
por \observaci¶on"; as¶³, la decisi¶on es puramente personal.

En la literatura hay varias formulaciones diferentes del Axioma de Elecci¶on
las cuales son equivalentes a nuestro Axioma 9. Aqu¶³ presentaremos seis de
estas proposiciones, otras aparecer¶an en las siguientes secciones y en los ejer-
cicios.

Teorema 8.5 Las siguientes proposiciones son equivalentes:
(a) El Axioma de Elecci¶on.
(b) Si A es una familia no vac¶³a de conjuntos no vac¶³os y ajenos dos a

dos, entonces existe un conjunto B tal que para todo A 2 A, A \ B es un
conjunto unitario.

(c) Toda funci¶on sobreyectiva tiene una inversa derecha.
(d) Si fAαgα2¡ es tal que Aα 6= ;, Aα \Aβ = ; para cualesquiera α, β 2 ¡

con α 6= β, entonces existe B µ S
α2¡ Aα tal que B \Aα es unitario para cada

α 2 ¡.
(e) Si fAαgα2¡ es una familia indizada de conjuntos no vac¶³os, entonces

existe una funci¶on f : ¡ ! S
α2¡ Aα tal que para cada α 2 ¡, f (α) 2 Aα.

(f ) Si fAαgα2¡ es una familia indizada de conjuntos no vac¶³os entoncesQ
α2¡Aα 6= ;.

(g) Si F : X ! P(Y ) n f;g es una funci¶on, entonces existe una funci¶on
f : X ! Y tal que f (x) 2 F (x) para todo x 2 X.
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Demostraci¶on:

(a) ) (b). Supongamos que A es una familia no vac¶³a cuyos elementos son no
vac¶³os y ajenos por pares. Sea A =

S A; claramente A µ P(A). Por (a) existe
una funci¶on f : P(A) n f;g ! A tal que f (C ) 2 C para cada C 2 P(A) n f;g.
Si B = f (A), entonces B es el conjunto requerido por (b).

(b) ) (c). Sea f : X ! Y una funci¶on sobreyectiva, entonces Ay =
f¡1(fyg) 6= ; para cada y 2 Y ; adem¶as y 6= y 0 implica que Ay \ Ay 0 = ;.
Usando (b) se in¯ere la existencia de un conjunto B tal que B \Ay es unitario
para todo y 2 Y . Sea xy 2 X tal que B \ Ax = fxyg .

De¯namos g : Y ! X tal que g(y) = xy 2 B \ Ay para cada y 2 Y . Es
inmediato que g est¶a bien de¯nida y que f (g(y)) = y; o sea, f ± g = IdY .

(c) ) (d). Sea A = fAαgα2¡ tal que Aα 6= ;, Aα \ Aβ = ; y de¯namos
f :

S A ! A como f (x) = Aα si x 2 Aα. Si (x,Aα) 2 f y (x,Aβ) 2 f entonces
Aα \ Aβ 6= ;, luego Aα = Aβ . Por lo tanto, f es una funci¶on que claramente
es sobreyectiva. Usando la hip¶otesis existe una funci¶on g : A ! S A tal
que f ± g(Aα) = IdA(Aα) = Aα; lo cual implica que g(Aα) 2 Aα. Tomando
B = g(A) se tiene la conclusi¶on.

(d) ) (e). Sea fAαgα2¡ una familia indizada de conjuntos no vac¶³os. En-
tonces la familia A = ffαg £ Aαgα2¡ cumple las hip¶otesis requeridas por (d).
Por lo tanto, existe un conjunto B µ S A tal que B \ (fαg £ Aα) = f(α, xα)g
para cada α 2 ¡; sea

f = f(α, xα) : α 2 ¡g .

Entonces f es una funci¶on de ¡ en
S

α2¡Aα y f(α) = xα 2 Aα.
(e) ) (f). Sea fAαgα2¡ una familia indizada de conjuntos no vac¶³os, la

funci¶on resultante de (e) de hecho es un elemento de
Q

α2¡ Aα.
(f ) ) (g). Sea F : X ! P(Y )n f;g y consideremos Ax = F (x). La hip¶otesis

implica que
Q

x2X Ax es no vac¶³o, es decir, existe

f : X !
[

x2X

Ax

tal que f (x) 2 Ax = F (x). Pero
S

x2X Ax µ Y , luego f : X ! Y es la funci¶on
requerida para establecer (g).

(g) ) (a). Consideremos la funci¶on identidad

Id : P (X) n f;g ! P(X) n f;g .

Entonces, por hip¶otesis, existe f : P (X) n f;g ! X tal que

f(A) 2 Id(A) = A;
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o sea, f es una funci¶on de elecci¶on para X.

Una implicaci¶on del Teorema 8.5 es que para cualquier relaci¶on de equiva-
lencia en un conjunto X existe un conjunto de representantes para las clases de
equivalencia. En los ejercicios se pide mostrar que la uni¶on de una familia nu-
merable de conjuntos numerables es un conjunto numerable; ¶esta es tambi¶en
una consecuencia del Axioma de Elecci¶on. Es importante mostrar que hay
otras (muchas) formulaciones equivalentes del Axioma de Elecci¶on1, las cuales
tienen aplicaci¶on en muy diversas disciplinas matem¶aticas; en las pr¶oximas
secciones daremos otras formulaciones, algunas aplicaciones y desventajas que
uno sufre al dejar de aceptar el Axioma de Elecci¶on. Sierpi¶nski fue uno de los
primeros interesados en los problemas relacionados con el Axioma de Elecci¶on
y desde 1918 public¶o numerosos art¶³culos relacionados a este tema.

Ejercicios 8.2

1. Demuestre que cualquier conjunto ¯nito tiene una funci¶on de elecci¶on.

2. Pruebe que si (A,·) es un conjunto linealmente ordenado y si F es
cualquier familia de subconjuntos ¯nitos no vac¶³os de A, entonces existe
una funci¶on f : F ! A tal que f (F ) 2 F para cada F 2 F . (De los
axiomas ZF no se sigue que cualquier conjunto pueda ser linealmente
ordenado.)

3. Pruebe que la uni¶on de una familia numerable de conjuntos numerables
es numerable.

4. Pruebe que cualquier conjunto in¯nito tiene un subconjunto numerable.
(As¶³, con el Axioma de Elecci¶on son equivalentes in¯nito seg¶un Dedekind
e in¯nito.)

5. Sea (A,·) un conjunto linealmente ordenado no vac¶³o. Muestre que
(A,·) es bien ordenado si y s¶olo si no existe una sucesi¶on (an)1n=0 tal
que an+1 < an para cada n 2 N. (Ver Ejercicio 4.5.31.)

1Ver por ejemplo [J2] y [RR], donde hay tambi¶en una extensa bibliograf¶³a de trabajos
relacionados con los problemas de la independencia l¶ogica del Axioma de Elecci¶on y de
varias proposiciones m¶as d¶ebiles que este axioma.
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6. Demuestre las siguientes leyes distributivas.

\

t2T

Ã[

s2S

At,s

!
=

[

f2ST

Ã\

t2T

At,f(t)

!

[

t2T

Ã\

s2S

At,s

!
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\

f2ST

Ã[

t2T

At,f(t)

!
.

7. Demuestre que el Axioma de Elecci¶on es equivalente a la siguiente propo-
sici¶on (Bernays, 1941): Para toda relaci¶on R existe una funci¶on f tal que
dom f = dom R y f µ R.

8. Demuestre que el Axioma de Elecci¶on es equivalente a la siguiente propo-
sici¶on (Ward, 1962): El producto cartesiano de una familia de conjuntos
no vac¶³os y mutuamente equipotentes es un conjunto no vac¶³o. (Sugeren-
cia: para una familia fXαg de conjuntos no vac¶³os, de¯na Y = (

S
α Xα)N

y F : Y £Xα ! Y por medio de F (f, u)(0) = u y F (f, u)(n+1) = f (n).
Use F para mostrar que jY £ Xαj · jY j; concluya que Y es equipotente
a Y £ Xα y emplee la hip¶otesis.)

8.3 Cuatro Equivalencias Importantes

Hay muchos problemas en Teor¶³a de Conjuntos, Algebra, An¶alisis y otras ra-
mas de las matem¶aticas en los cuales el Axioma de Elecci¶on o las formas
equivalentes que se presentaron en la secci¶on anterior no son inmediatamente
aplicables, pero existen otras equivalencias que son muy importantes por sus
m¶ultiples aplicaciones. Para demostrarlas necesitamos algunos resultados y
de¯niciones preliminares.

De¯nici¶on 8.6 Sea F una familia de conjuntos. Se dice que F es una familia
de car¶acter ¯nito si para cada conjunto A, se tiene que A 2 F si y s¶olo si cada
subconjunto ¯nito de A pertenece a F .

Lema 8.7 Sea F una familia de car¶acter ¯nito y sea B una cadena en F con
respecto a la contenci¶on, entonces

S B 2 F .

Demostraci¶on:

Es su¯ciente mostrar que cada subconjunto ¯nito de
S B pertenece a F . Sea

F = fx1, x2, . . . , xng µ S B. Entonces, existen Bi 2 B para i 2 f1, 2, . . . , ng
tal que xi 2 Bi. Como B es una µ-cadena, existe i0 2 f1, 2, . . . , ng tal que
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Bi µ Bi0 para cada i 2 f1, 2, . . . , ng. Entonces F µ Bi0 2 F , pero F es de
car¶acter ¯nito, as¶³ que F 2 F . Por lo tanto,

S B 2 F .

Teorema 8.8 (Lema de Tukey-TeichmÄuller) Toda familia no vac¶³a de -
car¶acter ¯nito tiene un elemento µ-maximal.

Demostraci¶on:

Supongamos que el resultado es falso, entonces existe una familia no vac¶³a F
de car¶acter ¯nito que no tiene elementos maximales. Para cada F 2 F , sea

AF = fE 2 F :F ½ Eg .

Entonces fAF : F 2 Fg es una familia no vac¶³a de conjuntos no vac¶³os. Por el
Teorema 8.5(e), existe una funci¶on f de¯nida en F tal que f(F ) 2 AF para
cada F 2 F . As¶³ tenemos que F ½ f (F ) 2 F para todo F 2 F .

Una subfamilia J de F se llama f -inductiva si tiene las siguientes propie-
dades:

(1) ; 2 J ;

(2) A 2 J implica f (A) 2 J ;

(3) si B es una µ-cadena contenida en J , entonces
S B 2 J .

Ya que ; es un conjunto ¯nito, ; 2 F , y por el Lema 8.7, la familia F es
f -inductiva. As¶³, el sistema de subfamilias de F que son f -inductivas es no
vac¶³o. Sea

J0 =
\

fJ µ F : J es f -inductivag .

Es f¶acil ver que J0 es f -inductiva. As¶³, J0 es la m¶³nima familia f -inductiva, es
decir, cualquier familia f -inductiva contenida en J0, debe ser J0. Emplearemos
fuertemente este hecho para mostrar que J0 es una cadena.

Sea
H = fA 2 J0 : B 2 J0 y B ½ A implica f (B) µ Ag .

Se a¯rma que si A 2 H y C 2 J0, entonces o bien C µ A o f (A) µ C. Para
probar esta a¯rmaci¶on, sea A 2 H y de¯namos

GA = fC 2 J0 : C µ A _ f (A) µ Cg .

Ser¶a su¯ciente mostrar que GA es f -inductiva.
Como ; 2 J0 y ; µ A, (1) se satisface. Sea C 2 GA, entonces o bien C ½ A,

C = A o f (A) µ C. Si C ½ A, entonces f (C) µ A puesto que A 2 H. Si
C = A, entonces f (A) µ f(C). Si f (A) µ C, entonces f(A) µ f (C) puesto
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que C ½ f (C). As¶³, en cualquier caso f (C) 2 GA y (2) se satisface. Sea B
una cadena en GA. Entonces, o bien C µ A para cada C 2 B, y en tal casoS B µ A; o existe C 2 B tal que f (A) µ C µ S B. As¶³

S B 2 GA y (3) se
satisface. Concluimos que GA es f -inductiva y as¶³ GA = J0.

Ahora a¯rmamos que H = J0. Para probar esto, mostraremos que H es f -
inductiva. Como ; no tiene subconjuntos propios, H satisface (1) por vacuidad.
Supongamos ahora que A 2 H y B 2 J0 es tal que B ½ f(A). Como B 2
J0 = GA y dado que la inclusi¶on f (A) µ B es imposible, tenemos que B µ A.
Si B ½ A, entonces, por la de¯nici¶on de H, f (B) µ A ½ f (A). Si B = A,
entonces f (B) µ f(A). En cualquier caso se obtiene que f (B) µ f (A); as¶³
f (A) 2 H y (2) se satisface para H. Finalmente, sea B una cadena en H y
sea B 2 J0 tal que B ½ S B. Veamos que f (B) µ S B. Como B 2 J0 = GA

para cada A 2 B, tenemos que, o bien B µ A para alg¶un A 2 B, o f (A) µ B
para cada A 2 B. Si la ¶ultima alternativa fuera cierta, tendr¶³amos que

B ½
[

B µ
[

ff (A) : A 2 Bg µ B,

lo cual es imposible. As¶³, existe alg¶un A 2 B tal que B µ A. Si B ½ A, entonces
como A 2 H, tenemos que f (B) µ A µ S B. Si B = A, entonces B 2 H yS B 2 J0 = GB . Esto implica que f (B) µ S B (

S B µ B es imposible). As¶³
en cualquier caso, f(B) µ S B y, por tanto,

S B 2 H. Esto muestra que H
satisface (3). Por todo lo anterior concluimos que H es f -inductiva y H = J0.

De los argumentos anteriores podemos inferir que si A 2 J0 = H y B 2
J0 = GA , entonces o bien B µ A o A µ f (A) µ B, es decir, cualesquiera
dos elementos de J0 son µ-comparables; con lo cual J0 es una cadena. Sea
M =

S J0. Puesto que J0 es f -inductiva, (3) implica que M 2 J0. Aplicando
(2) tenemos que [

J0 = M ½ f(M) 2 J0.
Esta contradicci¶on establece el teorema.

Teorema 8.9 (Principio Maximal de Hausdor®) Todo conjunto no va-
c¶³o (parcialmente) ordenado contiene una cadena µ-maximal.

Demostraci¶on:

Sea (X,·) cualquier conjunto ordenado no vac¶³o. Queremos mostrar que X
contiene una cadena µ-maximal. Esto se implica f¶acilmente del Lema de
Tukey-TeichmÄuller puesto que la familia C de todas las cadenas en X es no
vac¶³a y de car¶acter ¯nito.
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Teorema 8.10 (Lema de Kuratowski-Zorn) Cualquier conjunto (parcial-
mente) ordenado y no vac¶³o en el cual toda cadena tiene una cota superior
tiene un elemento maximal.

Demostraci¶on:

Sea (X, ·) cualquier conjunto ordenado no vac¶³o en el cual cada cadena tiene
una cota superior. Usando el Principio Maximal de Hausdor® existe una ca-
dena µ-maximal M µ X . Sea m una cota superior de M . Entonces m es un
elemento maximal de X, pues si existe alg¶un x 2 X tal que m < x, entonces
M [ fxg es una cadena que contiene propiamente a M . Esto contradice la
maximalidad de M .

El cuarto resultado importante que presentamos en esta secci¶on, es una de
las consecuencias m¶as importantes del Axioma de Elecci¶on y es un ejemplo
fuera de lo com¶un de una proposici¶on que no es constructiva. ¶Esta asegura
que cualquier conjunto puede ser bien ordenado. Su demostraci¶on no propor-
ciona informaci¶on alguna de c¶omo bien ordenar a los elementos de X ; en otras
palabras, no asegura que cualquier conjunto pueda ser efectivamente bien or-
denado sino que se limita a asegurar que, entre todas las posibles relaciones
R µ X £ X hay al menos una que es un buen orden para X.

Un conjunto ¯nito X puede ser obviamente bien ordenado; por ejemplo,
si X = fa, b, cg, entonces a < b < c es un buen orden de X. Sin embargo,
no ha sido descubierto alg¶un m¶etodo para bien ordenar conjuntos tales como
R, el conjunto de los n¶umeros reales. En efecto, seg¶un la opini¶on de muchos
matem¶aticos, es imposible construir un buen orden para R.

Ahora probaremos el Teorema del Buen Orden; note que la demostraci¶on
est¶a basada fuertemente en el Axioma de Elecci¶on.

Sea X un conjunto arbitrario, y sea B la familia de todos los pares (B,G)
donde B es un subconjunto de X y G es un buen orden para B. Introducimos
el s¶³mbolo ¹ y de¯nimos (B,G) ¹ (B 0, G0) si y s¶olo si

B µ B 0, G µ G0, x 2 B, y 2 B 0 n B ) (x, y) 2 G0

(Note que la ¶ultima condici¶on asegura, intuitivamente, que todos los elementos
de B preceden a todos los elementos de B 0 n B.)

A (B 0, G0) se le llama continuaci¶on de (B,G). Es f¶acil veri¯car que ¹ es una
relaci¶on de orden en B; los detalles se dejan como ejercicio al lector.

Lema 8.11 Sean (B,¹) el conjunto ordenado antes de¯nido,

C = f(Bα, Gα)gα2I
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una cadena en B y

B =
[

α2I

Bα , G =
[

α2I

Gα.

Entonces (B,G) 2 B.

Demostraci¶on:

Claramente B µ X ; as¶³ nuestro resultado ser¶a establecido si podemos mostrar
que G es un buen orden para B. Primero veri¯quemos que G es una relaci¶on
de orden.

Re°exividad. x 2 B implica x 2 Bα para alg¶un α 2 I, entonces (x, x) 2
Gα µ G; as¶³ G es re°exiva.

Antisimetr¶³a. Si (x, y) 2 G y (y, x) 2 G, entonces (x, y) 2 Gα y (y, x) 2 Gβ

para algunos α, β 2 I; pero como C es una cadena en B, Gα µ Gβ o Gβ µ Gα.
Supongamos que Gα µ Gβ . Entonces (x, y) 2 Gβ y (y, x) 2 Gβ , pero Gβ es
una relaci¶on de orden, as¶³ x = y. Esto prueba que G es antisim¶etrica.

Transitividad. Si (x, y) 2 G y (y, z) 2 G, entonces existen α, β 2 I tales que
(x, y) 2 Gα y (y, x) 2 Gβ ; nuevamente usando que C es una cadena, podemos
suponer, sin p¶erdida de generalidad, que Gα µ Gβ . Entonces (x, y) 2 Gβ y
(y, z) 2 Gβ implica (x, z) 2 Gβ µ G, lo cual muestra que G es transitiva.

Ahora demostraremos que B est¶a bien ordenado por G. Sea D µ B, D 6= ;.
Entonces D \ Bα0 6= ; para alg¶un α0 2 I; luego D \ Bα0 µ Bα0 . Por lo
tanto, D \Bα0 tiene un primer elemento b en el orden Gα0; esto es, para todo
y 2 D\Bα0, (b, y) 2 Gα0 . Procedamos a demostrar que b es el primer elemento
de D en (B,G).

Sea x 2 D. Si x 2 Bα0 , entonces (b, x) 2 Gα0 µ G. Si por el contrario
x /2 Bα0 entonces, puesto que x 2 D µ B, necesariamente x 2 Bβ para alg¶un
β 2 I. Ahora como Bβ * Bα0 , no puede ocurrir que (Bβ, Gβ) ¹ (Bα0 , Gα0).
Pero C es una cadena, entonces forzosamente (Bα0 , Gα0) ¹ (Bβ, Gβ). Por la
de¯nici¶on de ¹, (b, x) 2 Gβ µ G. Esto demuestra que b = minD en (B,G).

Lema 8.12 Si C, B y G est¶an de¯nidos como antes, (B,G) es una cota su-
perior de C en (B,¹).

Demostraci¶on:

Sea (Bα, Gα) 2 C; claramente Bα µ B y Gα µ G. Ahora sup¶ongase que
x 2 Bα, y 2 B n Bα; ciertamente y 2 Bβ para alg¶un β 2 I . Ahora (Bα, Gα) ¹
(Bβ, Gβ ) pues y 2 Bβ n Bα, de aqu¶³ resulta que (x, y) 2 Gβ µ G. Esto es,
(Bα, Gα) ¹ (B,G).

Teorema 8.13 (del Buen Orden) Todo conjunto puede ser bien ordenado.
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Demostraci¶on:

Por los Lemas 8.11 y 8.12 podemos aplicar el Lema de Kuratowski-Zorn a
(B, ¹); as¶³ B tiene un elemento ¹-maximal (B,G). Mostraremos que B = X,
as¶³ X ser¶a bien ordenado. Si B ½ X , entonces existe x 2 X n B. Adjuntando
x como ¶ultimo elemento de B (ver Ejemplo 4.132), tenemos que

(B,G) Á (B [ fxg , G [ f(a, x) : a 2 Bg).

Esto contradice el car¶acter maximal de (B,G). Por lo tanto, B = X .

Es claro que el Axioma de Elecci¶on puede derivarse del Teorema del Buen
Orden. En efecto, si X es un conjunto no vac¶³o, por el Teorema del
Buen Orden, X puede ser bien ordenado; si B es un subconjunto no vac¶³o
de X , sea f (B) = minB. Entonces f es una funci¶on de elecci¶on.

Tenemos pues probado el siguiente teorema que resalta los resultados que
presentamos en esta secci¶on.

Teorema 8.14 Son equivalentes:
(a) El Axioma de Elecci¶on.
(b) El Lema Tukey-TeichmÄuller.
(c) Principio Maximal de Hausdor®.
(d) El Lema de Kuratowski-Zorn.
(e) El Teorema del Buen Orden.

El Teorema del Buen Orden fue propuesto originalmente por Cantor, y
aunque ¶el no dio alguna demostraci¶on, D. Hilbert en el Congreso Internacional
de Matem¶aticas en Par¶³s (1900) se re¯ri¶o al Teorema del Buen Orden como
un resultado de Cantor. Zermelo fue el primero en demostrarlo; sin embargo,
debido a la paradoja de Burali-Forti y a que su demostraci¶on hac¶³a uso de
inducci¶on trans¯nita, esa primera demostraci¶on de Zermelo no fue muy acep-
tada. Para responder a las cr¶³ticas, en 1908 Zermelo public¶o otra demostraci¶on
en la que se eliminaba el uso de ordinales. Se dice que la forma axiom¶atica
de Zermelo para la Teor¶³a de Conjuntos est¶a fuertemente in°uenciada por la
segunda demostraci¶on ya que, hablando vagamente, ¶el seleccion¶o las formas
m¶as d¶ebiles para los axiomas en los cuales pudiera justi¯car su demostraci¶on.

La segunda formulaci¶on del Axioma de Elecci¶on la realiz¶o B. Russell bajo
el nombre de Axioma Multiplicativo (1906). Aunque Russell anunci¶o que su
principio era un sustituto del principio de Zermelo (cre¶³a que era m¶as d¶ebil
que el principio de Zermelo). Despu¶es, en 1909, F. Hausdor® propuso el Prin-
cipio Maximal; sin embargo, Hausdor® no lo menciona en su famoso libro
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Mengenlehre de 1914 y aparece hasta la segunda edici¶on de 1927. Kuratowski
redescubri¶o el Principio Maximal en 1922 y dio otra demostraci¶on del Teorema
del Buen Orden. El segundo redescubrimiento lo realiz¶o Zorn en 1935, en esta
ocasi¶on el Principio Maximal fue decisivamente convincente, el resultado se
conoce como el \Lema de Zorn". Similarmente TeichmÄuller en 1939 y Tukey
1940 formularon independientemente el otro principio maximal.

Ejercicios 8.3

1. Muestre que la intersecci¶on de un sistema de familias f -inductivas es
una familia f -inductiva.

2. Muestre que la relaci¶on ¹ (continuaci¶on) de¯nida antes del Lema 8.11
es un orden parcial.

3. Demuestre que si A puede ser bien ordenado, entonces P(A) puede ser
linealmente ordenado. (Sugerencia: considere el primer elemento de X 4
Y , para X,Y µ A.)

4. Sea (A, ·) un conjunto parcialmente ordenado en el que cualquier cadena
tiene una cota superior. Muestre que para cada a 2 A, existe un elemento
·-maximal x 2 A tal que a · x.

5. Sea (L,·) un conjunto linealmente ordenado. Pruebe que existe un con-
junto W µ L tal que · es un buen orden en W y tal que para cada
x 2 L existe un y 2 W tal que x · y.

6. Sea A cualquier conjunto in¯nito. Demuestre que A puede ser bien orde-
nado de tal manera que A no tenga m¶aximo. Tambi¶en muestre que hay
un buen orden para A en el cual A tiene m¶aximo.

7. Pruebe que si A es una familia de car¶acter ¯nito, entonces cualquier
X 2 A est¶a incluido en un µ-maximal Y 2 A.

8. Demuestre que la siguiente proposici¶on es equivalente al Axioma de
Elecci¶on: Cualquier familia F contiene una subfamilia µ-maximal con-
sistente de conjuntos ajenos por pares. (Sugerencia: sea S una familia de
conjuntos ajenos; encuentre una funci¶on de elecci¶on para S. Esto puede
obtenerse usando una subfamilia µ-maximal de conjuntos ajenos de

E = ff(0, a), (1, A)g : A 2 S y a 2 Ag .)
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9. Pruebe que el Principio Maximal de Hausdor® es equivalente a la si-
guiente proposici¶on: Si A es una familia tal que para cada cadena B µ A,S B 2 A, entonces A tiene un elemento µ-maximal.

10. Demuestre que para cualquier orden ¹ en A, existe un orden lineal ·
en A tal que a ¹ b implica a · b para todo a, b 2 A (es decir, cualquier
orden parcial puede extenderse a un orden lineal.) (Sugerencia: sea O la
familia de ordenes de A que contienen a ·. Use el ejercicio anterior para
mostrar que O tiene un elemento µ-maximal, ¹. Si ocurriera que a ± b
y b ± a para algunos a, b 2 A, considere la relaci¶on

¹ [f(x, y) : x ¹ a y b ¹ yg .)

8.4 Uso del Axioma de Elecci¶on

Empezamos con algunos resultados ampliamente conocidos en los cuales pocas
veces se enfatiza el uso del Axioma de Elecci¶on.

Un n¶umero real x est¶a en la clausura A, de un conjunto A µ R, si para
cualquier ε > 0,

A \ (x ¡ ε, x + ε) 6= ;.

En el siguiente ejemplo se proporciona una caracterizaci¶on de los puntos clau-
sura.

Ejemplo 8.15 Un n¶umero real x est¶a en la clausura de un conjunto A µ R
si y s¶olo si existe una sucesi¶on de elementos en A que converge a x.

Demostraci¶on:

)] Si x 2 A, entonces para cada n 2 N podemos seleccionar xn 2 A \
(x ¡ 1

n
, x + 1

n
); como jx ¡ xnj < 1

n
para cada n 2 N, se sigue f¶acilmente que

limn!1 xn = x.
(] Est¶a parte de la demostraci¶on no hace uso del Axioma de Elecci¶on y es

f¶acil.

Cuando se demuestra en los cursos ordinarios de C¶alculo Diferencial e In-
tegral o An¶alisis la proposici¶on del Ejemplo 8.15 se pone mucha atenci¶on a
la convergencia de la sucesi¶on y se deja de lado la elecci¶on de sus t¶erminos,
siendo que, en realidad, es m¶as importante la elecci¶on, pues de ella se deduce
la convergencia.

Otro ejemplo similar es la equivalencia entre la de¯nici¶on ε-δ de continuidad
y la de¯nici¶on de continuidad secuencial.
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Ejemplo 8.16 Una funci¶on f : (a, b) ! R es continua en un punto x 2 (a, b)
si y s¶olo si para cada sucesi¶on fxngn2N de elementos en (a, b) tal que lim xn =
x se tiene que lim f (xn) = f (x).

Demostraci¶on:

Demostraremos ¶unicamente la parte que hace uso del Axioma de Elecci¶on,
es decir, la su¯ciencia. Si f es discontinua en x 2 (a, b), entonces existe un
ε > 0 tal que para cada n 2 N, existe xn 2 (a, b) \ (x ¡ 1

n , x + 1
n ) tal que

jf (x) ¡ f (xn)j ¸ ε. Entonces limn!1 xn = x, pero es falso que

lim
n!1

f (xn) = f (x _).

La compacidad es una de las propiedades topol¶ogicas m¶as importantes. La
equivalencia entre compacidad y compacidad secuencial en R tambi¶en hace
uso del Axioma de Elecci¶on.

Ejemplo 8.17 Un conjunto K µ R es compacto si y s¶olo si toda sucesi¶on de
elementos en K tiene una subsucesi¶on convergente.

Otras consecuencias ya m¶as especiales son las siguientes. Posiblemente, la
m¶as famosa de estas consecuencias se debe a Vitali [V] en 1905.

Ejemplo 8.18 Existen subconjuntos de R no medibles seg¶un Lebesgue.

Demostraci¶on:

Sea µ la medida de Lebesgue en R. Es conocido que µ es numerablemente
aditiva, invariante por traslaci¶on y que µ([a, b]) = b¡a para cualquier intervalo
[a, b].

Sea Z un conjunto de representantes de las clases de equivalencia m¶odulo
´ en [0, 1] dada por x ´ y si y s¶olo si y ¡ x 2 Q. Utilizando los resultados y
la notaci¶on del Ejercicio 4.4.16,

µ([0, 1]) = µ

0
@ [

r2Q

Z(r)

1
A =

X

r2Q
µ(Z(r)).

Como µ([0, 1]) = 1, µ(Z(r0)) 6= 0 al menos para alg¶un r0 2 Q. Pero µ(Z(r0)) =
µ(Z(r)) para cada r 2 Q ya que µ es invariante por traslaciones; con lo cual
µ([0, 1]) = 1, que es imposible. Por lo tanto, Z no es medible seg¶un Lebesgue.

Sea L una ret¶³cula (ver Ejercicio 4.5.20), un ideal en L es un subconjunto
propio no vac¶³o I de L tal que
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(i) a 2 I y b · a implica b 2 I;

(ii) a 2 I y b 2 I implica a?b := inf fa, bg 2 I.

Una ret¶³cula se llama unitaria si existe un elemento 1 2 L tal que 1 ? a = a
para cada a 2 L.

Ejemplo 8.19 Cualquier ret¶³cula unitaria tiene un ideal maximal.

Demostraci¶on:

Sea F la familia de todos los ideales en la ret¶³cula dada. La familia F satisface
las hip¶otesis del Lema de Kuratowski-Zorn y as¶³ tiene un elemento maximal.

Ejemplo 8.20 (Bases de Hamel) Todo espacio vectorial tiene una base.

Demostraci¶on:

Sea F la familia de todos los subconjuntos de vectores linealmente indepen-
dientes. Obviamente, la familia F tiene car¶acter ¯nito y as¶³ por el Lema de
Tukey-TeichmÄuller, existe un conjunto µ-maximal linealmente independiente
¼. Usando la maximalidad, se prueba sin di¯cultad que ¼ es una base.

Andreas Blass en 1984 demostr¶o que la proposici¶on del Ejemplo 8.20 implica
el Axioma de Elecci¶on.

Un grupo G es un grupo libre si tiene un conjunto de generadores A con
la siguiente propiedad: Todo elemento g de G distinto del neutro 1 puede ser
un¶³vocamente escrito en la forma

a§11 a§12 ¢ ¢ ¢ a§1n ,

donde los ai 2 A y a no aparece adyacente a a¡1 para cualquier a 2 A.

Ejemplo 8.21 (Teorema de Nielson-Schreir) Todo subgrupo de un gru-
po libre es un grupo libre.

La demostraci¶on de este teorema es dif¶³cil y queda fuera de nuestro alcance.
¶Unicamente mencionaremos que usa el hecho de que el subgrupo dado puede
ser bien ordenado y esto se usa para construir, por inducci¶on trans¯nita, un
conjunto de generadores libres del subgrupo.

Una clausura algebraica de un campo F es una extensi¶on C algebraicamente
cerrada sobre F , es decir, un campo C en el cual todo polinomio no constante
tiene una ra¶³z y cualquier elemento de C es ra¶³z de un polinomio con coe¯-
cientes en F. El art¶³culo de Zorn [Z3], donde introduce su principio maximal,
se dedica a demostrar el siguiente teorema.
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Ejemplo 8.22 (Clausura Algebraica) Todo campo tiene una ¶unica (salvo
isomor¯smo) clausura algebraica.

El siguiente es otro resultado equivalente al Axioma de Elecci¶on; fue estable-
cido por G. Klimovski en 1962 y U. Felgner en 1976.

Ejemplo 8.23 Todo grupo contiene un subgrupo abeliano µ-maximal.

Sea E un espacio vectorial real. Un funcional lineal sobre E es una funci¶on
ϕ : E ! R tal que

ϕ(rx + sy) = rϕ(x) + sϕ(y)

para todo x, y 2 E y r, s 2 R. Una funci¶on p : E ! R es un funcional sublineal
si

p(x + y) · p(x) + p(y)

para todo x, y 2 E y
p(ry) = rp(x)

para todo x 2 E, r ¸ 0.

Ejemplo 8.24 (Teorema de Hahn-Banach) Sea p un funcional sublineal
sobre un R-espacio vectorial E y sea ϕ un funcional lineal sobre un subespacio
vectorial V de E tal que ϕ(x) · p(x) para todo x 2 V . Entonces existe un
funcional © de¯nido sobre E el cual extiende a ϕ y ©(x) · p(x) para todo
x 2 E .

Demostraci¶on:

Consid¶erese la familia F de todos los funcionales ψ de¯nidos sobre un subespa-
cio de E, que extienden a ϕ y que satisfacen ψ(x) · p(x) para todo x 2 dom ψ.
De¯namos · en F como ψ · ψ 0 si y s¶olo si ψ µ ψ0. Entonces (F ,·) es un
conjunto parcialmente ordenado. Sea C una cadena en F . Es f¶acil veri¯car que
C es un sistema compatible de funciones. Entonces

W =
[

fdom ψ : ψ 2 Fg

es un subespacio vectorial de E y ª =
S C es un funcional lineal sobre W . M¶as

a¶un, si x 2 W, ª(x) = ψ(x) para alg¶un ψ 2 C , y as¶³ ª(x) · p(x). Aplicando el
Lema de Kuratowski-Zorn vemos que F tiene un elemento maximal, digamos
©. Para completar la demostraci¶on se necesita demostrar que dom © = E . Esta
parte de la demostraci¶on no utiliza el Axioma de Elecci¶on y, por su extensi¶on,
la omitiremos.
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Por sus bastas consecuencias, el Teorema de Hahn-Banach es de los m¶as
importantes en el An¶alisis Funcional. En 1970 P. R. Andenaes estableci¶o la
siguiente versi¶on m¶as fuerte del Teorema de Hahn-Banach y J. Lembcke en
1974 demostr¶o que el resultado de Andenaes implica el Axioma de Elecci¶on.

Ejemplo 8.25 Sea X un R-espacio vectorial, Y un subespacio vectorial de X
y S un subconjunto de X. Sup¶ongase que p : X ! R es un funcional sublineal
sobre X y f : Y ! R un funcional lineal tal que f (y) · p(y). Entonces el
conjunto Z de todas las extensiones lineales p-dominadas de f a X tiene un
elemento g tal que, para todo h 2 Z que cumple g(s) · h(s) para cada s 2 S,
se tiene que g = h en S. Esto es, g es S-maximal en Z.

En el siguiente ejemplo veremos un conocido resultado del An¶alisis Funcional
que implica el Axioma de Elecci¶on, seg¶un demostraron L. J. Bell y Fremlin en
1972.

Por un punto extremo de un conjunto convexo K de un espacio vectorial se
entiende un punto que no es interior a cualquier segmento contenido en K.

Ejemplo 8.26 La esfera unitaria en el dual de un R-espacio vectorial nor-
mado tiene un punto extremo.

Sea f(Xα, τα)gα2¡ una familia de espacios topol¶ogicos. El producto topol¶o-
gico de la familia f(Xα, τα)gα2¡ es de¯nida como el producto cartesiano

X =
Y

α2¡
Xα

de la familia fXαgα2¡ equipado con la topolog¶³a m¶as d¶ebil que hace a las
proyecciones continuas.

Ejemplo 8.27 (Teorema de Tychono®) El producto topol¶ogico de espa-
cios compactos es compacto.

Una demostraci¶on, m¶as o menos popular, de este teorema usa la caracte-
rizaci¶on de la compacidad por ¯ltros.

Un ¯ltro F sobre un conjunto X es un subconjunto propio no vac¶³o del
conjunto potencia de X tal que:

A 2 F y A µ B implica B 2 F ;

A 2 F y B 2 F implica A \ B 2 F .
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Un ultra¯ltro F sobre X , es un ¯ltro sobre X tal que para cada A µ X ,
o bien A 2 F o X n A 2 F . Una familia B es base de ¯ltro si la familia de
subconjuntos de X que contienen a intersecciones ¯nitas de elementos de B,

fA 2 P(X) : A ¶ A1 \ A2 \ ¢ ¢ ¢ \ Ak , A1, A2, . . . , Ak 2 Bg ,

es un ¯ltro sobre X .
Un espacio X es compacto si y s¶olo si para cada base de ¯ltro B sobre X ,

\ ©
A : A 2 B

ª
(8.4.1)

es no vac¶³a.
Sea (X, τ ) =

Q
α2¡(Xα, τα) un producto de espacios compactos. La familia

de todas las bases de ¯ltros sobre X tiene car¶acter ¯nito y as¶³ por el Lema
de Tukey-TeichmÄuller, toda base de ¯ltro est¶a incluida en una base de ¯ltro
maximal (un ultra¯ltro). Para mostrar que la intersecci¶on (8.4.1) es no vac¶³a
siempre que B sea maximal (lo cual es obviamente su¯ciente), haremos lo
siguiente:

(1) la compacidad de los espacios (Xα, τα) implica que las intersecciones de

las proyecciones Aα =
T n

pα(B) : B 2 B
o

es no vac¶³a;

(2) con el Axioma de Elecci¶on nuevamente, tomemos xα 2 Aα para cada α,
y

(3) la maximalidad de B implica que el punto x = (xα)α2¡ pertenece a la
intersecci¶on

T ©
A : A 2 B

ª
.

Por lo tanto, el espacio (X, τ ) es compacto.
En 1935 S. Kakutani conjetur¶o que el Axioma de Elecci¶on es una conse-

cuencia del Teorema de Tychono®. Quince a~nos despu¶es J. L. Kelley public¶o
su famoso art¶³culo donde mostraba que el Teorema de Tychono® implica el
Axioma de Elecci¶on [K2]; sin embargo, J. D. Halpern en [H3] mostr¶o que la
demostraci¶on de Kelley es de¯ciente. J. ÃLos y C. Ryll-Nardzewski observaron
que la demostraci¶on de Kelley muestra que el Teorema de Tychono® para es-
pacios compactos de Hausdor® implica el Axioma de Elecci¶on para espacios
compactos de Hausdor® no vac¶³os. Pese a todas estas observaciones, la de-
mostraci¶on de Kelley es esencialmente correcta. L. E. Ward en 1962 mostr¶o
que una versi¶on m¶as d¶ebil del Teorema de Tychono® es equivalente al Axioma
de Elecci¶on. Posteriormente O. T. Alas en 1969 prob¶o que una versi¶on a¶un
m¶as d¶ebil era tambi¶en equivalente al Axioma de Elecci¶on:

Proposici¶on 8.28 Son equivalentes:
(a) El Axioma de Elecci¶on.
(b) El Teorema de Tychono®.
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(c) El producto topol¶ogico de una familia de espacios topol¶ogicos com-
pactos, mutuamente homeomorfos, es compacto.

(d) El producto topol¶ogico de un conjunto de espacios mutuamente ho-
meomorfos f(Xα, τα)g, donde cada τα tiene tres elementos es compacto en la
topolog¶³a producto.

Demostraci¶on:

En el ejemplo anterior se demuestra que el Axioma de Elecci¶on implica el
Teorema de Tychono®. Por otra parte, es claro que el Teorema de Tychono®
implica (c) y (c) implica (d). As¶³ entonces, basta mostrar que (d) implica el
Axioma de Elecci¶on; para ello emplearemos la equivalencia del Ejercicio 8.2.8.

Sean fXαgα2I una familia de conjuntos equipotentes y

a /2
[

α2I

Xα.

Para cada α 2 I , sea Yα = Xα [ fag, y de¯na τα = f;, Yα, fagg. Entonces

f(Yα, τα)gα2I

satisface las hip¶otesis de (d). Sea W =
Q

α2I Yα con la topolog¶³a producto y
de¯na

Zα = ff 2 W : f (α) 2 Xαg .

Entonces fZαgα2I es una familia de cerrados con la propiedad de la inter-
secci¶on ¯nita. Consecuentemente,

\

α2I

Zα =
Y

α2I

Xα

es no vac¶³o.

Otro de los teoremas esenciales de la Topolog¶³a que necesita del Axioma de
Elecci¶on para demostrarse es el siguiente.

Ejemplo 8.29 (Lema de Urysohn) Cerrados ajenos en un espacio topol¶o-
gico normal est¶an completamente separados. 2

2LÄauchli construy¶o en 1962 un modelo en el cual falla el Axioma de Elecci¶on y que contiene
un espacio Hausdor®, normal y localmente compacto X con m¶as de un punto, donde toda
funci¶on continua f : X ! R es constante. Se sigue que el Lema de Urysohn no puede
demostrarse sin el Axioma de Elecci¶on, y de hecho, que un espacio Hausdor® y compacto no
necesariamente es normal.
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Por completamente separados entendemos que existe una funci¶on continua
con valores reales que manda a un conjunto al 0 y el otro al 1.

Sin demostraci¶on presentamos el siguiente teorema que establece otras equi-
valencias del Axioma de Elecci¶on.

Teorema 8.30 El Axioma de Elecci¶on es equivalente a las siguientes proposi-
ciones:

(a) Sea n ¸ 2 y sea A una familia de conjuntos in¯nitos. Entonces hay
una funci¶on f tal que para cada A 2 A, f (A) es una partici¶on de A en con-
juntos de cardinalidad entre 2 y n (Sierpi¶nski, 1965; Levy, 1962).

(b) Si m ¸ 1 y A es una familia de conjuntos no vac¶³os, entonces hay una
funci¶on f tal que para cada A 2 A, f (A) es un subconjunto no vac¶³o de A con
jf (A)j · m. (Levy, 1915)

(c) Si R es un orden parcial en un conjunto no vac¶³o X y si cualquier
subconjunto que es bien ordenado por R tiene una cota superior, entonces X
tiene un elemento R-maximal (Kneser, 1950; Szele 1950).

Finalmente dos consecuencias del Axioma de Elecci¶on que contrastan con
la intuici¶on.

Ejemplo 8.31 (Teorema de Hausdor®) Una esfera S puede escribirse co-
mo uni¶on de conjuntos ajenos A,B,C,Q tales que A, B y C son congruentes
entre s¶³, B [ C es congruente a cada uno de los conjuntos A,B,C y Q es
numerable.

Aqu¶³ por congruente debe entenderse que existe un movimiento r¶³gido de R3

que transforma uno en el otro. Ahora consid¶erese la siguiente relaci¶on entre
subconjuntos de R3: Se de¯ne

X ¼ Y (8.4.2)

si existe una partici¶on ¯nita de X , fXign
i=0, y una partici¶on del mismo n¶umero

de elementos fYign
i=0 de Y , tal que cada Xi es congruente a Yi para cada

i 2 f0, 1, . . . , ng .

Ejemplo 8.32 (Teorema de Banach-Tarski) Cualquier bola compacta D
en R3 puede descomponerse en conjuntos ajenos U y V tales que

D ¼ U D ¼ V.

As¶³, usando el Axioma de Elecci¶on, uno puede cortar una bola en una can-
tidad ¯nita de piezas y reacomodarlas para tener dos bolas del mismo tama~no
a la original.
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Los siguientes lemas establecer¶an las pruebas de estos dos teoremas. Sea
G el producto libre de los grupos f1, φg y

©
1, ψ, ψ2

ª
, es decir, el grupo de

todos los productos formales de φ, ψ, ψ2, con las relaciones φ2 = 1 y ψ3 = 1.
Consideraremos dos ejes de rotaci¶on aφ, aψ a trav¶es del centro de la bola D,
y consideraremos el grupo de rotaciones generado por la rotaci¶on φ de 180±

alrededor de aφ y una rotaci¶on ψ de 120± alrededor de aψ .

Lema 8.33 Podemos determinar los ejes aφ y aψ de tal modo que los distintos
elementos de G representen distintas rotaciones generadas por φ y ψ.

Un esbozo de la demostraci¶on es como sigue: Tenemos que determinar el
¶angulo θ entre aφ y aψ de tal modo que ning¶un elemento de G distinto de 1
represente la rotaci¶on identidad. Considere un elemento t¶³pico de G; o sea, un
producto del tipo

α = φ ¢ ψ§1 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ φ ¢ ψ§1. (8.4.3)

Usando las ecuaciones de transformaciones ortogonales y algo de trigonometr¶³a
elemental, uno puede probar que la ecuaci¶on

α = 1,

donde α es alg¶un producto del tipo (8.4.3), tiene s¶olo una cantidad ¯nita de
soluciones. Consecuentemente, excepto para un conjunto numerable de valores,
tenemos libertad para seleccionar el ¶angulo θ que satisfaga el requerimiento.

Consideremos tal θ, y sea G el grupo de todas las rotaciones generadas por
φ y ψ.

Lema 8.34 El grupo G puede descomponerse en tres conjuntos ajenos

G = A0 [ B 0 [ C 0

tales que

A0 ¢ φ = B 0 [ C 0, A0 ¢ ψ = B 0, A0 ¢ ψ2 = C 0. (8.4.4)

Demostraci¶on:

Construiremos A0, B 0, C 0 por recursi¶on sobre las longitudes de los elementos
de G. Sea 1 2 A0, φ, ψ 2 B0 y ψ2 2 C 0 y entonces contin¶ue como sigue para
cada α 2 G:

α ¯naliza con

8
>><
>>:

α 2 A0 α 2 B 0 α 2 C 0

ψ§1 :

φ :

αφ 2 B 0 αφ 2 A0 αφ 2 A0½
αψ 2 B 0 αψ 2 C 0 αψ 2 A0

αψ¡1 2 C 0 αψ¡1 2 A0 αψ¡1 2 B 0
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Esto garantiza que la condici¶on (8.4.4) se satisface.

Hasta ahora, no hemos hecho uso del Axioma de Elecci¶on. Para completar
la demostraci¶on del Teorema de Hausdor®, usaremos un argumento similar a
la construcci¶on de un conjunto no medible de n¶umeros reales.

Sea Q el conjunto de todos los puntos ¯jos sobre la esfera S de todas las
rotaciones α 2 G. Cada rotaci¶on tiene dos puntos ¯jos; as¶³ Q es numerable. El
conjunto S n Q es uni¶on de conjuntos ajenos, a saber, de todas las ¶orbitas Px

del grupo G:
Px = fx ¢ α : α 2 Gg .

Por el Axioma de Elecci¶on, hay un conjunto M tal que contiene exactamente
un elemento de cada Px, x 2 S n Q. Si hacemos

A = M ¢ A0, B = M ¢ B 0, C = M ¢ C 0,

se sigue de (8.4.4) que A, B, C son ajenos, congruentes entre s¶³ y B [ C es
congruente a ellos; m¶as a¶un,

S = A [ B [ C [ Q.

Esto completa la demostraci¶on del Teorema de Hausdor®.

Lema 8.35 Sea ¼ la relaci¶on de¯nida en (8.4.2). Entonces:
(a) ¼ es una relaci¶on de equivalencia.
(b) Si X y Y son uniones ajenas de X1, X2 y Y1, Y2, respectivamente, y

Xi ¼ Yi para i 2 f1, 2g, entonces X ¼ Y .
(c) Si X1 µ Y µ X y si X ¼ X1 entonces X ¼ Y .

Demostraci¶on:

Las pruebas de (a) y (b) no son dif¶³ciles. Para probar (c), sean X =
Sn

i=1 Xi

y X1 =
Sn

i=1 X1i tal que Xi es congruente a X1i para cada i 2 f1, . . . , ng.
Seleccione una congruencia fi : Xi ! X1i para cada i, y sea f : X ! X1 la
funci¶on que coincide con fi en cada Xi. Ahora sean

X0 = X, X1 = f(X0), X2 = f (X1), . . .

Y0 = Y, Y1 = f (Y0), Y2 = f (Y1), . . .

Si hacemos Z =
S1

n=0(Xn n Yn), entonces f (Z) y X n Z son ajenos, Z ¼ f (Z)
y

X = Z [ (X n Z), Y = f (Z) [ (X n Z).
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Por lo tanto, X ¼ Y por (b).

Ahora probaremos el Teorema de Banach-Tarski. Sea D una bola compacta
y sea

S = A [ B [ C [ Q

la descomposici¶on de la super¯cie garantizada por el Teorema de Hausdor®.
Tenemos que

D = A¤ [ B¤ [ C¤ [ Q¤ [ fcg , (8.4.5)

donde c es el centro de la bola y para cada X µ S, X¤ es el conjunto de todos
los x 2 D, distintos de c, tales que su proyecci¶on sobre la super¯cie est¶a en X.
Claramente,

A¤ ¼ B¤ ¼ C¤ ¼ B¤ [ C ¤. (8.4.6)

Sean
U = A¤ [ Q¤ [ fcg , V = B n U.

De (8.4.6) y del Lema 8.35, tenemos que

A¤ ¼ A¤ [ B¤ [ C ¤, (8.4.7)

y as¶³
U ¼ D.

Ahora es f¶acil encontrar alguna rotaci¶on α (no en G) tal que Q y Q ¢ α sean
ajenos, y as¶³, usando C¤ ¼ A¤ [ B¤ [ C¤, existe S µ C tal que S¤ ¼ Q¤. Sea
p alg¶un punto en S n C . Obviamente,

A¤ [ Q¤ [ fcg ¼ B¤ [ S¤ [ fpg .

Como
B¤ [ S¤ [ fpg µ V µ D,

podemos hacer uso de la relaci¶on U ¼ B y del Lema 8.35(c), para obtener

V ¼ D.

Esto completa la demostraci¶on.

Los Teoremas de Hausdor® y Banach-Tarski tienen generalizaciones a di-
mensiones superiores; sin embargo, son falsos para dimensiones 1 y 2. Es-
tos teoremas est¶an ¶³ntimamente relacionados con el problema de la medida,
adem¶as de tener consecuencias propias. El lector interesado puede consultar
[W1].
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8.5 El Teorema del Ideal Primo

En los ejemplos de la secci¶on precedente, mostramos que usando el Axioma
de Elecci¶on, podemos establecer la existencia de ideales maximales en anillos,
ret¶³culas o ¶algebras de conjuntos. Entre los teoremas de este tipo, el Teorema
del Ideal Primo juega un papel particularmente predominante. Primeramente,
porque puede ser usado en muchas demostraciones en lugar del Axioma de
Elecci¶on; en segundo lugar, porque es equivalente a muchas otras proposi-
ciones; y ¯nalmente, porque es esencialmente m¶as d¶ebil que el Axioma de
Elecci¶on.

De¯nici¶on 8.36 Un ¶algebra booleana es un conjunto B con dos operaciones
binarias + y ¢ (suma y multiplicaci¶on booleanas), una operaci¶on unitaria ¡
(complemento) y dos constantes 1, 0 que cumplen las siguientes condiciones:

(a) u + u = u = u ¢ u;
(b) u + v = v + u y u ¢ v = v ¢ u;
(c) u + (v + w) = (u + v) + w y u ¢ (v ¢ w) = (u ¢ v) ¢ w;
(d) (u + v) ¢ w = (u ¢ w) + (v ¢ w) y (u ¢ v) + w = (u + w) ¢ (v + w);
(e) u + (u ¢ v) = u = u ¢ (u + v)
(f) u + (¡u) = 1 y u ¢ (¡u) = 0;
(g) ¡(u + v) = ¡u ¢ ¡v y ¡(u ¢ v) = ¡u + ¡v;
(h) ¡(¡u) = u;
(i) u ¢ 1 = u y u + 0 = u.

Se puede introducir un orden (parcial) · de manera natural en una ¶algebra
booleana B el cual se introduce en t¶erminos de + por

u · v si y s¶olo si u + v = v

o equivalentemente

u · v si y s¶olo si u ¢ v = u.

Con este orden, 1 y 0 son el m¶aximo y el m¶³nimo de B, respectivamente.
Adem¶as, u+ v y u ¢ v representan el supremo y el ¶³n¯mo de fu, vg, respectiva-
mente.

En el Ejercicio 4.5.20 se de¯ni¶o a una ret¶³cula como un conjunto parcial-
mente ordenado (L,·) tal que para cada a, b 2 L existen

a?b = inf fa, bg y a>b = sup fa, bg .
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Con lo anterior, se puede describir un ¶algebra booleana como una ret¶³cula
(B,·) con elementos m¶aximo y m¶³nimo, que es distributiva y cada elemento
tiene un complemento, es decir,

(a>b)?c = (a?c)>(b?c),
(a?b)>c = (a>c)?(b>c),

8a 2 L, 9 b 2 L tal que a>b = maxB, a?b = minB.

Ejemplo 8.37 Para cualquier conjunto X, P(X) con [ como suma, \ como
multiplicaci¶on y X n A como el complemento ¡A de A 2 P(X) es un ¶algebra
booleana. Aqu¶³ · es simplemente la inclusi¶on de conjuntos.

Ejemplo 8.38 Salvo que X sea ¯nito, la ret¶³cula de todos los subconjuntos
¯nitos de X con la contenci¶on es distributiva pero no es un ¶algebra booleana.

De¯nici¶on 8.39 Un ideal I en un ¶algebra booleana B es un subconjunto no
vac¶³o de B tal que:

(a) u 2 I y v · u implica v 2 I;
(b) u, v 2 I implica u + v 2 I .

Antes de dar ejemplos de ideales observe que cualquier ideal I contiene a 0.

Ejemplo 8.40 f0g es el µ-m¶³nimo ideal en cualquier ¶algebra Booleana B y
I = B es el µ-m¶aximo ideal. A estos ideales les llamaremos trivial e impropio,
respectivamente; todos los otros ideales se llaman propios.

Ejemplo 8.41 Un ideal I, no trivial, es propio si y s¶olo si 1 /2 I.

Ejemplo 8.42 En cualquier ¶algebra booleana, si u 2 B, entonces

fv 2 B : v · ug

es un ideal, llamado ideal principal generado por u 2 B.

Ejemplo 8.43 En P(X) la familia I de todos los subconjuntos ¯nitos de X
es un ideal.

De¯nici¶on 8.44 Un ideal propio I se llama primo si siempre que u ¢ v 2 I se
tiene que u 2 I o v 2 I .

Se deduce f¶acilmente que si I es un ideal primo, entonces para cada u 2 B,
o bien u 2 I, o ¡u 2 I (pues u ¢ ¡u = 0). El rec¶³proco tambi¶en es cierto, es
decir, si I es un ideal propio tal que para cualquier u 2 B, u 2 I, o ¡u 2 I,
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entonces I es un ideal primo. En efecto, si u ¢v 2 I, pero u /2 I, v /2 I , entonces
¡u,¡v 2 I , luego ¡(u ¢ v) = ¡u + ¡v 2 I , de aqu¶³ que

1 = (u ¢ v) + ¡(u ¢ v) 2 I;

lo que contradice que I sea un ideal propio.

Proposici¶on 8.45 En un ¶algebra booleana, un ideal I es primo si y s¶olo si
es µ-maximal en la familia de ideales propios, es decir, I no est¶a contenido
propiamente en alg¶un ideal propio.

Demostraci¶on:

(] Sea I un ideal µ-maximal en la familia de todos los ideales propios de un
¶algebra booleana B. Para mostrar que I es un ideal primo basta probar que
para cada u 2 B, o bien u 2 I o ¡u 2 I. Sea u 2 B y supongamos que u /2 I .
Consideremos el siguiente subconjunto de B:

J = fx + y : x · u, y 2 Ig .

Entonces J es un ideal en B ya que:
(a) Si z 2 B es tal que z · x + y para algunos x · u, y 2 I , entonces

z ¢ (x + y) = z ¢ x + z ¢ y. Pero como z ¢ x = inf fx, zg, z ¢ x · x y dado que
x · u, se sigue que z ¢x · u. Adem¶as, dado que I es un ideal, z ¢ y · y implica
z ¢ y 2 I. Por lo tanto, z 2 J .

(b) Si x1 · u, x2 · u, y1, y2 2 I, entonces x1 + x2 = sup fx1, x2g · u y
y1 + y2 2 I, luego

(x1 + y1) + (x2 + y2) = (x1 + x2) + (y1 + y2) 2 J .

Tambi¶en I ½ J , puesto que claramente I µ J y u 2 J mientras que u /2 I .
As¶³ J = B, dado que I es maximal. Por lo tanto, existen x · u, y 2 I tales que
x+ y = 1. De esto se concluye que u+(x+y) = u+1 o bien u+ y = 1 +u = 1.
Entonces ¡u = ¡u ¢ 1 = ¡u ¢ (u + y) = (¡u ¢u) + (¡u ¢ y) = ¡u ¢ y; o sea que
¡u · y. Se concluye que ¡u 2 I.

)] Si I es un ideal primo y I ½ J , entonces existe u 2 J n I. Como I es
primo, ¡u 2 I , luego 1 = u + ¡u 2 J ; o sea, J = B.

Hay nociones duales para ideal e ideal primo.

De¯nici¶on 8.46 Un ¯ltro F en un ¶algebra booleana es un subconjunto no
vac¶³o tal que:

(a) u 2 F y u · v implica v 2 F ;
(b) u 2 F y v 2 F implica u ¢ v 2 F .
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f1g y B son ¯ltros en B, llamados trivial e impropio; a todos los dem¶as
¯ltros les llamaremos propios. Tambi¶en por dualidad, un ¯ltro F , no trivial,
es propio si y s¶olo si 0 /2 F .

Ejemplo 8.47 La colecci¶on de conjuntos co-¯nitos (es decir, conjuntos con
complemento ¯nito) es un ¯ltro en P(X) para cualquier conjunto (in¯nito)
X.

Ejemplo 8.48 En cualquier ¶algebra booleana, si u 2 B, entonces

fv 2 B : u · vg

es un ¯ltro, llamado el ¯ltro principal generado por u 2 B.

Ejemplo 8.49 Si G µ P(X) es una familia con la propiedad de la intersecci¶on
¯nita (es decir, la intersecci¶on de cualquier subfamilia ¯nita de G es no vac¶³a),
entonces existe un ¯ltro propio F en P(X) que contiene a G. En efecto, basta
considerar a la familia F de todos los subconjuntos F de X con la propiedad
de que existe un subconjunto ¯nito fG1, . . . Gng de G tal que

G1 \ . . . \ Gn µ F.

De¯nici¶on 8.50 Un ¯ltro propio F se llama ultra¯ltro si siempre que u+v 2
F implica que u 2 F o v 2 F.

Tambi¶en para un ¯ltro propio F son equivalentes:

(a) F es un ultra¯ltro,

(b) Para cada u 2 B, u 2 F o ¡u 2 F ,

(c) F es µ-maximal en la familia de todos los ¯ltros propios.

Ejemplo 8.51 Sea x 2 R, y sea F la colecci¶on de todos los subconjuntos
V µ R tales que

x 2 (x ¡ ε, x + ε) µ V

para alg¶un ε > 0. F es un ¯ltro propio en P(R); pero no es un ultra¯ltro ya
que ni fxg, ni Rn fxg son elementos de F .

Lema 8.52 Si fIαgα es una µ-cadena de ideales en un ¶algebra Booleana B
tales que u0 2 B n Iα para cada α, entonces

S
α Iα es un ideal en B que no

contiene a u0.
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Demostraci¶on:

(a) Si u 2 I =
S

α Iα y v · u, entonces u 2 Iα para alg¶un α. Como Iα es un
ideal, v 2 Iα µ I.

(b) Si u, v 2 I, entonces existen α1, α2 tales que u 2 Iα1 y v 2 Iα2 . Como
fIαgα es una µ-cadena, podemos suponer sin p¶erdida de generalidad que Iα1 µ
Iα2 ; as¶³, u + v 2 Iα2 µ I .

Es claro que u0 /2 I .

Teorema 8.53 (del Ideal Primo) Toda ¶algebra booleana tiene un ideal pri-
mo.

Demostraci¶on:

Sean B un ¶algebra booleana y u 2 B un elemento ¯jo. Consideremos la fa-
milia I de todos los ideales en B que no contienen a u; por el lema anterior, la
familia I ordenada por contenci¶on cumple las hip¶otesis del Lema de Kuratowski-
Zorn; as¶³ I tiene un elemento maximal I , este ideal es un ideal primo.

El Teorema del Ideal Primo es una consecuencia f¶acil del Axioma de Elec-
ci¶on, pero J. D. Halpern demostr¶o que el rec¶³proco es falso, es decir, el Axioma
de Elecci¶on no puede demostrarse a partir del Teorema del Ideal Primo. En esta
secci¶on veremos algunas equivalencias del Teorema del Ideal Primo. Primero
note que el Teorema 8.53 es equivalente a una versi¶on aparentemente m¶as
fuerte.

Teorema 8.54 En cualquier ¶algebra booleana, todo ideal propio puede exten-
derse a un ideal primo.

Para mostrar que la versi¶on m¶as fuerte se sigue de la versi¶on d¶ebil, tomemos
B un ¶algebra booleana B e I un ideal en B. Considere la relaci¶on de equiva-
lencia

u » v si y s¶olo si (u ¢ ¡v) + (v ¢ ¡u) 2 I.

Sea C el conjunto de todas las clases de equivalencia [u] y de¯na operaciones
+, ¢ y ¡ sobre C como sigue:

[u] + [v] = [u + v] , [u] ¢ [v] = [u ¢ v] , ¡ [u] = [¡u] .

Entonces C es un ¶algebra booleana, llamada cociente de B. Por el Teorema del
Ideal Primo, C tiene un ideal primo K. No es dif¶³cil veri¯car que el conjunto

J = fu 2 B : [u] 2 Kg
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es un ideal primo en B y que I µ J.
Usando la dualidad entre ideales y ¯ltros, tenemos las siguientes formula-

ciones del Teorema del Ideal Primo.

Teorema 8.55 Son equivalentes al Teorema del Ideal Primo:
(a) Toda ¶algebra booleana tiene un ultra¯ltro.
(b) Cualquier ¯ltro propio en un ¶algebra booleana puede extenderse a un

ultra¯ltro.

Un caso especial de ¶algebra booleana es el conjunto P(X) con las opera-
ciones conjuntistas [, \, n; el concepto de ¯ltro y ultra¯ltro coinciden con las
de¯niciones anteriores (ver despu¶es del Teorema de Tychono®).

Teorema 8.56 (del Ultra¯ltro) Todo ¯ltro sobre un conjunto X puede ex-
tenderse a un ultra¯ltro.

Tenemos demostrado que el Teorema del Ultra¯ltro es equivalente al Teo-
rema del Ideal Primo. Sin embargo, la correspondiente versi¶on m¶as d¶ebil del
Teorema del Ultra¯ltro: Cada conjunto no vac¶³o X tiene un ultra¯ltro sobre
X, es trivialmente cierta sin usar el Axioma de Elecci¶on. En efecto, sea x 2 X,
entonces el ¯ltro principal generado por fxg,

Fx = fY µ X : x 2 Y g

claramente es un ultra¯ltro sobre X . Sin embargo, la proposici¶on: Cada con-
junto in¯nito X tiene un ultra¯ltro no principal, no es obvia. S. Feferman
mostr¶o en 1964 que es consistente con los axiomas ZF que todo ultra¯ltro en
N sea principal. Posteriormente A. Blass en 1977 [B2], modi¯cando el m¶etodo
de Feferman, prob¶o que tambi¶en es consistente con los axiomas ZF que todo
ultra¯ltro sobre un conjunto X sea principal. De lo anterior se deduce que sin
el Axioma de Elecci¶on la proposici¶on anterior es indemostrable. Pero puede
probarse que es esencialmente una versi¶on m¶as d¶ebil que el Teorema del Ideal
Primo (ver [J2, pag. 132, problema 5]). Un buen ejemplo del empleo de la
proposici¶on anterior lo dio Sierpi¶nski en 1938 al mostrar que se pueden cons-
truir subconjuntos no medibles de R seg¶un Lebesgue si se acepta la existencia
de ultra¯ltros libres sobre N. El resultado de Sierpi¶nski fue mejorado por Z.
Samadeni en [S1].

Ahora daremos ejemplos del uso del Teorema del Ideal Primo.
Una familia A de subconjuntos de un conjunto dado S es un ¶algebra de

conjuntos si:

S 2 A,
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X,Y 2 A implica X [ Y 2 A, X \ Y 2 A,

X 2 A implica S n X 2 A.

Un homomor¯smo entre ¶algebras booleanas B1 y B2 es una funci¶on © :
B1 ! B2 que preserva las operaciones de suma, multiplicaci¶on y complemento
de las ¶algebras B1 y B2. Un homomor¯smo biyectivo se llama isomor¯smo. Si
existe un isomor¯smo las ¶algebras se dicen isomorfas.

Ejemplo 8.57 (Teorema de Representaci¶on de Stone) Toda ¶algebra
booleana es isomorfa a un ¶algebra de conjuntos.

Demostraci¶on:

Sea B un ¶algebra booleana; sea

S = fU : U es un ultra¯ltro en Bg .

Para cada u 2 B, sea ©(u) = fU 2 S : u 2 Ug. Es f¶acil ver que

©(u + v) = ©(u) [ ©(v),
©(u ¢ v) = ©(u) \ ©(v),

©(¡u) = S n ©(u).

Si u 6= v, entonces u £ v o v £ u. Supongamos que u £ v, un argumento
similar se sigue si v £ u. Si u ¢ (¡v) = 0, entonces

v = v + 0 = v + (u ¢ (¡v)) = (u + v) ¢ (v + (¡v)) = (u + v) ¢ 1 = u + v;

o sea u · v. Por lo tanto, u ¢ (¡v) 6= 0. Sea F = fw 2 B : u ¢ (¡v) · wg el
¯ltro principal generado por u ¢ (¡v). Claramente F es un ¯ltro propio; por el
Teorema 8.55(b), F puede extenderse a un ultra¯ltro U .

Ahora ¡(u ¢ (¡v)) = ¡u + v /2 U , lo cual implica que U /2 ©(¡u + v) =
©(¡u) [©(v), por lo que U 2 ©(u) y U /2 ©(v). Esto establece la inyectividad
de ©. As¶³, © es un isomor¯smo de B sobre ©(B).

Es un hecho notable que el Teorema de Representaci¶on de Stone es equiva-
lente al Teorema del Ideal Primo.

Teorema 8.58 El Teorema de Representaci¶on de Stone implica el Teorema
del Ideal Primo.
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Demostraci¶on:

Sean B un ¶algebra booleana, F un ¶algebra de conjuntos isomorfa a B y © :
B ! F un isomor¯smo. Tomemos p 2 S F y sea

U = fu 2 B : p 2 ©(u)g .

No es dif¶³cil mostrar que U es un ideal primo en B.

El Teorema del Ideal Primo tambi¶en implica una cuesti¶on indecidible en ZF,
a saber, cualquier conjunto puede ser totalmente ordenado. De hecho, a partir
del Teorema del Ideal Primo se puede demostrar el Principio de Extensi¶on
de Orden que aparece en el siguiente ejemplo y que evidentemente es m¶as
fuerte que la proposici¶on que asegura la existencia de un orden lineal para
cualquier conjunto; sin embargo, el Principio de Extensi¶on de Orden no implica
el Teorema del Ideal Primo (ver [J2, secci¶on 7.2, problemas 7.8 y 5.27]). Si ·
y ¹ son ¶ordenes (parciales) de un conjunto P , entonces se dice que ¹ extiende
a · si para cualesquiera p, q 2 P , p · q implica p ¹ q.

Ejemplo 8.59 (Principio de Extensi¶on de Orden) Todo orden (parcial)
de un conjunto P puede extenderse a un orden lineal de P.

Como una aplicaci¶on del Teorema del Ideal Primo al ¶Algebra tenemos el
siguiente. Un campo F es un campo ordenado si hay un orden lineal · en F
que satisface:

(i) Si a · b, entonces a + c · b + c para todo c;

(ii) Si a · b y c ¸ 0, entonces a ¢ c · b ¢ c.

Ejemplo 8.60 (Teorema de Artin-Schreir) Todo campo en el que -1 no
es suma de cuadrados puede ser ordenado.

Ejemplo 8.61 El Teorema del Ideal Primo implica que cualquier producto
topol¶ogico de espacios compactos de Hausdor® es no vac¶³o.

Ejemplo 8.62 El Teorema del Ideal Primo implica que cualquier producto
topol¶ogico de espacios compactos de Hausdor® es compacto.

Otra equivalencia al Teorema del Ideal primo es una versi¶on d¶ebil del Teo-
rema de Tychono®.

Teorema 8.63 El Teorema del Ideal Primo es equivalente a la siguiente pro-
posici¶on: El producto topol¶ogico de cualquier familia de espacios discretos con
dos puntos cada uno, es compacto.
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Ejemplo 8.64 El Teorema del Ideal Primo implica el Teorema de Com-
pactaci¶on de Stone-·Cech.

Ejemplo 8.65 El Teorema del Ideal Primo implica el Teorema de Hahn-
Banach.

Podemos decir m¶as al respecto. Una medida (de valores reales) en un ¶algebra
booleana es una funci¶on no negativa µ : B ! R tal que µ(0) = 0, µ(1) = 1, y
µ(a + b) = µ(a) + µ(b) siempre que a ¢ b = 0. El Teorema de Hahn-Banach es
equivalente a la a¯rmaci¶on de que toda ¶algebra booleana admite una medida
con valores reales.

La demostraci¶on del Teorema de Hahn-Banach a partir del Teorema del
Ideal Primo fue dada por J. ÃLos y C. Ryll-Nardzewski. Otra versi¶on de la
prueba la dio W. A. J. Luxemburg. La equivalencia antes asegurada se debe
a Ryll-Nardzewski y Luxemburg.

Ejercicios 8.5

1. Veri¯que las a¯rmaciones de los Ejemplos 8.38, 8.41, 8.42, 8.47, y 8.48.

2. (a) Sup¶ongase que F es un ultra¯ltro sobre un conjunto X y sea A 2 F .
Demuestre que si B µ A, entonces B 2 F o A n B 2 F .

(b) Si F es un ultra¯ltro sobre un conjunto X y

X = A1 [ A2 [ ¢ ¢ ¢ [ An.

Muestre que para alg¶un i 2 f1, . . . , ng, Ai 2 F .

(c) Pruebe que si X es un conjunto ¯nito, entonces cualquier ultra¯ltro
sobre X es principal.

3. Demuestre que si U es un ultra¯ltro no principal sobre un conjunto X ,
entonces cualquier U 2 U es in¯nito.

4. Muestre que si I es un ¶algebra booleana B, entonces B n I es un ¯ltro
en B.

5. Complete la demostraci¶on de la equivalencia entre el Teorema del Ideal
Primo y el Teorema de Representaci¶on de Stone.
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6. (a) Muestre que hay una correspondencia biyectiva entre los ideales y
los ¯ltros en un ¶algebra booleana.

(b) Muestre que hay una correspondencia biyectiva entre los ideales
primos y los ultra¯ltros en un ¶algebra booleana.

7. Sup¶ongase que f : B1 ! B2 es un homomor¯smo de ¶algebras booleanas.
Pruebe que si J es un ideal (respectivamente, un ¯ltro) en B2, entonces
f¡1(J) es un ideal (respectivamente, un ¯ltro) en B1. En particular
I(f ) = f¡1(f0g) es un ideal primo en B1 llamado n¶ucleo de f ; F (f ) =
f¡1(f1g) es un ultra¯ltro en B2 llamado el co-n¶ucleo de f.

8. Sea U un ultra¯ltro sobre un conjunto X, y sea f : X ! Y una funci¶on.
Muestre que

f#U =
©
V µ Y : f¡1(V ) 2 U

ª

es un ultra¯ltro sobre Y .

9. Sea B un ¶algebra booleana. Para cada u 2 B, sean:

Iu = fx 2 B : u ¢ x = 0g ,
Fu = fx 2 B : u + x = 1g .

Muestre que estos conjuntos son, respectivamente, un ideal y un ¯ltro
en B.

10. Demuestre que si F es un ¯ltro en B, entonces el m¶³nimo ¯ltro que
contiene a F [ fug es

fy 2 B : 9x 2 F tal que y ¸ x ¢ ug .

11. Un car¶acter de un ¶algebra booleana B es un homomor¯smo ϕ : B ! 2.
La colecci¶on de todos los car¶acteres de B se llama espectro de B y es
denotado por spec(B) Pruebe que:

(a) Hay una correspondencia biyectiva entre spec(B) y la familia de
ultra¯ltros en B dada por ϕ 7! F (ϕ).

(b) Hay una correspondencia biyectiva entre spec(B) y la familia de
todos los ideales primos en B dada por ϕ 7! I(ϕ).

(c) La funci¶on © : B ! P(spec(B)) de¯nida por

©(u) = fϕ 2 spec(B) : f (u) = 1g

es un homomor¯smo entre ¶algebras booleanas.
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12. Demuestre que la siguiente proposici¶on es equivalente al Teorema del
Ideal Primo: Si B es un ¶algebra booleana y S µ B es tal que 0 /2 S y S
es cerrado con respecto a ¢, entonces existe un ideal µ-maximal ajeno a S.
(Sugerencia: para la necesidad considere J = fu 2 B : 9 v 2 S, u · ¡vg,
muestre que J es un ideal propio y aplique el Teorema 8.54. Para la
su¯ciencia considere S = f1g.)

13. En este Ejercicio se establece la equivalencia del Teorema del Ideal Primo
con versiones d¶ebiles del Teorema de Tychono®.

(a) Si U es un ultra¯ltro sobre un espacio Hausdor®, pruebe que la
intersecci¶on

T ©
A : A 2 U

ª
contiene a lo m¶as un punto.

(b) Demuestre que el Teorema del Ultra¯ltro implica que cualquier pro-
ducto de espacios Hausdor® compactos es no vac¶³o. (Sugerencia:
sea X =

Q
α2I Xα. Sea Z el conjunto de todos las funciones f con

dom f µ I y f (α) 2 Xα, y sea Zα = ff 2 Z :α 2 dom fg para cada
α 2 I . Sea F el ¯ltro generado en Z por Zα, α 2 I , y sea U ¶ F un
ultra¯ltro. Sea Uα la proyecci¶on de U sobre Xα. Para cada α 2 I ,
la intersecci¶on \ ©

A : A 2 Uα

ª

contiene exactamente un punto xα 2 Xα.)

(c) Demuestre que el Teorema del Ultra¯ltro implica que cualquier pro-
ducto topol¶ogico de espacios Hausdor® compactos, es compacto.
(Sugerencia: el producto es no vac¶³o por el inciso anterior. En la de-
mostraci¶on del Teorema de Tychono® en la Secci¶on 8.4, la primera
parte usa ¶unicamente el Teorema del Ultra¯ltro. El uso del Axioma
de Elecci¶on en el punto (2) es eliminado por el inciso (a).)

(d) Demuestre que la siguiente proposici¶on implica el Teorema del Ideal
Primo: El producto topol¶ogico de cualquier familia de espacios dis-
cretos con dos puntos cada uno es compacto. (Sugerencia: sea B
un ¶algebra booleana, y sea X =

Q ffu,¡ug : u 2 Bg. Para una
sub¶algebra ¯nita A de B y un ideal primo I en A, sean

XI = fx 2 X : x(u) 2 I para cada u 2 Ag
y XA =

S fXI : I es un ideal primo en Ag. La familia

fXA : A es una sub¶algebra ¯nitag
es una base de ¯ltro de conjuntos cerrados; de su intersecci¶on se
obtiene un ideal primo en B.)



210 8. El Axioma de Elecci¶on

(e) Demuestre que la siguiente proposici¶on implica el Teorema del Ideal
Primo: El espacio generalizado de Cantor f0, 1gI es compacto para
cualquier I. (Sugerencia: use esto para demostrar la proposici¶on del
inciso (c). Es su¯ciente mostrar que cualquier producto de conjuntos
de dos elementos cada uno, es no vac¶³o. Sea S un conjunto de pares
(no ordenados) ajenos p = fa, bg y sea I =

S fp : p 2 Sg. En el
producto f0, 1gI , los conjuntos Xp = ff : f (a) 6= f (b) si p = fa, bgg
son cerrados y forman una base de ¯ltro. La intersecci¶on propor-
ciona una funci¶on de elecci¶on para S.)

14. Use el ejercicio anterior y establezca el Teorema de la Compactaci¶on de
Stone-·Cech. (Sugerencia: βX es un subconjunto de [0, 1]X .)

8.6 Otras Proposiciones Relacionadas.

Con frecuencia, especialmente cuando se trabaja con conjuntos de n¶umeros
reales, no es necesario usar en plenitud el Axioma de Elecci¶on y de hecho es
mucho m¶as usada una d¶ebil variaci¶on de ¶este.

Axioma de Elecciones Numerables Para cualquier familia numerable de
conjuntos no vac¶³os fAngn2N existe una funci¶on f : N ! S1

n=0An tal
que f (n) 2 An.

Con el Axioma de Elecciones Numerables, pueden demostrarse muchas pro-
posiciones extremadamente ¶utiles en el An¶alisis Matem¶atico, los Ejemplos 8.15,
8.16 y 8.17 pueden demostrarse con ¶el.

Teorema 8.66 Las siguientes a¯rmaciones son equivalentes:
(a) El Axioma de Elecciones Numerables.
(b) Si fAngn2N es una familia de conjuntos ajenos, entonces hay una

sucesi¶on (xn)1n=0 tal que xn 2 An para cada n 2 N.
(c) El producto cartesiano de una familia numerable de conjuntos no vac¶³os

es no vac¶³o.

En 1942, P. A. Bernays formul¶o el siguiente axioma que es una versi¶on m¶as
d¶ebil que el Axioma de Elecci¶on pero m¶as fuerte que el Axioma de Elecciones
Numerables (las demostraciones de estas a¯rmaciones pueden encontrarse en
[J2]; la primera en el problema 26 de la p¶agina 85 y la segunda en la secci¶on
8.2).
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Axioma de Elecci¶on Dependiente Si R es una relaci¶on en un conjunto
no vac¶³o X tal que para todo x 2 X, existe y 2 X tal que xRy, entonces
existe una sucesi¶on (xn)1n=0 tal que xnRxn+1.

Teorema 8.67 El Axioma de Elecci¶on Dependiente implica el Axioma de
Elecciones Numerables.

Demostraci¶on:

Sea fAngn2N una familia a lo m¶as numerable de conjuntos no vac¶³os y sea X
el conjunto de todas las sucesiones ¯nitas s = (ai)k

i=0 tales que a0 2 A0, . . .,
ak 2 Ak. De¯namos

s R t si y s¶olo si s = (ai)
k
i=0 y t = (ai)

k+1
i=0 .

Aplicando el Axioma de Elecci¶on Dependiente se obtiene una sucesi¶on (an)1n=0
tal que an 2 An para cada n 2 N.

Teorema 8.68 Las siguientes a¯rmaciones son equivalentes:
(a) El Axioma de Elecci¶on Dependiente.
(b) Todo conjunto linealmente ordenado que no contiene la imagen de una

sucesi¶on estrictamente decreciente es bien ordenado.
(c) Sea R una relaci¶on en A tal que para todo x 2 X existe y 2 X tal que

xRy. Si a 2 A, entonces hay una sucesi¶on (xn)1n=0 tal que x0 = a y xn R xn+1

para cada n 2 N.

Demostraci¶on:

(a) ) (b). Sea (A,·) un conjunto parcialmente ordenado que no sea bien
ordenado. Entonces existe un subconjunto de A, digamos B, tal que B no tiene
un m¶³nimo elemento. Ahora, el dominio del orden dual estricto, restringido a
B, >B , es B, de otro modo B tendr¶³a un elemento minimal. Por hip¶otesis,
existe una sucesi¶on (yn)1n=0 en B tal que yn >B yn+1 para todo n 2 N. As¶³,
A contiene una sucesi¶on estrictamente decreciente.

(b) ) (a). Sean R una relaci¶on en A y X el conjunto de todas las sucesiones
¯nitas ϕ en A tales que

ϕ(0) R ϕ(1) R ϕ(2) R ¢ ¢ ¢ R ϕ(n ¡ 1)

(cuando dom ϕ = n). De¯niendo ¹ en X por ϕ ¹ ψ si y s¶olo si ϕ ¶ ψ,
tenemos que (X,¹) es un conjunto ordenado, el cual evidentemente no es bien
ordenado. Empleando la hip¶otesis, existe una sucesi¶on (ϕn)1n=0 estrictamente
decreciente en X. Ahora, fϕn : n 2 Ng es un sistema compatible de funciones,
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por lo cual, ϕ =
S1

n=0 ϕn es una sucesi¶on en A tal que ϕ(n) R ϕ(n + 1) para
cada n 2 N.

(a) ) (c). Sean R una sucesi¶on en A y a 2 A. Considere

B =
\

fC µ A : a 2 C y R(C) µ Cg .

Es f¶acil mostrar que el dominio de la restricci¶on de R a B es B. Consecuente-
mente, por hip¶otesis, existe una sucesi¶on (yn)1n=0 en B tal que yn R yn+1 para
cada n 2 N.

Por otra parte, tambi¶en puede mostrarse que

B =
1[

m=0

Rm(fag),

donde R0 = IdA y Rm+1 = Rm ± R. As¶³, y0 2 Rm(fag) para alg¶un m 2 N, es
decir, existe fz0, z1, . . . , zmg µ B tal que z0 = a, zm = y0 y para cada n < m,
zn R zn+1. Si hacemos

xn =

½
zn , para n < m

yn¡m , para n ¸ m,

entonces es claro que x0 = a y xn Rxn+1 para todo n 2 N.
(c) ) (a). Trivial.

Finalmente consideremos otras dos proposiciones m¶as d¶ebiles que el Axioma
de Elecci¶on.

Axioma de Elecci¶on para Conjuntos Finitos Para cualquier familia no
vac¶³a F de conjuntos ¯nitos no vac¶³os existe una funci¶on f : F ! S F
tal que f (F ) 2 F.

Axioma de Elecci¶on n-Finito Para cualquier familia no vac¶³a F de con-
juntos de n elementos existe una funci¶on f : F ! S F tal que f (F ) 2 F.

Renunciar parcialmente al Axioma de Elecci¶on y adoptar proposiciones al-
ternativas no nos deja del todo desamparados, los ejemplos anteriores son una
muestra importante de ello. Por otra parte, estas proposiciones, posibles susti-
tutas del Axioma de Elecci¶on, no traen consigo resultados tan parad¶ojicos
como el Axioma de Elecci¶on. Pero estos axiomas m¶as d¶ebiles que el Axioma
de Elecci¶on son insu¯cientes para las necesidades plenas de las matem¶aticas.

A continuaci¶on enlistamos las proposiciones alternativas al Axioma de Elec-
ci¶on que hemos considerado y mostramos en un diagrama sus relaciones. Como
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se dijo antes, el Axioma de Elecci¶on puede sustituirse por estas u otras proposi-
ciones, y es interesante saber el alcance de estas Teor¶³as de Conjuntos \no
est¶andar".

[AE] Todo conjunto no vac¶³o tiene una funci¶on de elecci¶on.

[TIP] Toda ¶algebra booleana contiene un ideal (propio) primo.

[AED] Si R es una relaci¶on en un conjunto no vac¶³o X tal que para todo
x 2 X, existe y 2 X tal que xRy. Entonces existe una sucesi¶on fxng tal
que xnRxn+1.

[AEN] Para cualquier familia numerable de conjuntos no vac¶³os fAngn2N
existe una funci¶on f : N ! S1

n=0 An tal que f (n) 2 An.

[PO] Todo conjunto puede ser linealmente ordenado.

[AEF] Para cualquier familia F de conjuntos ¯nitos no vac¶³os existe una
funci¶on f : F ! S F tal que f (F ) 2 F.

[AEFn] Cualquier familia F de conjuntos de n elementos, existe una funci¶on
f : F ! S F tal que f(F ) 2 F.

AE
+z }| {

TIP AED
+ +

PO AEN
+

AEF
+

AEFn

Ejercicios 8.6

1. Demuestre el Teorema 8.66.

2. Demuestre que el Principio de Ordenaci¶on PO implica el Axioma de
Elecci¶on para conjuntos Finitos.

3. Demuestre que AEF implica AEFn .
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8.7 Matem¶aticas sin Elecci¶on.

Es muy interesante saber c¶omo son las matem¶aticas sin el Axioma de Elecci¶on.
S. Feferman, como ya se mencion¶o, demostr¶o que si no se acepta el Axioma de
Elecci¶on se puede suponer que todos los ultra¯ltros sobre los n¶umeros natu-
rales son principales. En esta secci¶on daremos otros ejemplos que muestran lo
grave que pueden ser las Matem¶aticas sin el Axioma de Elecci¶on. Para poder
entenderlos, primero daremos una breve idea de lo que signi¯ca \un modelo".
Esto lo haremos con base a un ejemplo.

Nosotros de¯nimos los conjuntos ordenados como pares (A,·) donde A es
un conjunto y · es una relaci¶on re°exiva, antisim¶etrica y transitiva en A.
Equivalentemente, un conjunto ordenado es una estructura (A,·), la cual
satisface los siguientes axiomas:

Axioma de Re°exividad Para cada a 2 A, a · a.

Axioma de Antisimetr¶³a. Si a, b 2 A y

a · b y b · a,

entonces a = b.

Axioma de Transitividad. Para cualesquiera a, b, c 2 A, si a · b y b · c,
entonces a · c.

Ahora podemos manifestar que los axiomas anteriores comprenden la teor¶³a
axiom¶atica del orden y que los conjuntos ordenados son modelos de esta teor¶³a
axiom¶atica. Nuestro an¶alogo al Axioma de Elecci¶on en nuestra teor¶³a del orden
es el siguiente:

Axioma de Linealidad Para cualesquiera a, b 2 A o bien a · b o b · a.

Si estamos interesados en saber cu¶ando el Axioma de Linealidad es consis-
tente e independiente de los otros axiomas de la teor¶³a del orden, necesitamos
dar, por lo menos, dos modelos tal que en uno de ellos satisfaga el Axioma de
Linealidad y en el otro no. Como posibles modelos tenemos los siguientes:

((f0, f0gg) ,2) y (P(f0, 1g) , µ) .

Esto nos lleva a concluir la independencia y consistencia del Axioma de Li-
nealidad en nuestra teor¶³a del orden.
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Cuando se desea investigar fen¶omenos \extra~nos"; por ejemplo, que un
subconjunto en un conjunto ordenado tenga dos distintos elementos maxi-
males, necesitamos construir un modelo, es decir, un conjunto ordenado con
tal propiedad. Un posible modelo es (P(f0, 1g) ,µ) con el subconjunto X =
P(f0, 1g) n ff0, 1gg. En este modelo, f0g y f1g son distintos elementos -
maximales de X . Por otra parte, podemos demostrar que dentro de la teor¶³a
del orden con el Axioma de Linealidad esto es imposible; as¶³ que la teor¶³a del
orden con linealidad es distinta de la teor¶³a del orden.

Lo anterior es un ejemplo burdo de c¶omo se proceder¶³a para construir mode-
los para la Teor¶³a de Conjuntos3. La t¶ecnica para construir tales modelos queda
fuera de nuestro alcance, pero es posible tener una idea, al menos intuitiva, de
lo que signi¯can los siguientes enunciados.

1. Hay un modelo de ZF en el cual existe un conjunto in¯nito de n¶umeros
reales sin un subconjunto numerable.

2. Hay un modelo de ZF en el cual existe un conjunto de n¶umeros reales y
un punto de la clausura para el cual no existen sucesiones (en el conjunto)
convergentes a dicho punto.

3. Hay un modelo de ZF tal que los n¶umeros reales son uni¶on a lo m¶as
numerable de conjuntos a lo m¶as numerables.

4. Hay un modelo de ZF en el que existe un espacio vectorial sin base.

5. Hay un modelo de ZF en el cual todo conjunto de n¶umeros reales es
medible seg¶un Lebesgue.

3El Ejercicio 9.3.8 proporciona un modelo de ZF sin el Axioma de In¯nitud.
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