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1. Introduccién

En su libro An Investigation of the Laws of Thought [2] George Boole sentd
las bases de la logica moderna. A través de algunas identidades basicas, conocidas
como leyes del pensamiento, Boole describi6 la loégica proposicional clasica. Las es-
tructuras que satisfacen estas identidades son las que hoy conocemos como algebras
booleanas.

Huntington [5] fue el primer matematico que trabaj6 con esta clase de estruc-
turas, que fueron llamadas algebras booleanas por Scheffer en [9].

La inspiracion de las identidades propuestas por Boole es doble: En primer
lugar, axiomatizar la logica proposicional, interpretando el algebra 2 = {0, 1} como
los valores de verdad de las proposiciones y a las operaciones de esta algebra como
la disyuncion, conjuncién y negacion de formulas. En segundo lugar, axiomatizar el
algebra de clases, donde las operaciones se interpretan como la unién, intersecciéon
y complementaciéon de clases.

En 1921 Emile Post [7] demostr6 que las identidades de Boole axiomatizan de
manera completa a la légica proposicional, en el sentido de que cualquier identidad
verdadera en el algebra 2 es consecuencia de las identidades de Boole.

En 1936 Marshall Stone [10] demostré que toda algebra Booleana es isomorfa
a una algebra de conjuntos (Teorema de Representacion de Stone), es decir, las
identidades de Boole axiomatizan de manera completa a las algebras de clases.

Marshall Stone demostr6 también la dualidad entre las categorias de algebras
booleanas y espacios booleanos (compactos, Hausdorff y cero-dimensionales). La
importancia de esta dualidad radica en la posibilidad de conjugar los lenguajes
algebraico y topologico y hacer que cada una de estas facetas muestre la riqueza de
la otra.

Aun mas, los resultados sobre algebras booleanas tienen repercusiones en otras
areas de interés mateméatico. Un par de ejemplos en este sentido son: (1) en logica
matematica las pruebas de los teoremas de completud para las légicas proposicional
y de predicados hechas por Helena Rasiowa y Roman Sikorski [8], y (2) en teoria
de conjuntos, la introducciéon del concepto de modelos booleano-valuados, que es

11a realizacién de este articulo fue patrocinada por los proyectos UMSNH-CIC-9.23, UMSNH-
CIC-9.30 y CONACYT-CB 169078.
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particularmente importante porque la construccién de modelos genéricos para las
pruebas de independencia puede ser vista en el contexto de estos modelos booleano-
valuados.

El presente trabajo pretende mostrar al lector algunos detalles sobre la dualidad
de las algebras booleanas con los espacios topologicos booleanos. En consecuencia,
este trabajo se inscribe en las 4reas de Algebra (universal) y Topologia, aunque
hace énfasis en el aspecto topologico. El material general sobre algebras booleanas
puede ser consultado en [6], [1] y [8]. Los conceptos bésicos de topologia se pueden
consultar en [11] y [3].

En la primera seccion se revisan aspectos generales de las algebras booleanas,
haciendo énfasis en las algebras caracteristicas de los espacios topologicos en general
y de los espacios booleanos en particular.

En la segunda seccién haremos una prueba de los Teoremas de Representacion
y de la Dualidad de Stone, y en la tercera mostraremos las cualidades de los espacios
duales de ciertas clases especificas de algebras booleanas como las dlgebras atémicas,
las algebras sin atomos, las dlgebras completas, etc.

2. Preliminares

Esta seccion esta dedicada a dar cuenta de las definiciones y resultados béasi-
cos que se utilizaran a lo largo del texto. Los resultados se consignaran sin de-
mostracién. Sin embargo todo este material estd expuesto con amplitud en textos
como [1] v [8].

Hay dos maneras usuales de definir las algebras booleanas. Empezaremos por
la algebraica. Una dlgebra booleana es una tupla A = (A,+,-, ©,0,1), donde A
es un conjunto, 0 y 1 son dos elementos (distintos) de A, + y - son operaciones
binarias sobre A y ¢ es una operaciion unitaria sobre A, que satisfacen que para
todos a,b,c € A,

(1) a+b=b+a a-b=b-a conmutatividad
(2) a+(b+c)=(a+d)+c a-(b-¢)=(a-b)-c asociatividad
(3) (a+b)-b=> (a-b)+b=0> absorcion
(4) a+a®=1 a-a®=0 complementos
(5) (a+b)-c=(a-c)+(b-¢) (a-b)+c=(a+c)-(b+c¢) distributividad

Ejemplos de dlgebras booleanas son las dlgebras potencia de conjuntos, es decir,
la tupla (P(I),U,N,T\,0,T) es una &lgebra booleana, para cualquier conjunto I.
Otro ejemplo, FC(I) la familia de subconjuntos finitos o de complemento finito de
I es llamada el algebra finita-cofinita de I, donde I es cualquier conjunto infinito.

En lo sucesivo, mantendremos la convencion de denotar por A, B, etc al con-
junto subyacente del algebra A, B, respectivamente. Ahora revisamos la definicion
de algebra booleana en términos de teoria de érdenes.

Una reticula es un conjunto parcialmente ordenado (R, <) en el que para cada
par de elementos hay un supremo (minima cota superior) y un infimo (maxima cota
inferior). En reticulas con elementos maximo y minimo se define un complemento
de un elemento a como un elemento a’ de la reticula cuyo supremo con a es el
méaximo de la reticula y cuyo infimo con a es el minimo de la reticula. Una reticula
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es complementada cuando tiene maximo y minimo y cada elemento tiene un com-
plemento. Es costumbre denotar al supremo (resp. infimo) del par {a, b} mediante
aVb (resp. aAb). Una reticula es distributiva si aA(bVe) = (aAb)V (aAc) para todos
a,b,c € R. Se demuestra que en las reticulas complementadas y distributivas, todo
elemento tiene un tnico complemento. También es rutinario probar que, definiendo
sobre R las operaciones a +b:=aVb, a-b:=aAb, a° como el complemento de
a, 0y 1 como el minimo y maximo de R respectivamente, entonces la estructura
resultante es una algebra booleana, si R es una reticula complementada y distribu-
tiva. Reciprocamente, si A es una algebra booleana y sobre A se define la relacion
< de modo que para todos a,b € A, a < bsiy solosi aVb=>b (oequivalentemente,
a Ab = a), entonces (A, <) es una reticula complementada y distributiva. En lo
sucesivo usaremos las notaciones +,- y V, A de manera indistinta.

Sea A una algebra booleana. Un filtro en A es un subconjunto F' de A que
satisface las siguientes condiciones: (1) 1 € F'y 0 ¢ F, (2) si a,b € F entonces
aANbeFy(3)sia€ Fyb>aentonces b € F. De manera dual se define la
nocién de ideal, el cual es un subconjunto I de A que satisface (1) 0 € Iy 1 ¢ I,
(2) sia,be I entoncesaVbel, y(3)siaelyb<aentoncesbe I. Dado un
filtro F' en una algebra booleana A, se define el ideal dual de F' como el conjunto
Ir ={a € A:a° € F}. Anélogamente, dado un ideal I en A, se define el filtro dual
de I como el conjunto F; ={a € A:a° € I}.

Se dice que un elemento a de una algebra booleana A es positivo si a # 0, y se
denota por AT al conjunto de elementos positivos de A. Claramente los filtros estéan
formados siempre por elementos positivos del dlgebra. Un subconjunto P de A tiene
la propiedad de interseccion finita (pif) si todos los infimos de subconjuntos finitos
de P son positivos. Es un resultado sencillo y clasico que para todo subconjunto
P de A, éste esta contenido en algun filtro si y solo si satisface la pif. El filtro
generado por un conjunto P se define como el minimo filtro que contiene a P. Una
base para un filtro I’ es cualquier subconjunto P de A que genere a F. Se dice que
un filtro F' es principal cuando éste tiene una base que consta de un tnico elemento
de A\ {0}, es decir, cuando existe a € A tal que F = {z € A:a < z}.

Un filtro F en una algebra booleana A es un ultrafiltro si para cualquier a € A,
o bien a € F o bien a® € F. Dos resultados de mucha utilidad son los siguientes
teoremas clasicos.

TEOREMA 2.1. Sea F un filtro en una dlgebra booleana A. Son equivalentes:

(1) F es un ultrafiltro.

(2) F es filtro primo, es decir, para cualesquiera a,b € A con aVb € F se
tiene que o biena € F obe F.

(3) F es un filtro maximal, es decir, para cada filtro G tal que F C G se tiene
que G = F. (I

TEOREMA 2.2 (Teorema del ultrafiltro; Ulam, 1929; Tarski, 1930). Sean A una
dlgebra booleana y F un filtro en A. Existe un ultrafiltro U en A tal que F C U.

Inmediatamente se sigue que si P tiene la pif entonces existe un ultrafiltro U
en A tal que P C U.

Sean A y B algebras booleanas. Un homomorfismo de A en B es una funcién
f:A— Btal que f(0) =0, f(1) =1y para todos z,y € A,

flavy) = f@)V fy), fleny)=Ff@)Afly) y f@)=fla)
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Un monomorfismo de algebras booleanas es un homomorfismo inyectivo?. Un
epitmorfismo es un homomorfismo suprayectivo. Un isomorfismo es un homomor-
fismo biyectivo.

Sea f: A — B un homomorfismo de algebras booleanas. Se define el nicleo de
f por

nuc(f) ={a e A: f(a) =0}.
El dual del ntcleo de un homomorfismo f es conocido como la coraza de f, y sera
denotado por cor(f). Es muy sencillo demostrar que el ntucleo de un homomorfismo
es un ideal en el dominio, la coraza de un homomorfismo es un filtro en el dominio
y la imagen de un homomorfismo es una subalgebra del contradominio.

También es sencillo demostrar que las siguientes afirmaciones son equivalentes
para cualquier homomorfismo de algebras booleanas f: A — B.

(1) f es monomorfismo.
(2) nuc(f) = {0}
(3) cor(f) ={1}
Dado un ideal I en una algebra booleana A, se define la congruencia maodulo I
denotada por ~; como sigue: Para cualesquiera a,b € A,

a~g1bsiysoélosiexisteceltalqueaVe=0bVe

Como es de esperarse, la congruencia médulo I es una relacién de equivalencia.
Denotaremos a la clase de equivalencia de a modulo I por [a];. Ademas, ~; es
una relaciéon de congruencia, es decir, respeta las operaciones booleanas, es decir, el
cociente A/, es una algebra booleana al ser dotado con las operaciones definidas
por representantes, [a]r V [b]r := [a V b]y, [a]r A [b]; := [a Ab]r y [a]§ := [a®];. Es
comtn denotar al cociente con A/ y llamarle dlgebra cociente de A médulo I. Como
siempre, también es posible definir la congruencia modulo F' con F filtro en A, de
manera dual a la definicién anterior. Las algebras cociente médulo I y médulo Fr
(el filtro dual de I) son isomorfas, desde que para cada a € A, la clase [a]; es igual
a la clase [a]p,. La proyeccion canonica 7y : A — A/; dada por 7(a) = [a]; es un
epimorfismo de algebras booleanas.

TEOREMA 2.3 (de isomorfismos). Sean A y B dlgebras booleanas, y f : A — B
epimorfismo. Eriste un tnico isomorfismo
[ A/nuc(f) — B tal que f = f o Tpyes), es decir, el diagrama

A ! B

7
Ve
Ve
Tnue(f) T

conmuta.

DEMOSTRACION:  Se define f : A/nuc(f) — B como sigue: Para cada a € A,
f([a]) = f(a). Notese que la definicion de f([a]) no depende de representantes,
puesto que si b € [a] entonces f(b) = f(a). Es claro que f hace conmutar el
diagrama y que es epimorfismo. Dado que [a] # [b] implica f(a) # f(b), tenemos
que f es monomorfismo. Si g : A/nuc(f) — By existe a € A tal que g([a]) #

2Es facil demostrar que los homomorfismos inyectivos son cancelables por la izquierda y los
homomorfismos suprayectivos son exactamente los homomorfismos cancelables por la derecha.
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f([a]) = f(a), entonces g no hace conmutar el diagrama, lo cual prueba la unicidad
de f. (]
Como consecuencia de este teorema, tenemos que las imdgenes homomdrficas

de las dlgebras booleanas son esencialmente los cocientes moédulo un filtro o un
ideal.

2.1. El algebra de cerrado-abiertos de un espacio topolégico. Supon-
dremos conocidas las nociones elementales de la topologia general (espacio topologico,
conjuntos abiertos, cerrados, bases, etc). Denotaremos a los espacios topolégicos y
a sus conjuntos subyacentes mediante letras maytisculas X, Y, Z mientras esto no
provoque confusion. Discutiremos especificamente sobre los espacios booleanos, que
se definen a continuacion. Un espacio topologico X es cerodimensional si tiene una
base de conjuntos cerrados (y abiertos). X es booleano si es compacto, Hausdorff y
cerodimensional. En todo espacio topologico X, la familia

Clop(X) ={A C X : A es cerrado-abierto}

es una algebra de conjuntos. Mas atin, en un espacio booleano X, el algebra carac-
teristica Clop(X) es una base para la topologia de X.

TEOREMA 2.4. Sea X un espacio booleano. Clop(X) es la unica subdlgebra de
P(X) que es base para la topologia de X .

DEMOSTRACION:  Sea B una subalgebra de P(X) que es base para X. Como
B esta cerrada bajo complementos, todo elemento de B es cerrado, por lo tanto
B C Clop(X). Veamos que Clop(X) C B. Sea V € Clop(X). Como V C X es
cerrado y X es compacto, V' también es compacto. Por cada x € V, sea U, € B

tal que z € U, C V. Como V es compacto, existen xy,...,x, € V tales que
Uy, U---UUsy, =V. Esto prueba que V es unién finita de elementos de B, por lo
que V € B. (]

2.2. El espacio de Stone de una algebra booleana. Sea A una algebra
booleana. Llamaremos Ult(A) al conjunto de ultrafiltros sobre A. Se define la
funcion s : A — P (Ult(A)) (conocida como mapeo de Stone) por

s(a) ={p € Ult(A) : a € p}.

El conjunto de ultrafiltros Ult(A) sobre una &lgebra booleana dada A puede ser
dotado de manera natural con una topologia, llamada la topologia de Stone, que
tiene a la familia s[A] = {s(a) : @ € A} como base (es simple verificar que esta
familia satisface lo necesario para ser base para alguna topologia). Este espacio se
conoce como espacio de Stone de A. Es sencillo verificar que para cada a € A,
s(a) U s(a®) = Ult(A) vy s(a) N s(a®) = 0, por lo que el espacio de Stone de A
es cerodimensional. Ahora veamos que Ult(A) es compacto. Sea U una cubierta
abierta de Ult(A). Podemos suponer que los elementos de U son bésicos. De este
modo U = {s(a) : a € A’} para algin A’ C A. Si ningan subconjunto finito
de U cubre a Ult(A) entonces para todo n € w y ay,...,a, € A’ sucede que
s(a1) U---Us(an) # Ult(A). De aqui que a; V---Va, # 1y en consecuencia
a$ A---ANaS # 0. Esto quiere decir que el conjunto —A’ := {a®: a € A’} tiene la
pif. Por el Teorema del Ultrafiltro, existe un ultrafiltro p € Ult(A) tal que —A’ C p.
Ademas, para cada a € A’ sucede que a® € p, por tanto, a ¢ p, de donde, para
cada a € A', p ¢ s(a), lo cual contradice la suposicién de que U cubre a Ult(A).
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Ahora veamos que el espacio de Stone de A es Hausdorff. Sean p # ¢ € Ult(A).
Observemos que existe a € A tal que a € py a ¢ ¢q. De este modo, a® € ¢, asi
que p € s(a) mientras ¢ € s(a®). Con todo esto tenemos probado que el espacio de
Stone de una dlgebra booleana A es siempre un espacio booleano.

3. Teoremas de Representacion y Dualidad.

En primer lugar, demostraremos el Teorema de Representaciéon de las algebras
booleanas, enunciado y demostrado por Marshall Stone en [10]. La version mas
popular de este teorema afirma que toda dlgebra booleana es isomorfa a una dlgebra
de conjuntos. Enunciaremos y demostraremos una version mas explicita.

TEOREMA 3.1 (de Representacion, Stone, 1936). Toda dlgebra booleana es iso-
morfa al dlgebra caracteristica de un espacio booleano, concretamente, el espacio
dual de A; y el mapeo de Stone es un isomorfismo de A sobre Clop(Ult(A)).

DEMOSTRACION: Es suficiente demostrar la tltima afirmacion del Teorema. Primero
probemos que s es homomorfismo de algebras booleanas. En efecto, si a,b € A en-
tonces s(a Ab) = {p € Ult(A) :anbep} ={pcUlt(A) :a€pyb e p} =
s(a) N s(b). Por otro lado, s(aVb) ={p e Ult(A):aVbep}={peUlt(A):a €
pobep}t=s(a)Us(b) y finalmente s(a®) = {p € Ult(A) : a® € p} = {p € Ult(A) :
a ¢ pt=Ult(A)\ s(a). Ademas, es evidente que s(0) = 0 y s(1) = Ult(A).

Ahora veamos que s es inyectiva. Sean a # b € A. De aqui se tienen que, o
bien a £ b o b £ a. Supongamos que a £ b (el otro caso es analogo). De este modo,
a A b¢ #£ 0, por lo que existe un ultrafiltro p € Ult(A) tal que a A b € p. Tal p
satisface que a € py b ¢ p. Esto demuestra que s(a) # s(b).

Finalmente, la suprayectividad es consecuencia de 2.4, y de que la imagen bajo
homomorfismo de una algebra booleana es una subalgebra del contradominio. (I

Ahora nos ubicaremos en el contexo de los espacios booleanos y sus algebras
caracteristicas. Para tal efecto, consideremos la funcion ¢ : X — P(Clop(X)), (o
tx si hay riesgo de confusion) dado por

t(x) ={U € Clop(X) : x € U},
donde X es un espacio booleano.

LEMA 3.1. Sea X un espacio booleano. Para cada x € X el conjunto t(x) es
un ultrafiltro en el dlgebra Clop(X).

DEMOSTRACION: Es claro que 0 ¢ t(z) y X € t(z). Sean U,V € t(z). Claramente,
xeUNVyUNV e Clop(X). Si W € Clop(X) y U C W, es claro que x € W.
Todo esto prueba que t(x) es filtro. Ahora bien, dado U € Clop(X), sucede que
x€UoxeX\U. En consecuencia U € t(z) o X \ U € t(z). O

De este modo queda definido un mapeo t : X — Ult(Clop(X)), que es conocido
como el homeomorfismo candnico de Stone. A continuaciéon veremos que en efecto
es un homeomorfismo.

TEOREMA 3.2. Todo espacio booleano es homeomorfo al espacio de Stone de su
dlgebra caracteristica. Mds precisamente, para cada espacio booleano X, el mapeo

t: X — Ult(Clop(X)) es un homeomorfismo de X sobre Ult(Clop(X)).
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DEMOSTRACION: Veamos que t es biyectiva. Sean = # y € X. Como X es
Hausdorff, existen U,V € Clop(X) ajenos tales que x € U y y € V. En conse-
cuencia, x € U C X \ V, por lo que V ¢ t(z), pero claramente V € t(y). Esto
prueba que t(z) # t(y) por lo que t es inyectiva. Sea p un ultrafiltro en Clop(X).
As; Np es la interseccion de una familia de cerrados con la pif en el compacto X.
Por lo tanto, Np # 0. Sea x € Np. Claramente, p C t(x), pero la maximalidad
de p obliga que p = t(z). Esto prueba que ¢ es suprayectiva. Sea V un abierto
basico en Ult(Clop(X)). Esto quiere decir que hay un W € Clop(X) tal que
V = {p € Ult(Clop(X)) : W € p}. Observe que si z € W entonces W € t(z), por
tanto t(x) € V. Observe, por otro lado, que si € X es tal que t(z) € V entonces
W € t(z), por lo que z € W. Ambas observaciones prueban que t=1(V) = W, lo
cual prueba que t es continua. Ahora bien, si U C X es abierto basico entonces
tlU] = {t(x) : © € U} = {p € Ult(Clop(X)) : U € p} es un abierto basico en
Ult(Clop(X)). Esto prueba que t es abierta y concluye la demostracion.

(]

Denotaremos con BA a la categoria de &lgebras booleanas, cuyos morfismos
son los homomorfismos de algebras booleanas. Denotaremos con BS a la categoria
de espacios (topologicos) booleanos con las funciones continuas como morfismos.
La funcion Ult resulta ser un funtor contravariante de BA en BS, y Clop resulta
ser un funtor también cotravariante de BS en BA. Los teoremas 3.1 y 3.2 muestran
que salvo isomorfismo, Ult y Clop son inversas, lo cual se ilustra en el diagrama.

Ult
Y —
Clop

T

~|s Ult(A)

/

Clop(Ult(A))

A

Clop(X) t|~

T

Ult(Clop(X))

El teorema de la dualidad de Stone expresa que las categorias BA y BS son
dualmente equivalentes, es decir, los diagramas conmutativos en una de ellas se
traducen en diagramas conmutativos en la otra. A continuacion los detalles, em-
pezando por un lema que el lector encontrard muy facil de demostrar.
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LEMA 3.2. Sean A,B dlgebras booleanas, f : A — B homomorfismo de dlgebras
booleanas y p un ultrafiltro en B. Entonces, la preimagen f~1[p] es un ultrafiltro en
A. Sean X,Y espacios booleanos, ¢ : X —'Y continua y V CY cerrado y abierto
en'Y. Entonces la preimagen ¢~ 1[V] es cerrado-abierto en X. [

Denotaremos con sy : A — Clop(Ult(A)) al mapeo de Stone para el algebra A,
y denotaremos con tx : X — Ult(Clop(X)) al homeomorfismo canoénico de Stone
para el espacio X.

DEFINICION 3.1. (Mapeos Duales)

(1) Sean A y B dlgebras booleanas y f : A — B un homomorfismo de dlgebras
booleanas. El dual de f es el mapeo f@: Ult(B) — Ult(A) definido por

fip) = f~p]
para cada p € Ult(B).
(2) Sean X,Y espacios booleanos y ¢ : X — Y una funcion continua. El dual
de ¢ es el mapeo ¢ : Clop(Y') — Clop(X) dado por
¢*(U) = ¢~'[U]
para todo U € Clop(Y').

El Teorema de la Dualidad enumera las propiedades de estos mapeos duales.

TEOREMA 3.3 (Dualidad de Stone). Sean A, B, C dlgebras booleanas,
f:A—= B, g: B — C homomorfismos de dlgebras booleanas, X,Y,Z espacios
booleanos, y ¢ : X — Y, ¥ :Y — Z funciones continuas. Entonces:

(1) f%: Ult(B) — Ult(A) es continua y ¢ : Clop(Y) — Clop(X) es homo-
morfismo de dlgebras booleanas.

(2) (ida)? = idyuay y (idx)* = idciop(x)

(3) (go f)t=froghy (bod)!=g¢?oy?

3
(4) fllosy =sgofyogloty =ty op. Es decir, los diagramas

A2 Clop(Ult(A)) X 25 Ult(Clop(X))

A

B ——= Clop(Ult(B)) Y — Ult(Clop(Y))
conmutan.

(5) f es inyectiva si y sdlo si f¢ es suprayectiva. ¢ es inyectiva si y sélo si
¢? es suprayectiva.

(6) f es suprayectiva si y sdlo si f¢ es inyectiva. ¢ es suprayectiva si y sélo
si ¢? es inyectiva.

DEMOSTRACION: (1) Veamos que las preiméagenes bajo f¢ de abiertos basicos en
Ult(A) son abiertos en Ult(B). Sea a € A. Llamemos U = {p € Ult(A) : a € p}.
Ast (f)7'U] = {g € UL(B) : f¥q) € U} = {q € Ult(B):a € f g} ={q €
Ult(B) : f(a) € ¢}, lo cual prueba que (f%)~![U] es un abierto (bésico) de Ult(B).

Ahora veamos que si U,V € Clop(Y) entonces ¢4 (U NV) = ¢4(U) N ¢(V).
Pero ¢d(UNV) = ¢ {UNV] = ¢ U]NG7 V] = ¢4 (U) N ¢%(V). Analogamente,
YU UV) = oL (U)U X (V) y ¢(UI(Y) \ U) = Ult(X) \ ¢(U). Claramente,
¢4(Y) = X y ¢4(®) = 0, lo cual prueba que ¢? es homomorfismo de &lgebras
booleanas.
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(2) Si p € Ult(A) entonces (Idy)%(p) = (Idy)~'[p] = p. Si U € Clop(X)
entonces (Idx)4(U) = (Idx)~'[U] =U.

(3) Sea p € Ult(C). Asi (go f)*(p) ={a€ A:g(f(a)) ep}={ac A: f(a) €
9'(p)} = (g’ (p) = (f* 2 g)(p).

Ahora sea U € Clop(Z). Asi (o) (U) ={x € X :¢(é(x)) €U} ={z € X :
6(x) € YUU)} = (¢ 0 v (U).

(4) Sea a € A. De este modo, f%(sy(a)) = f4({p € Ult(A) : a € p})
(/) [{p € Ult(h) s a € p}) = {g € UIt(B) : a € fU(q)} = {g € Ult(B) : a
fal} = {a € Ult(B) : f(a) € q} = se(f(a)).

Ahora sea x € X. De este modo, ¢%(tx(z)) = ¢4 ({U € Clop(X) : z € U}) =
(¢H)~H{U € Clop(X) : x € U} = {V € Clop(Y) : x € ¢(V)} = {V € Clop(Y) :
€6 (V)} = {V € Clop(Y) : 6(x) € V} = ty (6(x).

(5) Supongamos que f es inyectiva y p € Ult(A). Como nuc(f) = {04}, la
imagen f[p] es un conjunto con la pif en B. Por el Teorema del Ultrafiltro existe q €
Ult(B) tal que f[p] C ¢. De este modo, p C f~1(f[p]) € f~*(¢q) = f¥(q). Pero por
la maximalidad de p, tenemos que p = f¢(q), lo cual demuestra la suprayectividad
de f¢. Ahora supongamos que f¢ es suprayectiva. Si a € AT entonces por Teorema
del Ultrafiltro existe p € Ult(A) tal que a € p. Por la suprayectividad de f¢ existe
q € Ult(B) tal que f¥(q) = p. Esto quiere decir que a € f%(q), y como Op ¢ g,
tenemos que f(a) # Og, lo cual prueba que nuc(f) = {04}

Ahora supongamos que ¢ es inyectiva y U € Clop(X). Asi, Uy X \ U son
compactos. Dado que ¢ es continua ¢[U] y ¢[X \ U] son compactos ajenos, y como
Y es cerodimensional, para cada y € ¢[U] existe V,, € Clop(Y) tal que y € V, y
Vy N¢[X \ U] = 0. Dado que ¢[U] es compacto, existen n € Ny y1,...,y, € ¢[U]
tales que ¢p[U] C V :=V,, U---UV,, . Observe que V € Clop(Y) y VNp[X\U] = 0.
Asi pues, ¢¢(V) = ¢~ '[V] = U, lo cual prueba que ¢? es suprayectiva. Ahora
supongamos que ¢ es suprayectiva. Sean z # y € X. Sean U,V € Clop(X) ajenos
y tales que z € U y y € V. Como ¢¢ es suprayectiva, existen U’, V' € Clop(Y)
tales que U = ¢~ [U'] y V = ¢~ 1[V']. Claramente, U’ y V' son ajenos, ¢(z) € U’
y ¢(y) € V'. Esto prueba que ¢(x) # ¢(y), de donde ¢ es inyectiva.

(6) Por el inciso (4) f es suprayectiva si y solo si f9¢ es suprayectiva y por el
inciso anterior, esto equivale a que f? sea inyectiva. Analogamente se prueba que
¢ es suprayectiva si y solo si ¢¢ es inyectiva. (Il

€

4. Dualidad topologica

Con el proposito de mostrar el poder de los Teoremas de Representaciéon y de
la Dualidad de Stone, analizaremos algunas clases especificas de algebras booleanas
y sus espacios de ultrafiltros.

4.1. Algebras atéomicas. Sea A una algebra booleana. Un elemento a es un
dtomo si es minimal en AT, es decir, a es positivo y no existe un elemento x € A
tal que 0 < < a. A es atdmica si para cada a € At existe un atomo b € A tal
que b < a. Denotaremos con At(A) al conjunto de atomos del algebra booleana A.

Las algebras potencia P(I) de un conjunto I siempre son atémicas. Los 4tomos
de éstas son justamente los unitarios {i} con ¢ € I. En la subseccion 4.3 daremos
ejemplos de algebras no atéomicas. Notese que si a € A es un atomo entonces para
cada b € AT, o bien a < b o a < b pues si a £ b entonces a A b° € AT y, por la
minimalidad de @ en A, tendriamos que a = a A b¢ lo cual equivale a a < b°.



10 1. DUALIDAD TOPOLOGICA DE LAS ALGEBRAS BOOLEANAS

Una propiedad importante de los a&tomos en las dlgebras atémicas es la siguien-
te: Sib,c € A con b £ ¢ entonces hay un dtomo a tal que a < by a £ c.

4.1.1. Atomos y puntos aislados. Se dice que un filtro F' sobre A es principal
si estd generado por un tnico elemento del algebra, es decir, existe a € A tal que
F={x € A:xz>a}. Unfiltro principal F' es ultrafiltro si y solo si esta generado
por un atomo. Es claro que un filtro nunca contiene dos dtomos distintos y un
4tomo nunca pertenece a dos filtros distintos. Con estas observaciones concluimos
que por cada dtomo en una algebra booleana A encontramos un punto aislado en
Ult(A) y viceversa, por cada punto aislado p de Ult(A) existe un tnico atomo
a en A tal que a € p. En conclusién, para cada dlgebra booleana A, existe una
correspondencia biyectiva entre los dtomos de A y los puntos aislados de Ult(A).

En la direccion contraria, si X es un espacio booleano y x es un punto aislado
de X, entonces {z} es cerrado-abierto y ademés es un atomo en Clop(X). Ademas,
por la propiedad de Hausdorff, los atomos en una éalgebra Clop(X) siempre son
conjuntos unitarios, por lo que podemos concluir que existe una correspondencia
biyectiva entre los puntos aislados de X y los atomos de Clop(X), para cualquier
espacio booleano X.

4.1.2. Algebras finitas y espacios discretos. Toda &lgebra booleana finita es
claramente atomica. Esto tiene como consecuencia la siguiente version del Teo-
rema de Representacion de Stone para algebras finitas.

TEOREMA 4.1. Toda dlgebra booleana finita es isomorfa a una dlgebra de con-
juntos. De hecho, si A es una dlgebra booleana finita, entonces A es isomorfa al
dlgebra potencia P(At(A)).

DEMOSTRACION: El mapeo f : A — P(At(A)) definido por f(a) = {x € At(A) :
x < a} es el isomorfismo buscado. La inyectividad de f se debe a que si b, ¢ € A con
b £ ¢ entonces existe un atomo a € A tal que a < by a £ c. La suprayectividad de
f se debe a la finitud de A, pues si C C A entonces C' es finito, y en consecuencia,
VC existe en Ay asi C' = f(VC'). Es simple probar que f es homomorfismo. O

En una algebra finita, los ultrafiltros son exactamente los filtros principales
generados por atomos. De este modo, una algebra booleana finita A tiene un
espacio de Stone finito, y por ser Hausdorff, Ult(A) es discreto.

Por el contrario, si un espacio X es Hausdorff, compacto y discreto, necesaria-
mente es finito. En conclusién tenemos que la dualidad de Stone es biyectiva entre
las categorias de dlgebras booleanas finitas y de espacios booleanos discretos.

4.1.3. Algebras finito-cofinitas y compactaciones por un punto de espacios dis-
cretos. Las algebras finito-cofinitas son minimales respecto a la cantidad de atomos
que contienen, como se demuestra en el siguiente Teorema. Denotemos por FC(I)
al &lgebra finito-cofinita sobre el conjunto I.

TEOREMA 4.2. Sean x un cardinal y A una dlgebra booleana con k dtomos.
Entonces existe un monomorfismo f : FC(k) — A tal que para cada dtomo x €
FC(k), f(z) es un dtomo en A.

DEMOSTRACION:  Sea g : k — At(A) una biyeccion. Entonces, para cada S €
FC(K) sea
£(S) = Vies 9(s) ) bl S es ﬁnitcf
/\se,ﬁ\s g(s)¢ si S es cofinito

Es sencillo verificar que f es la funcion buscada. O



4. DUALIDAD TOPOLOGICA 11

DEFINICION 4.1. Sea A wuna dlgebra booleana. Un subconjunto D de A" es
denso si para cada a en A existe d en D tal que d < a.

Si A es una 4lgebra atomica, entonces At(A) es un subconjunto denso en A, asi
que la subdalgebra de A generada por At(A) es una subalgebra densa en A. Pero
esta subalgebra es (por el teorema anterior) isomorfa a FC(]At(A)]), de donde, toda
dlgebra atomica infinita tiene inmersa una dlgebra finito-cofinita. Ahora revisemos
los espacios de Stone de las algebras finito-cofinitas.

Dado un espacio topolégico X Hausdorff, localmente compacto pero no com-
pacto, es posible encajar a éste en un espacio compacto de la siguiente manera: Sea
c¢ X ysea X* = X U{c}. Se definen las vecindades bésicas de ¢ en X* como los
conjuntos de la forma {c} U (X \ L) donde L es un subconjunto compacto de X.
Las vecindades béasicas de los puntos z € X en X* son las vecindades de = en X.
Asi, X* es un espacio compacto y la inclusion de X en X* es un encaje. Con esta
topologia, X* es llamado la compactacion por un punto de X. Todo espacio discreto
es localmente compacto y Hausdorff, pero sélo los discretos finitos son compactos.
Asi pues, todo espacio discreto infinito tiene una compactaciéon por un punto.

TEOREMA 4.3. Sea r cardinal infinito. El espacio de ultrafiltros de FC(k) es
homeomorfo a la compactacion por un punto del espacio discreto de k elementos.

DEMOSTRACION: Los ultrafiltros sobre FC(x) son exactamente los filtros princi-
pales sobre los atomos y el filtro p de subconjuntos cofinitos de x, desde que todo
ultrafiltro no principal en una subalgebra de una potencia contiene a todos los cofini-
tos. Cada ultrafiltro principal es un punto aislado de Ult(F'C(k)) y las vecindades
de p tienen la forma s(a) con a € p, pero k\a es finito, por tanto Ult(FC(x))\s(a) es
finito, y en consecuencia compacto. De este modo, Ult(FC(k)) es la compactacion
por un punto del espacio discreto de k elementos. O

Por otro lado, si X es la compactaciéon por un punto de algin espacio discreto
Y, digamos X = Y U {c}, entonces los subconjuntos finitos de X son cerrado-
abiertos y en consecuencia los cofinitos también. Si U es un cerrado-abierto de
X consideramos dos casos: si ¢ ¢ U, entonces U es finito, pues de otro modo no
serfa compacto; y si ¢ € U entonces U es cofinito, como todas las vecindades de
c. Esto finalmente prueba que los espacios booleanos que son compactacion por
un punto de un espacio discreto, tienen como &algebra caracteristica una algebra
finito-cofinita.

4.2. Algebras libres y espacios de Cantor.

4.2.1. Algebras libres. La inspiracion de la construccion de algebras libres se
basa en la generacién de éstas a partir de conjuntos algebraicamente independientes,
es decir, que no satisfacen mas ecuaciones que las consecuencias de los axiomas de
algebras booleanas. Cada una de ellas queda caracterizada salvo isomorfismo por
el ntiimero de generadores libres.

DEFINICION 4.2. Sea I un conjunto. Una dlgebra (booleana) libre sobre I es
un par (e, F) tal que F es una dlgebra booleana y e : I — F es tal que para cada
funcion f de I en una dlgebra A, existe un inico homomorfismo g : F' — A tal que

goe=f.

Por definicién, si iy, .. .14, son elementos distintos de I entonces toda ecuacion
que se satisfaga por los elementos e(i1),...,e(i,) de F sera satisfecha también por
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cualesquiera elementos ay, . .., a, de cualquier algebra booleana A. Para demostrar
la existencia y unicidad de las algebras libres, empezaremos por estudiar a sus
espacios duales, los espacios de Cantor de diferentes pesos.

4.2.2. Espacios de Cantor. Se define el peso de un espacio topologico X como el
minimo cardinal x tal que X tiene una base de cardinalidad k. Denotaremos con 2
al conjunto con dos elementos 2 = {0, 1} dotado de la topologia discreta. Para cada
cardinal infinito k, se define el espacio de Cantor de peso k como el conjunto 2% de
k-sucesiones de elementos de 2 dotado con la topologia producto. Esto quiere decir
que la familia 8 = {u; : ¢ € k}U{v; : i € K} es una subbase para el espacio 2", donde
para cada i € K, u; = {x € 2" 1 x; = 1} y v; = {x € 2% : x; = 0} = u§. Note que
8 esta cerrada bajo complementos. Adicionalmente, la familia B de intersecciones
finitas de elementos de § es base para 2. Note que cada elemento de B es cerrado
en 2% y que B es cerrada bajo intersecciones finitas. Por el Teorema de Tychonoff,
2" es compacto y claramente es Hausdorff, de donde se concluye que todo espacio
de Cantor es booleano.Una observacion clave es que todo elemento no trivial de B
(i. e. no vacio y no 2%) tiene una tunica representacion de la forma:

U(F,G) := m Ug N ﬂ Vg

acF peG

con F' y G subconjuntos finitos, ajenos y no ambos vacios de . Finalmente, sea B’
la familia de uniones finitas de elementos de B. Observe que B’ cumple que

e es (trivialmente) cerrada bajo union binaria,

e es cerrada bajo interseccion binaria, pues si £ = F4U---UE, v F =
FiU---UF,, entonces ENF = Uz‘,j E;NF;, y cada E; N Fj estd en B,

e es cerrada bajo complementos, por leyes de Morgan y porque 8 lo es, y

e todos sus elementos son cerrado-abiertos.

De este modo, por el Teorema 2.4, B" = Clop(2*). Note que |Clop(2")| = &, lo cual
prueba que en efecto, el peso de 2" es a lo més k. Por otro lado, si U es una familia
con menos que kK conjuntos abiertos de 27, entonces existe a < k tal que 7, (U) = 2
para todo U € U. Luego u, es un abierto que no puede contener elementos de U,
por lo que U no es base, estableciendo que 2” no tiene bases de cardinalidad menor
que K.

TEOREMA 4.4 (Existencia). Sea I un conjunto cualquiera. Entonces existe una
algebra libre sobre I.

DEMOSTRACION: Sin perder generalidad podemos suponer que I = k. Definamos
e(a) = uq y probemos que (e, Clop(2¥)) es una &lgebra booleana libre, la cual
tiene, obviamente, k generadores. Sean A una algebra booleana y f : Kk — A
cualquier funcién. Definamos f : B — A como sigue: f() = 0, f(2¢) = 1, y
para U = U(F,G) con F y G subconjuntos finitos ajenos y no ambos vacios de &,
sea f(U) = Naep fa) A Nsea(f(B))°. Obsérvese entonces que f satisface que si
Ui,Uy € By Uy C U, entonces f(U;) < f(Us), desde que si Uy = U(Fy,Gy) y
Us = U(F3,Gs), entonces F» C Fy y Gy C Gy.

Definamos g : Clop(2¥) — A por g(ByU---UB,) = f(B1)V---V f(B,) vy
verifiquemos que esta definicién es correcta. Supongamos que J;_, U(F}, Gl) =
Ujzy U(F?,G3). En este caso, para cadaien {1,...,n} ocurre que f (U(F!,G})) =

UL ahnu(FRed) < T(UR UFRGD) = VI, T (U(F2.G2).
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Por lo tanto, \/i_, f (U(F},G})) < VL, f(U(F},G3)). Anélogamente se de-

muestra la desigualdad en el sentido opuesto. Es claro que g | B = f, y que ¢ es
un homomorfismo de élgebras booleanas, lo que concluye esta demostracion. O

Como también fue ya anunciado, demostraremos que las algebras libres son
Unicas salvo isomorfismo, y estan caracterizadas por el nimero de generadores que
poseen.

TEOREMA 4.5 (Unicidad). Sean (e, F) y (e, F') dlgebras libres sobre I e I’
respectivamente, y sea f : I — I’ una biyeccion. Entonces hay un inico isomorfismo
g: F — F' tal que goe =¢ o f, es decir, tal que el diagrama

I—¢ > F

J{f g
Y

I/HIF/

conmuta.

DEMOSTRACION: Sea ¢ el homomorfismo cuya existencia y unicidad se afirman en
la definicion de algebra libre aplicada a la funcion €’ o f, es decir, goe =¢'o f; y
sea ¢’ lo mismo, para la funcién e o f~!, es decir, g’ oe’ =eo f~1. Asi g’ o g es un
homomorfismo de Fren F 'y (¢og)oe=g'o(goe)=g' o(e’of)=(g o€ )of=
(eo f~1) o f = e. Pero nuevamente, por definicion de algebra libre, idr es el tinico
homomorfismo de F en F tal que idoe = e, por tanto, ¢’ o g = idr. Analogamente,
go g =idps, por lo que g es isomorfismo. O

En resumen, para cada cardinal x, el espacio de Stone del dlgebra libre sobre
k es el espacio de Cantor de peso k, desde que el algebra libre sobre x hallada en
la prueba del Teorema de existencia es Clop(2%), es decir, Clop(2®) = Fr(k). De
este modo, por el teorema 3.2, 2 es homeomorfo a Ult(Fr(k)).

La propiedad universal del algebra libre sobre un conjunto I de generadores
garantiza el siguiente

TEOREMA 4.6. Sean A una dlgebra booleana y k un cardinal con |A| < k.
Entonces A es una imagen homomdrfica (i. e. un cociente) de Clop(2").

DEMOSTRACION: La propiedad universal del algebra libre afirma que existe un
unico homomorfismo g : Clop(2F) — A tal que f = goe. Si f va de k sobre A
entonces g es el epimorfismo buscado. O

TEOREMA 4.7. Si X es un espacio booleano de peso k entonces X es homeo-
morfo a algun subespacio cerrado de 2" .

DEMOSTRACION:  Si el peso de X es k es facil ver que |Clop(X)| = &, pues
cualquier funciéon que para cada U € Clop(X), elija un subconjunto finito B de
una base B tal que U = |J B, es necesariamente inyectiva, y tales funciones ex-
isten por la compacidad de X. Por el teorema anterior, Clop(X) es una ima-
gen homomorfica de Clop(2¥), digamos bajo el epimorfismo ¢g. En consecuencia
g% : Ult(Clop(X)) — Ult(Clop(2)) es una funcién continua e inyectiva. Como am-
bos, dominio y contradominio de g¢ son compactos, g? es un encaje y su imagen es
un subconjunto cerrado de Ult(2%). Pero Ult(Clop(X)) = X y Ult(Clop(27)) = 2%,
por tanto, X es homeomorfo a un subespacio cerrado de 2~. [l
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4.3. Algebras sin atomos numerables y el espacio de Cantor 2%, Se
dice que una &algebra booleana es sin dtomos si ésta no tiene atomos, es decir, para
cada a € AT existe b € A" tal que b < a. Ejemplos de 4lgebras sin 4tomos son
las algebras libres infinitas. Veremos que en el caso numerable, las dlgebras libres
coinciden con las algebras sin dtomos.

Se dice que una algebra booleana A es densa en si misma si para cualesquiera
a,b € A con a < b existe ¢ € A tal que a < ¢ < b. Es inmediato que una algebra
densa en si misma es sin 4tomos, pero mas aun:

LEMA 4.1. Si A es una dlgebra booleana sin dtomos entonces A es densa en st
misma.

DEMOSTRACION:  Sean a,b € A con a < b. De este modo, b £ a. Por tanto,
bAa¢#0. Tomemos d € AT tal que d < b A a®, lo cual es posible porque A es sin
atomos. Asi bAa® £ dy por tanto, b A a® A d° # 0. La desigualdad 0 < d < b A a®
implica ¢ < aVd < b Ademas, si aVd < a entonces d < a, y como d < a,
tendriamos que d = 0 lo cual es una contradiccion. Por otro lado, si tuviesemos
b < aVdentonces 0 = bA(aVd)® =bAaAd° lo cual también es una contradiccion.
En consecuencia, a < aVd <b. a

El caso particular de algebras numerables sin &tomos es de verdad muy parti-
cular, como lo muestra el siguiente resultado.

TEOREMA 4.8. Cualesquiera dos dlgebras booleanas numerables sin dtomos son
isomorfas.

DEMOSTRACION: Demostraremos que toda algebra booleana numerable sin &tomos
es libre, para lo cual construiremos un conjunto numerable de generadores. Sea A
una algebra booleana numerable. Nos auxiliaremos de una funcién h : AT — AT
que cumpla que h(a) < a paratodo a € AT y de una enumeraciéon A = {a,, : n € w},
con 0p = ap y 1la = a;. Definamos recursivamente una sucesion {b, : n < w} de
elementos de A y una sucesion creciente {A,, : n < w} de subalgebras finitas (y por
tanto atomicas) de A de modo tal que by = as, A, es la subalgebra de A generada
por {bg,...,bn} ¥ bpt1 es el supremo del conjunto {b(c) : ¢ € At(A,)}, donde para
cada atomo ¢ de A,, se define

py3Nc sianizNc#0# a5, 5 Ac,
b(c) = :
h(c) si no.

Por definicién, cada b, es independiente de los b; anteriores, y en consecuencia la
familia {b, : n < w} es independiante. Ademas, para cada n > 2, a,, esta en A, _o,
lo cual es evidente para n = 2, mientras que para n > 3, haciendo & = n — 3,
podemos escribir

Up = QK43 =
sup{bry1 Ac:c€ At(Ar) vy arez ANc# 0 # aj s Ac} Vsup{c € At(Ay) : ¢ < apqs}
Por tanto, A =J A, es decir, la familia de los b,, genera a A. O

Probablemente al lector se le antojaria generalizar este resultado a cualquier
cardinal x infinito. En la siguiente subseccion se daré un ejemplo que muestra la
falsedad de tal generalizacion.

Ahora examinemos los espacios de Stone de las algebras sin &tomos numerables.
Como s6lo hay una y ésta corresponde al dlgebra libre de cardinalidad Ry, su espacio
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de Stone es el espacio de Cantor 2¢. Recordemos que los atomos en las algebras
boolenas se corresponden con los puntos aislados de sus espacios se Stone, asi que
en general, el espacio de Stone de cualquier algebra es perfecto si y solo si el dlgebra
es sin atomos. Recordemos ademéas que la familia s[A] es una base para Ult(A),
asi que A es numerable si y solo si Ult(A) tiene una base numerable. De este
modo, si A es una algebra booleana numerable y sin dtomos entonces Ult(A) es
un espacio booleano, perfecto y segundo numerable. El teorema de la dualidad de
Stone garantiza el siguiente corolario:

COROLARIO 4.1. Cualesquiera dos espacios booleanos perfectos y segundo nu-
merables son homeomorfos, es decir, el espacio de Cantor 2% es el tinico (salvo
homeomorfismo) espacio booleano perfecto y segundo numerable.

4.4. Algebras o-centradas y espacios separables. Una algebra booleana
A es o-centrada si existe una familia numerable F de filtros sobre A tal que AT =
(JJ. Es sencillo ver que una algebra A es o-centrada si y sélo si existe una familia
numerable U de ultrafiltros sobre A tales que AT = JU

Un subconjunto D de un espacio topologico X es denso en X si para cada
subconjunto abierto no vacio V de X, DNV # (). Es sencillo ver que D es denso
en X siy solo si para cualquier abierto basico U de X, U N D # . Un espacio
topologico X es separable si existe un subconjunto D de X denso numerable.

Veremos que la propiedad dual de la o-centralidad de las dlgebras booleanas es
la separabilidad de los espacios booleanos.

TEOREMA 4.9. Sea A una dlgebra booleana y D C Ult(A). Son equivalentes:
e UD=4AT
o D es un subconjunto denso en Ult(A).

DEMOSTRACION: D es denso en Ult(A) siy solo si D intersecta a todos los abiertos
basicos de Ult(A), es decir, D intersecta a todos los conjuntos de la forma s(a) con
a € AT. Esto equivale a que para cada a € AT existe p € D tal que a € p. O

Se define la densidad de un espacio topologico X como el minimo cardinal
tal que X tiene un subconjunto denso D de cardinalidad x. El siguiente corolario
se sigue inmediatamente del teorema anterior

COROLARIO 4.2. Sea A una dlgebra booleana. Ult(A) tiene densidad k si y sdlo
si existe una familia D C Ult(A) de cardinal k tal que UD = AT. En particular A
es o-centrada si y solo si Ult(A) es separable.

EJEMPLO 4.1. Dos dlgebras booleanas sin dtomos, de la misma cardianalidad
pero no isomorfas. Dos espacios booleanos sin puntos aislados y que tienen el mismo
peso, pero no son homeomorfos.

Se define la o-dlgebra de Borel B(X) de un espacio topologico X como la
minima o-algebra de conjuntos A que contiene a la topologiade X. Si X =1 = [0, 1]
entonces los elementos de B(I) son Lebesgue-medibles. La familia N de conjuntos
de Borel de medida cero forma un ideal en B(I). Consideremos el algebra cociente
B(I)/n. Esta algebra tiene 280 elementos y no tiene atomos puesto que cualquier
conjunto de medida positiva tiene un subconjunto de medida positiva estrictamente
menor. Sea Fr(2%0) el algebra libre sobre 2%, Esta algebra también tiene 2%
elementos y también es sin atomos. Usaremos la dualidad de Stone para probar
que B(I)/x y Fr(2%) no son isomorfas. En primer lugar, veremos que Fr(2%0)
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es o centrada y que B(I)/x no lo es. En [3] se puede encontrar una prueba del
siguiente

TEOREMA 4.10 (Hewitt-Marczewski-Pondiczery). Sea x un cardinal infinito.
Sea {Xs : s € S} una familia de a lo mds 2" espacios topoldgicos tales que su
densidad es menor o igual a k. Entonces, la densidad del producto [[,.q Xs €s a
lo mds k.

ses

Tomando k = Ry, S = 2% y X, = 2 para todo s € S tenemos satisfechas
las hipétesis del teorema de Hewitt-Marczewski-Pondiczery. La tesis del mismo
garantiza que [ con, 2 = 22" tiene densidad numerable, en otras palabras, 2"
es separable. Por tanto, Fr(2%°) es o-centrada.

Ahora veremos que B(I)/ no es o-centrada. Sea D = {F,, : n € w} una familia
de ultrafiltros en B(I)/~. Sea €, = 27""1. Dado que los F, son ultrafiltros,
en cualquiera de éstos es posible encontrar clases de equivalencia de conjuntos
borelianos de medida positiva arbitrariamente pequena. Elijamos, para cada n € w
una clase [b,] € F, tal que A(b,) < €,41, donde X es la medida de Lebesgue en
[0,1]. De este modo, AU, e, bn) < >onep27 "1 <271, por lo que [0,1]\ U, bn
tiene medida positiva y su clase de equivalencia no pertenece a F), para toda n € w,
asi que U, e, Frn # (B(R)/n)T. De este modo, B(I)/x no es o-centrada y en
consecuencia Ult(B(I)/~) no es separable.

La separabilidad es una propiedad topologica, es decir, si X y Y son homeomor-
fos y X es separable entonces Y es separable. De este modo Ult(Fr(2¢)) = 22"° no
es homeomorfo a Ult(B(I)/~), y por la dualidad de Stone, Fr(2*) no es isomorfa
aB(I)/x~.

4.5. Familias disjuntas y celularidad. Dos elementos a,b de una algebra
booleana A son disjuntos si a A b = 0. Un subconjunto C C At es una familia
disjunta por pares o anticadena en A si cualesquiera dos elementos distintos de C
son disjuntos. Se define la celularidad c¢(A) de una algebra booleana A como sigue:

¢(A) = sup{|X| : X es una anticadena en A}.

Sea k un cardinal infinito. A safisface la k-condicion de cadena (k—cc) si para
cada anticadena X en A, | X| < k. A satisface la condicion de cadena contable (ccc)
si cada anticadena en A es a lo mas numerable.

La celularidad también tiene una interpretacion topolégica. Una familia C' de
subconjuntos abiertos de un espacio topolégico X es una familia celular en X si
cualesquiera dos elementos distintos de C' son ajenos. Para un espacio topologico
X se define la celularidad ¢(X) como sigue:

¢(X) = sup{|U| : U es una familia celular en X}.

Anéalogamente, X satisface la k condicion de cadena (k—cc) si para cada familia
celular C de X, |C| < k. X satisface la condicion de cadena contable (ccc) si cada
familia celular en X tiene cardinalidad a lo més numerable.

En primer lugar veremos que el mapeo de Stone s : A — Clop(Ult(A)) lleva
anticadenas en familias celulares y viceversa.

LEMA 4.2. Sea A una dlgebra booleana y C C A. C' es una anticadena en A si
y solo si s[C] es una familia celular en Ult(A).
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DEMOSTRACION: C es anticadena en A si y s6lo si para cualesquiera a # b € C
no existe un ultrafiltro p sobre A tal que a,b € p, es decir, s(a) N s(b) = 0. Esto
equivale a decir que s[C] es una familia celular en Ult(A).

TEOREMA 4.11. Sean A wuna dlgebra booleana y k un cardinal. A tiene una
anticadena de cardinalidad K si y solo si Ult(X) tiene una familia celular de cardi-
nalidad K.

DEMOSTRACION: La primera parte es consecuencia del lema anterior. Sea C' C
Ult(A) una familia celular. Como los elementos de C' son abiertos, por cada ¢ € C
podemos elegir a. € A tal que el abierto bésico s(a.) C c¢. Claramente a. # ao si
¢ # ¢ € C. De este modo la famila {a. : ¢ € C} es una anticadena en A equipotente
con C. O

COROLARIO 4.3. Sea A una dlgebra booleana. A satisface la k—cc si y sdlo si
Ult(A) satisface la k—cc.

La k—cc es una propiedad topoldgica. Por el teorema de la dualidad de Stone,
también tenemos que X es un espacio booleano que satisface la k—cc si y solo si
Clop(X) satisface k—cc.

4.6. Encajes regulares y funciones semiabiertas. Sean A y B algebras
booleanas y f : A — B un monomorfismo. Se dice que f es un encaje regular o
encaje completo si para cada anticadena maximal C' C A, la imagen f[C] es también
una anticadena maximal en B.

Sean X,Y espacios topologicos y ¢ : X — Y una funcién. Se dice que ¢ es
semiabierta si para cada subconjunto abierto V' de X, la imagen ¢[V] tiene interior
no vacio.

TEOREMA 4.12. Sean A y B dlgebras booleanas. Una funcion f: A — B es un
encaje reqular si y sélo si f¢ es continua, suprayectiva y semiabierta.

DEMOSTRACION: Si f : A — B es un encaje regular, podemos suponer que A es
subalgebra de B y que f es la inclusién de A — B. De este modo, las anticadenas
maximales en A son anticadenas maximales en B y la funcion f¢ : Ult(B) — Ult(A)
trabaja como sigue: f¢(p) = p N A. Verificar que f¢ es semiabierta consiste en
mostrar que si b € B1 entonces existe a € AT tal que sp(a) C {pNA:p e sp(b)},
es decir, que la imagen de cualquier abierto basico no vacio de Ult(B) contiene
un abierto basico no vacio de Ult(A). Supongamos lo contrario, es decir, existe
b € BT tal que para cada a € AT existe un ultrafiltro q, en sa(a) tal que pNA # ¢,
para todo p € Ult(B) con b € p. En otras palabras, para cada a € A", g, es un
ultrafiltro en A que no se puede extender a un ultrafiltro en B que contenga a b. Si,
en efecto, no es posible hacer esta extension es porque el subconjunto ¢, U{b} de B
no tiene la propiedad de interseccién finita, para cada a € AT. Por cada a € AT,
seleccionemos un elemento x, € g, de modo tal que b Az, = 0. Mas ain, podemos
suponer que cada x, < a. Esto es posible dado que ¢, esta cerrado bajo infimos
finitos. Por zornificacion,

A={D C{x,:a€ A"} : D es anticadena}

tiene un maximal M, el cual es una anticadena maximal en A, desde que sia € AT,
el correspondiente x, < a y en consecuencia, a A m > x, A m # 0 para algiun
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m € M. Sin embargo, M no es anticadena maximal en B puesto que M U {b} es
una anticadena en B que extiende propiamente a M, lo cual es una contradiccion.
Para demostrar el converso, supongamos que f¢ : Ult(B) — Ult(A) es continua,
suprayectiva y semiabierta. Sea C una anticadena maximal en A. Claramente,
f]C] es una anticadena en B. Sea b € Bt \ f[C]. Veamos que existe ¢ € C tal que
bA f(c) # 0. El abierto bésico sg(b) de Ult(sp) es no vacio. Como f¢ es semiabierta,
f?[se(b)] tiene interior no vacio, asi que existe a € A* tal que el abierto basico sy (a)
esta contenido en f?[sg(b)]. Esto significa que para cada ultrafiltro ¢ de A tal que
a € g, se tiene que existe p € Ult(B) talque b € py ¢ = f%(p). Como C es maximal,
debe haber un ¢ € C tal que a A ¢ # 0. Sea ¢ un ultrafiltro en A tal que a A ¢ € q.
Por la suprayectividad de f?, podemos tomar p € Ult(B) tal que f¥(p) = ¢q. De
este modo, b € p y asi bN f(c) # 0 puesto que f(c) y b pertenecen al ultrafiltro p.
O

4.7. Encajes densos y mapeos irreducibles. Sean A y B dos algebras
booleanas. Una funcion f : A — B es un encaje denso si f es monomorfismo y la
imagen f[A] es un subconjunto denso de B.

Sean X y Y espacios topologicos. Una funcion continua ¢ : X — Y es irre-
ducible si es suprayectiva y para cada subconjunto propio cerrado K C X la imagen
ISER?

La relacion entre encajes densos y mapeos irreducibles estéa dada por:

TEOREMA 4.13. Sean A y B dlgebras booleanas y f : A — B. Entonces f es
un encaje denso si y solo si f¢ es continua e irreducible.

DEMOSTRACION: En primer lugar, si f es encaje denso, es monomorfismo. De
aqui que f¢ es continua y suprayectiva. Supongamos que K es un subconjunto
propio de Ult(B) cerrado y que q € Ult(B) \ K. Sea b € BT tal que ¢q pertenece
al abierto basico sg(b) y sg(b) N K = (). Como f es encaje denso, existe a € AT
tal que f(a) < b. Observe que para cada p € K, a ¢ f%(p), pues de lo contrario,
habria un p € K tal que f(a) € p y en consecuencia, b € p. De este modo, sa(a) es
un abierto no vacio contenido en el complemento de f[K], de donde f[K] #Y.
Ahora supongamos que f¢ es una funcién continua e irreducible. Por con-
tinuidad y suprayectividad, f es monomorfismo. Veamos que f[A] es un subcon-
junto denso de B. Sea b € BT. Asi, b° # 1 y en consecuencia, sg(b®) # Ult(B).
Sea g € Ult(A) \ f%[sp(b°)]. De este modo, existe a € A* tal que el abierto bésico
sa(a) es una vecindad de ¢ ajena con f[sg(b°)]. Esto quiere decir que para cada
ultrafiltro p € Ult(B), b¢ € p implica f(a) ¢ p, lo cual implica que el conjunto
{b%, f(a)} no tiene la pif, es decir, f(a) Ab® = 0. Pero esto equivale a f(a) < b. Asi
queda probado que f[A] es un subconjunto denso de B. O

4.8. Completud y disconexidad. Un espacio topologico X es extremada-
mente disconexo si la cerradura de cualquier conjunto abierto en X es abierto en X.
Se dice que X es bdsicamente disconexo si la uniéon de cualquier familia numerable
de cerrado-abiertos en X tiene cerradura abierta.

LEMA 4.3. Sean A una dlgebra booleana y M C A. Entonces \| M existe en A
si y sdlo si la cerradura de |J s[M] es abierta en Ult(A).

DEMOSTRACION: M tiene minima cota superior si y solo si s[M] tiene minima cota
superior en el algebra isomorfa Clop(Ult(A)). Sea C la cerradura de |J s[M]. C esel
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minimo cerrado que contiene a todos los s(m) con m € M. Si C' es abierto en Ult(A)
entonces C es la minima cota superior de s[M]. Conversamente, supongamos que
existe C’ € Ult(A) que es la minima cota superior de s[M]. Entonces, |Js[M] C C’
y asi C C C’. Veremos que C = C’. Supongamos lo contrario. De este modo,
C'\ C es un abierto no vacio. Por tanto existe un cerrado-abierto no vacio D tal
que D C C"\ C. De este modo, C' \ D es una cota superior de s[M] estrictamente
menor que C’, lo cual contradice la minimalidad de C’. Asf pues, C resulta ser
cerrado y abierto. ([

TEOREMA 4.14. Una dlgebra booleana A es k-completa si y solo st la union
de cualquier familia de cerrado-abiertos con a lo mds Kk elementos tiene cerradura
abierta.

DEMOSTRACION: Es claro que una familia M de k elementos de A define a la
familia s[M] de x cerrados y abiertos en Ult(A). Por el lema anterior tenemos el
resultado. O

COROLARIO 4.4. Sea A una dlgebra booleana. Entonces A es completa si y
sélo si Ult(A) es extremadamente disconexo. Ademds A es o-completa si y sdlo si
Ult(A) es bdsicamente disconezxo.

4.9. El Teorema de Rasiowa-Sikorski y el Teorema de Baire. La cons-
truccion de modelos genéricos para las pruebas de consistencia relativa en teoria
de conjuntos (mejor conocida como forcing) tiene una pieza fundamental en el
siguiente teorema

TEOREMA 4.15. Sea A una dlgebra booleana y D una familia numerable de
subconjuntos densos de A. FEwxiste un filtro F en A tal que F N D # 0 para todo
DeD.

DEMOSTRACION: Sea {D,, : n € w} una enumeracion de D. Sin perder generalidad
podemos suponer que para cada D,, 0 ¢ D,,. Construiremos una sucesion {a,, :
n € w} en A" del siguiente modo. Sea ag € Dy y elijamos a,+1 € D,41 tal que
an+1 < an. Esto es posible puesto que cada D,, es denso. Ahora bien, la sucesion
{an : n € w} tiene la pif. Sea F un filtro que extienda a {a, : n € w}. Claramente
an € FN Dy, lo cual prueba que F'N D, # 0. O

Una consecuencia del teorema anterior es el Teorema de la Categoria de Baire,
para espacios booleanos.

TEOREMA 4.16 (Baire). Sean X es un espacio booleano y {D,, : n € w} una
familia numerable de subconjuntos abiertos y densos de X. Entonces () D, es
denso en X.

new

DEMOSTRACION:  Veamos que [, .., D» intersecta a todo abierto bésico no vacio
de X. Sea K € Clop(X) no vacio. Como D,, es denso, K N D,, es abierto, no vacio
y denso en K. Para cada n € w, sea &, = {G € Clop(K)\ {0} : G C KN D,}.
&, es denso en el algebra Clop(K), pues si L € Clop(K) es no vacio entonces
LN (KND,) # 0. Como los tres son abiertos, L N K N D,, es abierto, y en
consecuencia, cualquier bésico no vacio J C LN K N D,, testifica que &,, tiene un
elemento menor o igual que L. Por el teorema anterior, podemos hallar un filtro &
en Clop(K) tal que para cadan € w, FNE, # 0. F es una familia de subconjuntos
cerrados de K con la pif. Como K es compacto, (|F # 0. Si x € (|F entonces
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z € K y para cada n € w, z € G, para algin G,, € &,. Pero cada G,, C D, asi
que x € ND,, lo cual prueba que K N[, .. D # 0. O

Por ultimo demostraremos el siguiente teorema, pero antes algunas definiciones.
Sean A una algebra booleana, p un ultrafiltro en A y M C A, tal que VM € A.
Se dice que p preserva el supremo de M si VM € p implica M Np # (). Sea M
una familia de subconjuntos de A tales que para cada M € M, VM € A. Se dice
que p preserva los supremos de M si preserva el supremo de M para todo M € M.
De la manera dual obvia se define cuando un ultrafiltro preserva los infimos de un
conjunto o de una familia de conjuntos.

new

TEOREMA 4.17 (Rasiowa-Sikorski). Sean A una dlgebra booleana, M y N fa-
milias numerables de subconjuntos de A tales que VM € A para toda M € M y
AN € A para toda N € N. Entonces existe un ultrafiltro p en A tal que p preserva
los supremos de M y los infimos de N.

DEMOSTRACION: En primer lugar observemos que por leyes de De Morgan, la
preservacion de infimos se reduce a preservacion de supremos, es decir, un ultrafiltro
p preserva los infimos de N si y solo si preserva los supremos de {N' : n € N}, donde
N’ ={a°:a € N}. Enumeremos M = {M,, : n € w} y para cada n € w, definamos

D,={a€ A" :(3m e M,)(a <m) oaA (VM,) =0}

Veamos que D, es denso, por casos. Siexiste m € M, tal que bAm # 0, tenemos que
bAm € D, y bAm < b. Sipara todo m € M, bAm =0 entonces 0 = b A (VM,),
(si esto no fuera cierto, entonces b¢ A (VM,) seria una cota superior para M,
estrictamente menor que VM,,). Esto prueba que b € D,,. Por el teorema 4.15,
existe un filtro F' en A tal que para cada n € w, F N D,, # 0. Sea p un ultrafiltro
sobre A tal que F' C p. Claramente, p N D,, # () para todo n € w. Veamos que p
preserva el supremo de M,,. Supongamos que VM, € p. Asi, no existe a € p tal
que a A (VM,) = 0, y en consecuencia, si a € pN D,, entonces existe m € M, tal
que a < m. Como a € p, tenemos que m € p, lo cual prueba que pN M, # (. O

5. Prospectiva

Mas alla del presente trabajo quedan algunos aspectos dignos de ser estudiados.
Varias construcciones bésicas como los productos (finitos e infinitos con diferentes
soportes) de algebras booleanas se pueden interpretar en los espacios booleanos, y
al revés, construcciones topoldgicas se pueden reinterpretar en cuanto a las algebras
booleanas. Un ejemplo puede ser la reticula de compactificaciones de un espacio
cerodimensional y Hausdorff.

Hemos presentado una sola familia de ejemplos de algebras atémicas y sus
espacios duales, a saber, las dlgebras finito-cofinitas sobre un conjunto X de cardi-
nalidad &, y vimos que estas son las algebras caracteristicas de compactaciones de
espacios discretos, a saber, la compactaciéon por un punto del espacio discreto de
cardinalidad k. ;Qué hay del resto de las compactificaciones del espacio discreto de
cardinalidad 7 La maés notable de todas ellas es precisamente la compactacion de
Stone-Cech 8X, la cual es maximal en el orden usual de la reticula de compactifica-
ciones que no definiremos aqui, y que es el espacio de Stone de la dlgebra potencia
P(X). Parece claro que la reticula de compactificaciones de un espacio discreto
se corresponde con la reticula de algebras intermedias entre la finito-cofinita y la
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potencia de &, lo cual fue establecido recientemente por Steven R. Givant en [4],
como consecuencia de lo que en ese texto se llama dualidad hibrida.

En general resultan interesantes las propiedades de orden que pudieran tener
diversas clases de 4lgebras booleanas y probablemente sobre estas propiedades hay
mejor entendimiento desde la topologia general, especificamente, desde la teoria de
las reticulas de compactificaciones de diferentes espacios, o de diferentes familias
de espacios topolégicos. Por ejemplo, el espacio de Cantor es el dual de la tnica
algebra booleana sin atomos numerable. Sin embargo, para cualquier cardinal no-
numerable x, existen mas que una algebras booleanas sin &tomos de cardinalidad «.
, Como se comparan éstas con respecto al dlgebra libre sobre k generadores? ;Cémo
luce la reticula (si lo es) de compactificaciones de espacios sin puntos aislados con
cardinalidad x?
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