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1. Introduccién

Sobre arboles hay una bella, util y abundante teoria. En primer lugar podria
parecer que los arboles son objetos puramente conjuntistas, puesto que en ellos se
encuentran interesantes problemas sobre cardinalidades, tipos de orden, cofinali-
dades, cadenas y anticadenas, etc; que frecuentemente tienen soluciones en las que
se usan métodos clésicos de la Teoria de Conjuntos, o que llegan a tener respuestas
de consistencia relativa o independencia. Algunos teoremas clasicos de la Teorfa de
Conjuntos son precisamente sobre arboles. Este es el caso del Teorema de Konig
(Teorema 2.1). Mas alla de la Teoria de Conjuntos, los arboles también son ttiles
en el campo de la Topologfa General, en primer lugar, determinando subespacios
de productos topol6gicos (ver seccién 3), y también sirviendo en la construccion de
ejemplos y contraejemplos, o siéndolo ellos mismos. Resulta sorprendente que dos
conjuntos muy populares de niimeros reales, el conjunto de Cantor y el conjunto de
nimeros irracionales (también conocido como espacio de Baire) puedan ser vistos
a-través de arboles, y que sus propiedades topolégicas resulten mas naturales al
verlos de este modo que al pensarlos como subconjuntos de R. Particularmente en
términos de propiedades de arboles es posible caracterizar a los subespacios abier-
tos, cerrados, G5 y magros de los espacios de Cantor y de Baire (ver la seccion 4).
La interacci6n entre topologia y arboles permite hacer una atil traduccin de pro-
blemas topolégicos en problemas de combinatoria infinita, donde la teoria conocida
sobre ordinales, conjuntos estacionarios, cardinales grandes, familias casi ajenas,
familias no-acotadas y dominantes, etc; frecuentemente dispone de herramientas
poderosas. Ejemplo de esto es la relacién entre arboles y lineas de Souslin que se
verd en la seccion 5.

1La realizacion de este articulo fue patrocinada por PROMEP-CA9382, los proyectos
UMSNH-CIC-9.23, UMSNH-CIC-9.30 y CONACYT-CB 169078.
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CAPITULO 1

Arboles y algunas de sus aplicaciones

Fernando Hernédndez-Hernandez y David Meza-Alcantara
Universidad Michoacana de San Nicolds de Hidalgo*
1. Introduccién

Sobre arboles hay una bella, util y abundante teoria. En primer lugar podria
parecer que los arboles son objetos puramente conjuntistas, puesto que en ellos se
encuentran interesantes problemas sobre cardinalidades, tipos de orden, cofinali-
dades, cadenas y anticadenas, etc; que frecuentemente tienen soluciones en las que
se usan métodos clésicos de la Teoria de Conjuntos, o que llegan a tener respuestas
de consistencia relativa o independencia. Algunos teoremas cléasicos de la Teoria de
Conjuntos son precisamente sobre arboles. Este es el caso del Teorema de Konig
(Teorema 2.1). Mas alla de la Teoria de Conjuntos, los arboles también son utiles
en el campo de la Topologia General, en primer lugar, determinando subespacios
de productos topologicos (ver seccion 3), y también sirviendo en la construccion de
ejemplos y contraejemplos, o siéndolo ellos mismos. Resulta sorprendente que dos
conjuntos muy populares de numeros reales, el conjunto de Cantor y el conjunto de
nameros irracionales (también conocido como espacio de Baire) puedan ser vistos
a través de arboles, y que sus propiedades topologicas resulten més naturales al
verlos de este modo que al pensarlos como subconjuntos de R. Particularmente en
términos de propiedades de arboles es posible caracterizar a los subespacios abier-
tos, cerrados, G5 y magros de los espacios de Cantor y de Baire (ver la seccion 4).
La interaccion entre topologia y drboles permite hacer una ttil traduccién de prob-
lemas topolodgicos en problemas de combinatoria infinita, donde la teoria conocida
sobre ordinales, conjuntos estacionarios, cardinales grandes, familias casi ajenas,
familias no-acotadas y dominantes, etc; frecuentemente dispone de herramientas
poderosas. Ejemplo de esto es la relacion entre érboles y lineas de Souslin que se
vera en la seccion 5.

2. Generalidades.

El presente trabajo se enmarca en la Teoria de Conjuntos usual de Zermelo
Fraenkel con Axioma de Eleccion. La lectura de este material sera relativamente
simple para quien haya tomado un curso de licenciatura de Teoria de Conjuntos
(con un texto similar a [H]) y un primer curso de licenciatura de Topologia (con
un texto similar a [M]). Utilizaremos las nociones conjuntistas estandar y nos
apegaremos a la notacion del libro de Kunen [Ku|. Un ordinal es el conjuntos
de los ordinales previos a él. Consideraremos a los numeros naturales como los
ordinales finitos, w denota al conjunto de todos los nimeros naturales, el cual a su

La realizacién de este articulo fue patrocinada por PROMEP-CA9382, los proyectos
UMSNH-CIC-9.23, UMSNH-CIC-9.30 y CONACYT-CB 169078.
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2 1. ARBOLES Y ALGUNAS DE SUS APLICACIONES

vez es el primer ordinal infinito, y consideramos a los cardinales como los ordinales
no biyectables con ordinales previos. En particular w; es el primer ordinal no-
numerable. Denotaremos por otp(C) al tipo de orden de un conjunto bien ordenado
C, es decir, el tnico ordinal al que C es isomorfo. Frecuentemente argumentaremos
usando el Lema de Zorn, lo que de ahora en adelante llamaremos zornificacion.

Muchos conceptos de la Topologia General son abordados en este articulo.
Todos ellos son estandar y la teoria general sobre estos puede consultarse en el
libro de Engelking [E|.

A continuacion damos la definicion de arbol, que es un tipo especial de conjunto
ordenado que generaliza la nocioén de conjunto bien ordenado, y lo hace de una forma
extensa pero también de modo muy conveniente que incluso las demostracién por
induccién y construcciones recursivas también serédn posibles con cambios obvios.

DEFINICION 2.1. Un arbol es un conjunto parcialmente ordenado (T, <) de
modo que T tiene un elemento minimo llamado raiz y el conjunto de predecesores
detenT, {se€T:s<t}, estd bien ordenado para cadat € T.

Hay alguna terminologia estandar que es bueno incluir de inmediato. Como es
toda una tradicién, cuando el orden del arbol no esté en controversia nos referiremos
al arbol simplemente por T'y no por (7,<). A los elementos de T se les llama
nodos, el conjunto de predecesores de un nodo esté explicitamente mencionado en
la definicién anterior; asimismo, si ¢ es un nodo de T, el conjunto de sucesores
inmediatos de t es succ(t) ={s €T :t<s& - (FIreT)(t <r <s)}.La altura de
un nodo t en un arbol T es el tipo de orden del conjunto de predecesores; o sea,
ht(t) = otp({s € T : s < t}). Una vez definida la altura de cada nodo es posible
definir los niveles de T'; si a es un ordinal, el a-ésimo nivel de T es

Lev(a,T) ={t € T : ht(t) = a} .

Ahora, la altura del drbol es ht(T) = min{« : Lev(a, T) = 0}. Los nodos se clasifi-
can como sucesores o limites segin sea su altura; nétese que un nodo sucesor tiene
un predecesor inmediato. Una rama en un arbol es un subconjunto linealmente
ordenado C-maximal; o sea, que no esta contenido propiamente un algin otro sub-
conjunto linealmente ordenado. Una rama cofinal es aquella que intersecta a todos
los niveles del arbol. Hay &rboles que no tienen ramas cofinales; pronto daremos
un ejemplo. Si b C T es una rama de T'; entonces b realmente es un subconjunto
bien ordenado de Ty por lo tanto puede calcularse su tipo de orden. El tipo orden
de b, denotado por £(b), es conocido como la longitud de la rama b. Finalmente un
subarbol 77 de T es un subconjunto de modo que él mismo es un arbol, para lo cual
sera suficiente con verificar que siempre que t € T” se tiene que {s € T': s <t} C T".

Si T' es un subéarbol de T, entonces Lev(a,T") = Lev(a,T) NT’, para todo
a < ht(T"). Para o < ht(T), se tiene que T(®) = Up<a Lev (B,T) es un subdrbol

de T y six € Lev(a,T), entonces {t € T :t < 2} es una rama de T®. De modo
similar, si ¢t € T; entonces T = {s € T:s <t V t < s} es un subarbol de T y
puede verse a t como el tallo de T™.

Como se dijo arriba, las ramas en un arbol son cadenas maximales; su contra-
parte, las anticadenas, también son subconjuntos importantes en el estudio de los
arboles. Una anticadena es un suconjunto A C T de modo que cualesquiera dos
elementos de A no son comparables en el orden del arbol. Por ejemplo, los niveles
de T son anticadenas, pero Lev(a,T) es una anticadena maximal s6lo si todo nodo
en T es comparable con un nodo en Lev(a,T). Veamos unos ejemplos.



3. ARBOLES Y PRODUCTOS TOPOLOGICOS 3

EJEMPLO 2.1. Todo conjunto bien ordenado es un drbol.

EJEMPLO 2.2. Para un ordinal X\ y un conjunto no vacio A, el conjunto de
todas las a-sucesiones s : « — A de términos en A para a < X, denotado A<, es
un drbol con el orden de la extension de funciones; es decir, el orden usual inducido
por C. De especial interés para nosotros serdn los drboles w<* y 2<%,

EJEMPLO 2.3. Si T C A<* es un subdrbol, entonces las ramas de T pueden
identificarse con aquellos x € AN U A<* tales que x | o € T para todo o € dom (z)
y o bien x € T pero x no tiene sucesores en T o x ¢ T.

EJEMPLO 2.4. El conjunto T C w<% formado por todas las sucesiones decre-
cientes es un drbol de altura w pero que no tiene ramas cofinales.

Intuitivamente uno pensaria que los arboles infinitos deben tener ramas infini-
tas; el ejemplo anterior nos muestra que no es asi. El problema, al menos en el
arbol anterior, es que aunque “chaparrito es ancho". El lema siguiente nos revela
que ese es el anico problema.

LEMA 2.1 (Koénig). SiT es un drbol de altura w y todos sus niveles son finitos;
entonces T tiene una rama infinita.

DEMOSTRACION: Hay que construir por recursiéon una rama infinita de 7. Sea
to la raiz de T y supdngase que n > 0 y que se ha definido ¢; € Lev (i,T) para
cada i < n de modo que t; < t;11 ademéas de que T¢t) es infinito para cada i < n.

Entonces como
Ttn) — U {T<t> te succ(tn)}

es infinito y succ (¢,,) es finito, por el Principio de las Casillas, debe existir ¢,,+1 €
succ (t,,) tal que T¢»+1) también es infinito. Se verifica con facilidad que {t,, : n € w}
es una rama infinita de 7. ]

Es un hecho curioso que lo anterior no se pueda generalizar al siguiente cardinal;
es decir, es posible demostrar que existen arboles T de altura w; con todos sus
niveles a lo méas numerables; pero sin ramas cofinales. Esos arboles son conocidos
como drboles de Aronszajn y més adelante presentaremos la construccion de uno
de ellos.

3. Arboles y productos topolégicos

En esta secciéon veremos algunas aplicaciones del concepto de arbol a productos
topologicos de la forma A“, donde A es un conjunto no vacio equipado con la
topologia discreta. En esta secciéon asumiremos esto ultimo. Este tipo de espacios
son mas populares de lo que uno se puede imaginar a primera vista.

Empecemos por recordar que un abierto béasico usual para A“ es de la forma

{re A% (Vi <n)(z (k)= a)},

donde evidentemente tanto n € w como k; € w para cada i < ny a; € A para
cada i < n. Sin embargo, aumentar restricciones a los bésicos anteriores producira
conjuntos més apropiados para nosotros que también seguiran formando una base
para la topologia de A“. Pronto veremos el beneficio de tomar a estos conjuntos
como la base estandar para la topologia de A. Con esto en mente, sea s € A<%; es
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decir, una sucesion finita s : n — A de términos en A; entonces el cono determinado
por s es el abierto basico

[s]={r €AY :s=x | n};

es decir, es el conjunto de todas las funciones de w en A que inicialmente coinci-
den con s. Es fécil verificar que la coleccién de todos los conos en verdad nos
proporciona una base para la topologia de A%.

Por otro lado, si T C A<“ es un arbol, denotaremos por [T] al conjunto de
ramas infinitas de T'; es decir,

[T]={z € A°: (Vnew)(zneT)}.

Obsérvese que si s € T entonces [T%*)] = [s] N [T]. Algo que usaremos mucho es la
llamada concatenacion de sucesiones. Si s,t € A<, digamos que s = (s, 81, -., Sk
y t = (to, t1, ..., t;), se define la concatenacion de s con ¢ como la sucesion

STt = (S0, 81y +evs Sky 0y t1y ey By ) -

En particular, si s € A<¥ y a € A; entonces s~ (a) = s U {(dom(s),a)} =
(80, 81, -, Sk, @) que para mayor comodidad escribiremos simplemente como s a.

DEFINICION 3.1. Sea ¢ es un ordinal. Un drbol T C A<? se llama podado si
cualquier nodo de T tiene al menos un sucesor.

Veamos nuestro primer resultado sobre la relacion existente entre subarboles de
A<% y la topologia de A¥. Este es quizas el teorema mas importante de la seccion.

TEOREMA 3.1. Hay una correspondencia biyectiva entre la familia de subdrboles
bien podados de A<“ y la familia de subconjuntos cerrados de A¥; esta correspon-
dencia estd dada por T — [T].

DEMOSTRACION:  Si T' C A<¥ esta podado, entonces [T] es un cerrado de A“
porque si x ¢ [T] entonces existe n € w tal que s = = [ n ¢ T y conse-
cuentemente [s] N [T] = 0. Ademas, si F© C A¥ es un cerrado, entonces Tp =
{zn:2€F &n € w} es claramente un arbol podado y F = [Tr] con lo que se
puede concluir que la funcion F —— Tx es la inversa de la funcién que aparece en
el enunciado del teorema. (]

Los cerrados en A“ no solo estan determinados por arboles sino que eso mismo
nos ayuda a demostrar que cuando la condicién obvia se tiene entre dos subcon-
juntos cerrados se obtiene que uno es retracto del otro. Recuerde que si X es un
espacio topologico y Y C X, entonces se dice que Y es un retracto de X si existe
una funcién continua f : X — Y tal que f [ Y = idy. Es un resultado conocido
que en espacios de Hausdorfl los retractos del espacio son necesariamente cerrados.

TEOREMA 3.2. Sean FF C H C A% cerrados no vacios. FEntonces F' es un
retracto de H.

DEMOSTRACION: Sean S y T arboles podados tales que F = [S] y H = [T].
Definiremos recursivamente una funcién g : T — S por g() = @ y para cualesquiera
acAyte A<Y,
~_J g®)"a, sig(t)TaesS
g(t"a) = { g(t)"b, sinoyg(t)"besS.
El b de la definicién de g se escoge de manera arbitraria para que se cumpla la
condicion; tal b € A existe porque el arbol S es bien podado. Entonces definase
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G : H — F como sigue: Para h € H, G(h) es el tunico x € A% tal que (Vn € w)(x |
n = g(h [ n) Esta funcion esta bien definida puesto que para cada n € w se tiene
que g(h [ n) € S.

Para establecer la continuidad de G, sean h € H y m € w para tener un abierto
basico [s] = (G(h) | m) arbitrario alrededor de G(h). Como G(h) [ m = g(h [ m),
se sigue que G[{h [ m)] C [s]; lo cual establece la continuidad de G. O

Otros de los conjuntos topolégicamente importantes en A“ que tienen una
descripcion sencilla por medio de érboles son los conjuntos de tipo Gj.

Dado un subconjunto (tipicamente infinito) R de un arbol T', se define la traza
de R como el conjunto

tr(R)={x € [T]:Vm3In>m(z [ n € R)}.
PROPOSICION 3.1. Para cada R C T, tr(R) un conjunto de tipo Gs.

DEMOSTRACION: Sin pérdida de generalidad podemos suponer que () € R, pues en
otro caso, podemos agregarlo a R sin cambiar su traza. Por recursion, constriyase
una sucesion (A, : n € w), de anticadenas en T contenidas en R y tales que
Ap = {0} y para cada n, A, 1 es maximal con respecto a las propiedades:

L An+1 g R; y

e para cada t € A,y existe s € A,, tal que s C t.
Es facil probar por zornificacién que tales anticadenas existen, ademas, por induc-
cion sobre n se puede probar que cada nodo en A, tiene longitud mayor o igual
que n. Definase U, = |J{[t] : t € A,}. Claramente cada U, es abierto y contiene
a tr(R). Por otro lado, si « € (), U, entonces para cada n existe k& > n tal que
xz ke A, CR, porlo que z € tr(R). O

Por otro lado, dado un subconjunto G5 de [T], existen muchas maneras de
verlo como traza de algtin subconjunto infinito de 7. Dada una familia decreciente
{Uy, : n € w} de subconjuntos abiertos de [T'], podemos considerar para cada n a la
familia A,, de los elementos s de 1" maximales con respecto a la propiedad de que
[s] € U,. Notese que U, = [J{[s] : s € A,}. De este modo, N, Up = tr(J,, An)-
Conviene remarcar que este procedimiento no es uno candnico, en el sentido de que
depende de la representacion del conjunto Gs como intersecciéon de abiertos.

4. El conjunto de Cantor y los irracionales

Muchos de nosotros tuvimos un primer encuentro con el conjunto (ternario)
de Cantor en la primera mitad de la licenciatura en matematicas y desde entonces
hemos sabido de su importancia. Recordemos que el conjunto de Cantor puede
construirse a partir del intervalo cerrado [0,1] C R, luego removiendo el intervalo
llamado “tercio de enmedio", (%, %), luego removiendo los dos tercios de enmedio,
los intervalos (%, %) y (%, %); y asi sucesivamente. El conjunto de Cantor es la
interseccion de todos los cerrados resultantes. La definicién precisa del conjunto de
Cantor puede hallarse en cualqueir libro de analisis matematico, como el de Rudin
[R].

Para nuestros fines, conviene mas trabajar con un objeto combinatorio pero
equivalente al antes descrito conjunto de Cantor. Conviene recordar algunos resul-
tados tipicos en un primer curso de topologia como el Teorema de Metrizacion de
Urysohn que establece que un espacio regular y segundo numerable es metrizable,
el resultado que establece que el producto numerable de espacios metrizables es
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metrizable y que si ademés los espacios factores son completamente metrizables el
espacio producto también es completamente metrizable. Aqui el término completa-
mente metrizable significa que existe una métrica completa que induce la topologia
del espacio considerado. Otros de los resultados que nos seran de utilidad son
aquellos que establecen que el producto numerable de espacios segundo numerables
es un espacio segundo numerable y que en espacios metrizables los conceptos de
segundo numerable, Lindeldf, separable, c.c.c.? coinciden. Obviamente, uno mas
de los resultados fundamentales de un primer curso de topologia es el Teorema
de Tychonoff que establece que el producto de espacios compactos es un espacio
compacto.

DEFINICION 4.1. Un espacio topoldgico X es cero dimensional si la topologia de
X tiene una base de conjuntos clopen (o sea, conjuntos que son abiertos y cerrados
a la vez).

Usando resultados antes comentados se obtienen propiedades caracteristicas de
2% el producto numerable del espacio discreto {0,1}; a saber, que es un espacio
compacto, separable, cero dimensional y sin puntos aislados. Veamos un primer
resultado que establece la importancia de 2%.

TEOREMA 4.1. Cualquier espacio compacto y metrizable es una imagen con-
tinua de 2¢.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio métrico compacto y, sin pérdida de generalidad,
supongamos que d es una métrica acotada por 1 y que induce la topologia de X.
Empecemos por considerar una cubierta Uy = {U; : i < np} de X formada
por conjuntos abiertos con cerradura de didmetro a lo més 1/2; asociemos esta
cubierta de X con una cubierta de 2¢ formada por abiertos basicos como sigue:
Uy corresponde al abierto basico [(0)], Uy corresponde al abierto basico [(1,0)], Uz
corresponde a [(1,1,0)] y en general U; corresponde a [(1%,0)] para i < ng y Up,

corresponde a [(1"71 1)]; donde (17,1) denota la sucesién que empieza con j “bits"
1y termina con el “bit" . Pongamos s; = [(17,0)] para i < ng y S(ny = [(171,1)];
ademés de AO = {8<0>, —eey 5<n)} .

Ahora consideremos una cubierta U; = {U(i7j> 17 < nl} de U; formada por
conjuntos abiertos con cerradura de didmetro a lo mas 1/4 y asociemos esta cu-
bierta con una cubierta de [s;] repitiendo el procedimiento del parrafo anterior:
U0 corresponde a [sy — (0)], Ugiy corresponde a [si;y (1,0)] y en general

Uyi,j) corresponderd con [S@ (13,l>]; donde l es O0si j <nyyleslsij=n;.

También denotemos por s(; ;y al respectivo 5(7) (17,1) (segtin lo antes indicado) y
A = {S(i,j) 21 < ng, j< n1} .

Obviamente este procedimiento es perfectamente continuable con una cubierta
U3 de Uy, ;) ahora formada por abiertos con cerradura de didmetro a lo mas 1/8
que corresponden a abiertos basicos determinados por un conjunto finito Ay C 2<%;
y asi sucesivamente. Observe que como cada A; es una anticadena maximal finita

en el arbol 2<¥| entonces para cada x € 2* existe un tunico elemento s¥ € A4; de

2Un espacio topologico es c.c.c. si cualquier familia de subconjuntos abiertos no vacios y
ajenos por pares es a lo mas numerable. Tales espacios también se les conoce como espacios
topolégicos con la propiedad de Souslin.
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modo que s¥ C z y que este Gnico elemento de A; determina un tnico elemento U}
de ul
Definamos ahora f :2“ — X por f (x) sera el tnico punto de la interseccion

ﬂ{ﬁf:iEw}.

Esta intersecciéon no es vacia porque X es compacto y consta de un solo punto
porque el didmetro de los conjuntos W tiende a cero conforme ¢ tiende a infinito;
asi esta funcion esta bien definida. Ahora, si @ € 2¥ y V es una vecindad de f (z),
entonces existen ¢ € w y U € U; tales que f(x) € U C V. A este U corresponde
un tnico s € A; y de la definicion de f se sigue que f[[s]] C U; esto establece la
continuidad de f.

Finalmente para ver que f es sobreyectiva, sea y € X y para cada i € w escoja
UY € U; tal que y € UY. Como ya sabemos, hay un tnico s! € A; que corresponde
a U/. Pongase x = J,,, 57 para tener que f (z) = y. O

Recuerde que un subconjunto P de un espacio topoldgico X se llama perfecto si
P es cerrado y todos sus puntos son puntos de acumulacién; también a un espacio X
se le llama perfecto si X no tiene puntos aislados; en otras palabras, todo punto de
X es punto de acumulaciéon. El siguiente resultado es practicamente un corolario
del anterior.

TEOREMA 4.2. El espacio 2% es el inico (salvo homeomorfismo) espacio metriz-
able el cual es compacto, separable, cero dimensional y sin puntos aislados. ([l

Se dijo que es practicamente un corolario porque si analizamos la demostracion
del Teorema 4.1 podemos observar que cada cubierta U; la podemos hacer ahora de
conjuntos clopen ajenos por pares. Eso garantizara ademas de la continuidad de la
funcién f también su inyectividad. Como los espacios en cuestion son compactos,
el resultado se sigue de un bien conocido resultado de topologia elemental. Casi
del mismo modo se obtiene el siguiente teorema cuya demostraciéon se deja como
ejercicio para el lector.

TEOREMA 4.3. Todo espacio métrico completo y perfecto contiene un subcon-
jJunto homeomorfo al conjunto de Cantor. d

De los resultados anteriores se sigue que el conjunto clasico (ternario) de Cantor
es homeomorfo a 2“. Para nosotros seré preferible trabajar con 2“ y por ello cuando
se hable del conjunto de Cantor entenderemos que se esté hablando de este espacio.

Veamos una aplicacién més del concepto de arbol a la topologia del conjunto de
Cantor, que consiste en caracterizar combinatoriamente a sus subconjuntos magros.
Primero recuerde que un subconjunto N de un espacio topologico X se llama nunca
denso (o denso en ninguna parte) si cada subconjunto abierto U C X contiene otro
subconjunto abierto V tal que NNV = . Un conjunto que es la uniéon numerable
de conjuntos nunca densos se llama magro.

PROPOSICION 4.1. Sea A C 2“. Entonces, A es magro si y sélo si existen
f € wY creciente y g € 2% tales que

AC{rew”: (Fmew)(Vn=m)(3Fj € [f(n), f(n+1))(z(5) # 9(i))}-

DEMOSTRACION: Probemos la suficiencia. Notese primero que A esta contenido
en J,,co, Am,f,g, donde

Am. g ={x €2 :(Vn=m)(3j € [f(n), fn+1))(x() # 9(j))},
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el cual es nunca denso pues dada s € w<¥, tomando k > m tal que f(k) > £(s) y
eligiendo ¢ € w/*) de modo que ¢ D s, tenemos que

(tg(f(R)"g(f(R)+ 1) .. 7 g(f(k+1) = 1) N Apyg = 0.

Ahora bien para probar la necesidad, sea {F, : n € w} una familia numerable
de conjuntos cerrados nunca densos tales que A C |J,, Fy,, sin perder generalidad
podemos suponer que F,, C F,;; para toda n € w.

Definiremos recursivamente las funciones f y g prometidas, junto con dos suce-
siones auxiliares r, y S™ que satisfacen:

(1) f(0)=1,4(0)=0
(2) 7, es una enumeracion del arbol 2/(%),
(3) S™ es una sucesion creciente de sucesiones finitas, S5 € ST --- C Sl
tales que:
(a) S 291 f(n),
(b) Para todo j < 2/(") tomese 57 de modo tal que
(i) Si j = 0 entonces
(rn(0)7Sg (f(n)) ™ Sg (f(n) +1)7 ... 7 Sg(£(Sg) — 1)) N Fy = 0.
(ii) Sij > 0 entonces
(rn(3)™ S7((S71)) " SF(U(SF_1) + )7 .7 SF(U(SF) = 1)) N Fy = 0.
(4) f(n+1) =S, )+ 1,y
(5) gl fn+1)=5%0_4

En otras palabras, recursivamente se construyen las funciones f, g, S™ y r™ de
modo tal que en el paso n, cada sucesion de longitud menor o igual a f(n) sea
extendida por una sucesion 77, la cual a su vez serd extendida por un tramo de S
cuyo cono serd ajeno a F,, (tal sucesion existe pues F,, es nunca denso) y que por
construccion coincidirad en algin tramo final con g, la cual esta definida como la
uniéon de las S™.

De este modo, dada = € 2%, si para algin m, x € F},, entonces para todon > m

eselcasoque x [ [f(n), f(n+1)) # g | [f(n), f(n+1)) pues de lo contrario, © ¢ F,,.
U

Otro de los espacios muy familiares a todos nosotros es el espacio de los
ntmeros irracionales que también es homeomorfo a un producto topolégico y que
herramientas por medio del concepto de arbol son muy tutiles para establecer alguas
propiedades de dicho espacio. Veamos una pequena muestra de ello. Un espacio
topologico X se llama polaco si es separable y completamente metrizable. Al pro-
ducto topologico w® se le conoce como espacio de Baire.

TEOREMA 4.4. FEl espacio de Baire, w*, es el inico (salvo homeomorfismo)
espacio que es polaco, cero dimensional, perfecto y en el cual todo subconjunto
compacto es nunca denso en X.

Un corolario inmediato de este teorema es que w* es homeomorfo al conjunto
de los ntimeros irracionales, R\ @, con la topologia heredada por R. Antes de
establecer el teorema necesitaremos del siguiente lema.

LEMA 4.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Si existe una familia {Us : s € w<¥}
de conjuntos abiertos no vacios tales que:

(1) SgtﬁUths,
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(2) m 7& n = Us~p NUs~p = @,
(3) (Vs € w<) (Vn € w) (Us~n C Us),
(4) (Vf € w¥) (limy, o0 diam (Ugpy,) = 0) ;

entonces existe un encaje topologico [ : w* — X.

DEMOSTRACION: [Demostracion del Lema]Es claro que la funcion f buscada esta
dada como sigue: para cada z € w¥, sea f(z) el tnico elemento de X que esta en
M, Uzin- Tal interseccion es no vacia por la condicion (3), y tiene un solo elemento
por (4). Por (2), f es inyectiva. Dados ¢ > 0y 2z € w<¥, por (4) podemos tomar
n suficientemente grande de modo que diam(U,,) < € y asi f([z [ n]) C Uy C
B:(f(2)), lo que prueba que f es continua. Finalmente, observe que para cada
s € w<¥, f([s]) = Us Nimg(f) lo cual prueba que f es abierta sobre su imagen.

(I

DEMOSTRACION: [Demostracion del Teorema 4.4]Supongamos que X satisface las
hipotesis, y veamos que existe una familia {Us : s € w<*} como en el Lema 4.1,
pero que ademas satisface que para toda s € w<¥,

(5) Us es cerrado, y
(6) Uy = U{Us~ : j € w}.

Antes de entrar en la construcciéon de tal familia, observemos algo importante.
Como X es polaco, por el Teorema de la Categoria de Baire, ninguno de sus sub-
conjuntos abiertos no vacios es magro, en particular no son nunca densos, y asi
por hipétesis, ningtin subconjunto abierto de X es compacto, por lo que para cada
abierto U de X existira una cubierta abierta sin subcubiertas finitas. Pero tal cu-
bierta también puede ser encontrada de modo que sus elementos estén en alguna
base conveniente. Para cada n, fijemos B,, una base numerable de la topologia de
X formada por conjuntos clopen con didmetro menor que %L

Ahora si, empecemos la construccién. Sea Uy = X, supongamos que hemos
definido a Us (s € w™) de modo que satisfaga las condiciones (1)-(6) y definamos
Us~j para toda j € w. Sea {V} : j € w} una cubierta de U, formada por elementos
de B, (por lo cual es necesariamente numerable) la cual no tiene subcubiertas
finitas, y sin pérdidad de generalidad supongamos que V; \ U;,; Vi # 0 (si no
fuera el caso, podemos eliminar algunas V; y reenumerar). Definamos entonces
Us~j = Vj \ U;<; Vi- Note que los conjuntos Us~; son clopen, tienen didmetro
menor que %, son mutuamente ajenos, y U = Uj Us~j. De este modo la familia de
los {Us : s € w<*} satisface (1)-(6). Por satisfacer (1)-(4), la funcién inducida es
un encaje topologico, ademaés, por inducciéon es muy facil ver que para cada n € w,
la familia {Us : s € w™} es una particion de X, por lo cual, si € X entonces para
z=U,{sn €w" : 2 € Ug, }, sucede que f(z) = =, mostrando que f es suprayectiva.

O

Al igual que en el caso de los conjuntos magros de 2¢, es posible caracterizar
combinatoriamente a los conjuntos magros de w* como se muestra en el siguiente
resultado.

PROPOSICION 4.2. Sea A C w“. Entonces, A es magro si y sdlo si existen
f € w¥ creciente y g € w* tales que

AC{r ew”: (v¥n)(3j € [f(n), f(n+ 1) (=) # 9(i)}-
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DEMOSTRACION: Basta hacer dos simples modificaciones a la prueba de la Proposi-
cién 4.1 que consisten en (1) para probar que A,, s, es nunca denso, se debe con-
siderar k > max{¢(s)} U {s(j) : § < €(s)} para que asi s tenga una extension en
el arbol k/*) y (2) considerar en el paso n, a ™ como una enumeraciéon del arbol
nf(m) O

5. Arboles de Aronszajn y Souslin

Empecemos por recordar el Lema de Kénig que nos asegura la existencia de una
rama de longitud w en un arbol de altura w pero con niveles finitos. Hay algunas
maneras claras de generalizar el resultado de Konig; veamos por ejemplo una, que el
lector menos familiarizado con conjuntos estacionarios bien puede omitir sin perder
la esencia del material.

TEOREMA 5.1 (Kurepa). Sea k un cardinal regular y sea T un drbol de altura
k tal que para algin A < k se tiene que |Lev (o, T)| < A para todo a < k. Entonces
T tiene una rama cofinal.

DEMOSTRACION: Sin pérdida de generalidad podemos suponer que A es también
un cardinal regular; observe que asi obtenemos que S§ = {y <k :cf(y) = A} es
un conjunto estacionario en x. Para cada J € SY, elijase arbitrariamente un t5 €
Lev (6, T). Ahora para cada § € S¥, escojase ss € T con ss < t5 y tal que

{se€T:s5s<s}nNLev(s,T)={ts}.

Esto es posible porque 5 tiene al menos A\ antecesores y de no ser posible se deberia
tener que |Lev (a, T)| > A, lo cual es una contradiccion.

Usando el Lema de Fodor®, es posible hallar un subconjunto estacionario A C
S% y v < k tal que ht (s5) = v para § € A. Ya que |Lev (v,T)| < XA < k, podemos
suponer que para algtin r € Lev (7, T) se tiene que r = s5 para § € A.

Veamos ahora que {ts:0 € A} es una cadena en T; esto completara la de-
mostracion. En efecto, si para 0,0’ € A, distintos, digamos § < ¢, tuvieramos que
ts y ts no son compatibles entonces {s € T : s5 < s} N Lev (0, T) deberia tener al
menos dos elementos, contradiciendo la eleccion de sg. ([

Como antes dijimos, la generalizacién directa del Lema de Konig para w; en
lugar de w no es cierta. Asi se tiene el siguiente tipo de arboles.

DEFINICION 5.1. Un arbol de Aronszajn es un drbol T que tiene niveles a lo
mds numerables y no tiene una rama cofinal.

La definiciéon anterior se ha hecho en un lenguaje, digamos “frondoso"; pero lo
que realmente dice es que un arbol de Aronszajn es no numerable pero no tiene
ni niveles ni ramas no numerables. Este concepto se ha convertido en uno funda-
mental en Teoria de Conjuntos. La existencia de uno de estos arboles fue primero
establecida no por un conjuntista sino por un analista, Nachman Aronszajn en
1934. También se puede generalizar el concepto para cardinales mayores que N
con el requerimiento obvio, estos suelen llamarse arboles k-Aronszajn. La existen-
cia de un arbol No-Aronszajn ya no es una cuestion decidible dentro de ZFC. Para
cardinales singulares k si es posible establecer su existencia pero hay algunos car-
dinales grandes k, los llamados débilmente compactos, que tienen la propiedad de

3También conocido como Pressing Down Lemma, ver [Ku, p. 80].
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que no existen arboles k-Aronszajn y reciprocamente si un cardinal k es inaccesible
y no hay un arbol k-Aronszajn, entonces k es débilmente inaccesible. Veamos la
existencia de un arbol de Aronszajn.

TEOREMA 5.2. Los drboles de Aronszajn existen en ZFC.

DEMOSTRACION: Se construiran los niveles T,, = Lev («, T'), para a < wy, de un
arbol de Aronszajn T por recursiéon de modo tal que
(1) Ta C o [Ta] < No;
(2) Si f € T,, entonces f es inyectiva y w \ ran(f) es infinito;
(3) Si feT,y B <a,entonces f |G € Tg;
(4) Para cualquier 8 < «,cualquier g € T y cualquier conjunto finito X C
w\ran(g), existe f € T,, tal que f D gy ran(f)NX = 0.
Primero supongamos que tal construcciéon puede hacerse y mostraremos que
T = Uqcw, To es un arbol de Aronszajn. Claramente T' es un arbol por la tercera
clausula y cada nivel es a lo més numerable ademas de que tiene altura w; pues por
la cuarta clausula, cada Ty, # (). Si T tuviera una rama B de longitud wy, entonces
f = B seria una funcion inyectiva de w; en w, que seria una contradiccion.
Bien veamos la construccion de los T,’s. Como es costumbre, empecemos
haciendo Ty = {@}. Suponiendo que T, se ha construido satisfaciendo las cuatro
clausulas, hacemos

Tot1 ={gU{(,a)} :geTy &acw\ran(g)}.

No es dificil ver que con esta definicién se preservan las propiedades recursivas para
a+ 1.

Para o limite hacemos lo siguiente. Primero para 8 < a 'y g € T ademas de
un conjunto finito X C w \ ran(g) construyase por recursion una f, que dependa
obviamente de g y X, como sigue. Primero fije una sucesion creciente (o, : n € w)
tal que g = By a =sup{a, :n €w}.Sea fo =g € Ty, vy Xo = X Cw\ran (fo).
Habiendo definido f,, € T, y un conjunto finito X,, C w \ ran (f,,), tomamos un
conjunto finito X,,11 2 X,, y X411 C w \ ran(f,,). Esto es posible porque por la
segunda clausula w \ ran(f,) es infinito. Entonces seleccione una fp,11 € Ty, ,,
tal que fri1 2 fn ¥ Xny1 Nran(fne1) = 0, lo cual es posible por la cuarta
clausula. Entonces hacemos f = J, ., f» para tener que claramente f : o — w
y es inyectiva ademas de que ran (f) N{UJ,c,, Xn = 0 y por lo tanto w \ ran (f) es
infinito y ran (f) N X = 0.Asi f satisface la segunda clausula. Ademaés, para 8 < «
se tiene que f [ B = f,, | B cuando 8 < «,, y con esto la tercera clausula se satisface
también.

Hacemos que f € T, para cada g € Uﬁ<a T3 y cada finito X C w\ran (g); esto
hara que la cuarta clausula se satisfaga. Como [ J g<aLp €5 numerable y la cantidad
de subconjuntos finitos de w es también numerable, se sigue que T, es a lo méas
numerable, y la primera clausula también es satisfecha. 0

Otra manera popular de construir un arbol de Aronszajn es considerar primero
el arbol
To ={s CQ:s es bien ordenado y tiene maximo}
ordenado por extension final; es decir, s <7, t si y s6lo si s es un segmento inicial
de t. Este es un arbol de altura w; que es la uniéon de una cantidad numerable de
anticadenas; de hecho la funcién que a cada elemento de T} le asigna su maximo
es una funcion creciente de Ty en Q. Esto ultimo da pie a definir que un arbol T
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es Q-encajable si existe una funcién creciente f : T — @Q; la funcién no necesita
ser inyectiva. También se dice que un arbol T es especial si es la unién de una
familia numerable de anticadenas. Puede demostrarse que un arbol 1" es especial si
y s0lo si T' es Q-encajable. La pregunta de si todo arbol de Aronszajn es especial
es interesante y se sabe que no puede decidirse en ZFC.

Pasemos ahora a definir otro tipo de adrboles con propiedades mucho mas fuertes.
El interés en este tipo de arboles data de alrededor de 1920 cuando M. Y. Souslin
planted su famoso problema sobre 6rdenes lineales. Cantor algunos anos antes
habia demostrado que R se caracteriza por ser un orden completo, sin extremos,
denso en si mismo y separable (o sea, con un subconjunto denso numerable). A
Souslin se le ocurrié6 cambiar esa ultima condicién por aquella de que cualquier
familia de intervalos abiertos, no vacios y ajenos por pares sea a lo mas numerable
y preguntar si este cambio no afectaba dicha caracterizacion de los reales. A los
conjuntos linealmente ordenados que son densos en si mismos y que cumplen la
condicion de que la maxima cantidad de intervalos abiertos y ajenos por pares es
No; pero que no son separables se les conoce como lineas de Souslin. Ahora se sabe
que es independiente de ZFC la existencia de lineas de Souslin. En 1935 D. Kurepa
hizo notar la relacién que existe entre el problema de Souslin y el tipo de arboles
que a continuacién definiremos. A él también se debe nuestro préoximo teorema.

DEFINICION 5.2. Un drbol T se llama arbol de Souslin si T' no tiene ni cadenas,
ni anticadenas no numerables; pero T tiene altura wy.

De la definicion se sigue sin dificultad que todo arbol de Souslin es en particu-
lar un arbol de Aronszajn. La contribucién de Kurepa fue muy importante porque
transformo el problema de Souslin en un problema mucho mas combinatorio. Con-
jeturamos que este cambio de enfoque en el problema de Souslin fue lo que ayudo
a R. B. Jensen para que alrededor de 1968 usara un principio combinatorio que es
consecuencia del Axioma de Constructibilidad de K. Gédel para definir a partir de
ese un arbol de Souslin. Asi fue establecido que la existencia de arboles de Souslin
es relativamente consistente con ZFC. Pero, quedaba atin abierta la posibilidad de
que los arboles de Souslin en verdad existieran en ZFC y no dependieran de ax-
iomas adicionales. Esto ultimo fue resuelto negativamente en una publicacién de
1971 hecha por R. M. Solovay y S. Tennenbaum en el que se establecié6 un mod-
elo para una fraccion importante de ZFC en el que no existen arboles de Souslin.
Pero, pasemos mejor a establecer el resultado de D. Kurepa en el que se muestra
la relacién que comentdbamos antes.

DEFINICION 5.3. Diremos que un drbol es bien podado si cada nodo tiene una
cantidad no numerable de sucesores.

Notese que cualquier arbol de Souslin se puede podar bien, en el sentido de
que por niveles se le pueden recortar los nodos que tengan pocos sucesores, y asi
conseguir un subarbol que también es de Souslin, y ademas bien podado.

TEOREMA 5.3. Existe un drbol de Sousin bien podado si y sdlo si existe una
linea de Souslin.

DEMOSTRACION: Supongamos primero que hay un arbol de Souslin 7" y mostremos
que también hay una linea de Souslin. Para esto consideremos a [T, el conjunto
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de todas las ramas de T.* Obsérvese que si b € [T] entonces ¢ (b) < w; ademas
de que b no tiene elemento maximo puesto que nuestro arbol T es podado; por lo
tanto se debe tener que £ (b) es un ordinal limite. Para cada o < ¢ (b), denotemos
por b () al tnico elemento de la interseccion b N Lev (o, T) .

Vamos a definir un orden lineal sobre [T] y para ello fijemos un orden lineal
cualquiera < sobre T. Ahora, si b,¢ € [T] son diferentes, denotemos por (3 (b,c)
al minimo o < w; de modo que b () # c(«). Notese que siempre se tiene que
B (b,c) <min{l(b),£(c)}. Entonces definase

b<e siysolosi b(8(b,c)) <c(B(bc)).

No es dificil verificar que < es un orden lineal sobre [T]; hay que demostrar que
([T],<9) es en verdad una linea de Souslin.

Primero veamos que ([T],<) no es separable. En efecto, si {b, :n € w} es
cualquier subconjunto numerable de [T] entonces podemos hallar ¢ < w; de modo
que para todo n € w se tenga que

l(by) < €.

Como T tiene altura w; podemos hallar también ¢t € Lev ({,T). Ahora {s} =
{s € T : ¢t < s} no puede ser una cadena en T puesto que un subarbol de un arbol
de Souslin también es de Souslin y T" est4 podado. Asi, podemos hallar s’ y sy en
T incomparables y mayores que t. Repitiendo el razonamiento para s’ en lugar de
t, sabemos que podemos hallar nodos incompatibles sy y s1 que son mayores que s’
y por lo tanto mayores que ¢; en resumen tenemos sg, S1 y So todos incomparables
y mayores que t.

Sean a; € [T] tales que s; € a; para cada i € 3. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que ag < a3 < ag. Entonces (ag, a2) es un intervalo no vacio en
el orden ([T, <) y este intervalo no contiene a ningan b,, porque £ (b,) < £, para
cadan € w.

Ahora veamos la otra condicién que define a las lineas de Souslin; o sea, que la
méxima cantidad de intervalos abiertos, ajenos por pares y no vacios es a lo més
numerable. En efecto, supongase que {(ag, b¢) : € < w1} es una familia de intervalos
abiertos no vacios y ajenos por pares. Entonces escojanse c¢ € (ag,be) v ag tal que

max {3 (ag, ce), B (ce, bp)} < ag < €(ce).
Poco anélisis se requiere para convencerse de que para & # 1 se debe tener que
ce (ag) es incomparable con ¢, (ov;); de este modo se obtiene una anticadena no
numerable {c¢ (ag) : £ < wy} en el arbol de Souslin T'; una contradiccion.
Reciprocamente mostraremos que si (L, <) es una linea de Souslin, entonces
podemos construir un arbol de Souslin.

OBSERVACION 1. Podemos suponer que ningun subconjunto abierto no vacio de
L es separable.

Por el momento supondremos este preliminar para completar la demostracion
del teorema y estableceremos esto al final como un lema.

Sea J la familia de todos los intervalos no vacios y abiertos de L; asi que los
elementos de J son de la forma (a,b), donde a,b € L'y a < b. Podemos usar a D
como un orden parcial sobre J.

4Antes habiamos usado esta misma notacién en un sentido un poquito diferente; pero esen-
cialmente es lo mismo.
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Recursivamente construiremos Jg C J, para 3 < w;, de modo que:

(1) Los elementos de J3 son ajenos por pares;
(2) UIJp es densoen Ly
(3) sia< B, I €JyyJ €I, entonces o bien
(@) INJ=0o
(b) JCTyI\cl(J)#0.
Si podemos hacer la recursion, hacemos T' = | s<w, Jg- Por las condiciones (1)
a (3), se tiene que 2 es un orden que hace a T un arbol y Jg3 = Lev (8,T). Si A es
una anticadena, entonces los elementos de A son ajenos por pares y por lo tanto se
debe tener que |A| < Ny. Tampoco es posible que T' tenga cadenas no numerables
puesto que si {I¢ > £ < w;} fuera una cadena, con £ <17 = I¢ D I, entonces por
(3b) se tiene que:

§<n= (I, Cle A I\ cl(ly) #0),

con lo que de la familia {I¢ \ ¢l (J¢41) : £ < wy} se puede construir facilmente una
familia no numerable de intervalos ajenos por pares y todos no vacios. Eso con-
tradiria que L es una linea de Souslin. Finalmente, |T'| = 8y porque de (2) se sigue
que cada Jg # 0; por lo tanto T tiene altura w; y asi es un arbol de Souslin.

Para terminar con esta demostracién, hagamos la recursién. Jg es cualquier
subfamilia de J que sea maximal con respecto a ser ajena por pares. La maximalidad
garantizara que | JJy es denso en L. Dado J,,, definase J,41 como sigue: Para I € J,,
sea K1 una subfamilia de

{KeJ:KcI A I\c(J)#0}

que sea maximal con respecto a ser ajena por pares. Sea Jo11 = J{K;: I €7J,}.
Por tultimo, si v es un ordinal limite y se han definido J,, para a < 7 que
satisfacen (1), (2) y (3) para a < 8 < 7. Sea

K={KeT:(Va<y)(VI€T)INK=0V (KCI A I\c(J)#0)}

y sea J, una subfamilia de X que sea maximal con respecto a ser ajena por pares.
Claramente se satisfacen (1) y (3) para todo a < 3 <~y y debemos verificar también
que (2) se sigue cumpliendo; es decir, debemos ver que |JJ, es denso en L.

Sea J € Jy sea E el conjunto de todos los extremos izquierdos y derechos de
todos los intervalos en J,, <~ Jo. Entonces E es un conjunto numerable y como J
no es separable, debe existir K1 € Jtalque K1y Cc Jy KiNE=0. Sil e Ua<7 Ja,
entonces K1 no contiene los puntos extremos de I y por lo tanto se debe tener que
INK; =00 K; CI. Como L es denso en si mismo es facil hallar K C K; tal
que K \ cl(K) # 0; entonces K C J y K € K. Puesto que J, es una subfamilia
maximal de X, se debe tener I € J, tal que I N K # (). Por lo tanto JNJJ, # 0
y esto demuestra (2). O

El teorema anterior establece la equivalencia entra la existencia de lineas de
Souslin y arboles de Souslin podados. La equivalencia es més general. Se puede
demostrar también que existe un arbol de Souslin si y s6lo si existe un arbol podado
que es de Souslin. Ya no vamos a presentar ese teorema aqui pero invitamos al
lector a consultarlo en [Ku].

LEMA 5.1. 5% hay una linea de Souslin, entonces hay una linea de Souslin tal
que ningun subconjunto abierto no vacio es separable.



5. ARBOLES DE ARONSZAJN Y SOUSLIN 15

DEMOSTRACION: Sea Y una linea de Souslin y defina una relacién de equivalencia
~ sobre Y haciendo x ~ y si y soélo si el intervalo entre ellos es separable. Sea X el
conjunto de las clases de ~-equivalencia.

Si I € X, entonces I es convexo; es decir, z,y € I Nz < z <y =z € I.
Ordene linealmente X haciendo I < J si y so6lo si algtin elemento de I es menor
que algin elemento de J.

Veamos primero que cada I € X es separable. Para esto sea M una familia
de intervalos ajenos por pares, no vacios de la forma (z,y) con z,y € I. Puesto
que Y es una linea de Souslin, M debe ser numerable y asi podemos suponer que
M = {(zn,yn) : n € w}. Como z, ~ y, se tiene que (x,,y,) es separable y asi
existe D, C (Zn,Yn) que es denso y numerable. Sea D = J, ., Dn; entonces D
es denso en (J,, ., (%n,yn). Ahorasi z € I 'y z € (z,y), entonces (z,y) intersecta
algiin elemento de M por la maximalidad; esto implica que z € cl (D) salvo que z
es el primer o el ultimo elemento de I. Asi D con posiblemente dos elementos més
serd un conjunto denso en I.

Por otra parte, X es denso en si mismo porque si I < J, pero (I,J) = 0;
entonces tomando x € Ty y € J se tiene que (x,y) € I U .J que es separable
implicando asi que x ~ y, que es una contradiccion.

Para terminar basta con observar que (I, J) no es separable siempre que I < J.
Silo fueray {K, : 2 <n < w} fuera un denso en (I, .J); entonces haciendo Ky = I,
K, = J y tomando, en Y, un denso D,, en cada K,, se tendria que Unew D,, es
denso en J{L:I <L <.J} vy se conseguiria que puntos de I son equivalentes a
puntos en .J, una contradiccion. O

Muchas aplicaciones de arboles en Topologia y Teoria de Conjuntos pueden ser
encontradas en la literatura: en el libro de Kechris [K] hay muchas aplicaciones en
la teoria de los Espacios Polacos o Teoria Descriptiva de Conjuntos. El libro de
Bartoszynski y Judah [BJ] contiene muchas aplicaciones en Teoria de Conjuntos,
particularmente en el estudio de invariantes cardinales del continuo. El articulo de
Todorcevi¢ [T| desarrolla la teoria sobre arboles a un nivel méas avanzado.
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