10.

11.

12.

Ejercicios de Topologia

. Si Ay B son conjuntos y A\ By B\ A son equipotentes entonces |A| = | B].

Si |Ag| = |Bo| ¥ |A1| = |Bi], entonces no necesariamente se tiene que
|Ao N By| = |41 N By|.

Sean A, By C cualesquiera conjuntos no vacios. ;Bajo qué condicién se
tiene que |ABXC| = |AB| . |AC|?

. Sea X un conjunto y denote por [X]=, la familia de todos los subconjun-

tos finitos de X. ¢Cuél es la cardinalidad de [X]~?

Sean X un conjunto y x un cardinal. ;Cudl es la cardinalidad de [X]"?
(Bajo qué definicién... jcual es la definicién natural de [X]"?)

Un conjunto linealmente ordenado X es bien ordenado si y sélo si no
contiene un subconjunto {z,, : n € w} tal que x,, > x, 1 para cadan € w.

Para un conjunto parcialmente ordenado X existe un conjunto linealmente
ordenado Y C X tal que cualquier cota superior de Y es un elemento de
Y.

Existe un particiéon P de w; que tiene cardinalidad Ny y tal que cada uno
de sus elementos es no acotado en ws.

Sea X un conjunto no vacio. Entonces una topologia sobre X es 7p =
{UC X :X\U es finito} U {0}. Al espacio (X, 7y) se le suele llamar es-
pacio cofinito.

Sea X un conjunto no numerable. Entonces
7.={U C X : X\ U es a lo mas numerable} U {(}

es una topologia sobre X. Al espacio (X, 7.) se le suele llamar espacio
conumerable. ;Es la familia

Too = {0} U{U C X : X \ U es infinito}
una topologia sobre X?

Sea X = {0,1} y sea 7 = {0, X,{0}}. Entonces 7 es una topologia sobre
X y al espacio (X, 7) se le conoce como espacio de Sierpinski.

Decimos que un subconjunto de los naturales (positivos) es gordo si su
suma de reciprocos diverge. Muestre que es posible dotar a los naturales
de una topologia 7 de tal manera que los subconjuntos gordos de N se
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correspondan con los densos de (N, 7).} Recuerde que un subconjunto D
de un espacio X se llama denso si para cada abierto U C X se tiene que

UnDbD#0.

(a) Si {7o :« €I} es una familia de topologias sobre un conjunto no
vacio X, entonces [,c; 7o €s una topologia sobre X. ;Es J
una topologia?

acl Ta

(b) Si {7 :a €I} es una familia de topologias sobre un conjunto no
vacio X, entonces hay una unica topologia C-minima que contiene a
cada 7, para a € I y hay una C-maxima topologia, tnica, que esta
contenida en cada 7, para cada a € I.

(c) Si X ={0,1,2} y 7o = {0, X,{0},{0,1}} y = = {0, X, {0} , {1, 2}},
encuentre las topologia de que habla la parte anterior.

. Seai: p(X) — p(X) una funcién con las siguientes propiedades:

(a) i (X) = X,
(b) i(A) C 4,

(c) i(i(A) =1i(4),

(d) i(ANB) =i(A)Ni(B).

Demuéstrese que {A € p (X) :i(A) = A} es una topologia sobre X
y que A =i (A), para cada A € p(X).

El interior A de un conjunto A en un espacio topoldgico es el C-méaximo

conjunto abierto contenido en A.

Sea (X, 7) un espacio. Entonces un subconjunto A de X es un conjunto
[e]

abierto si y sélo si A = A.

Sea (X, 7) un espacio. Entonces un subconjunto A de X es un conjunto
cerrado si y s6lo si A = A.

Sea 7= {0} U{U C X : 29 € U}. Esta es una topologia sobre cualquier
conjunto X tal que zg € X. Muestre que cualquier z € X \ {zo} es un
punto limite de X y que X es la clausura de cualquier abierto no vacio.

Sean A y U dos subconjuntos de un espacio X siendo U abierto. Entonces
UNA=UnA.

1La motivacién para esta dltima pregunta es simple. Un resultado clésico de la teorfa indica
que P (los primos) es un subconjunto gordo de w. Intuitivamente, la gordura indica que ellos
conforman “una buena tajada” de w. Una manera de hacer riguroso este dltimo comentario
es precisamente ofreciendo una topologia 7 como se indica. En particular, seria interesante
tener una topologia 7 donde, en algin sentido, P pueda verse como “el gordo universal” de
w. (José Hernédndez Santiago)
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Sea (X, 7) un espacio. Un subconjunto U de un espacio X se llama abierto
o [e]

reqular si U = U. Entonces A es un abierto regular para cada A C X.
Sean (X, 7) un espacio y A C X. Entonces A = X \ int (X \ A).

Sean (X,7) un espacio y A,B C X. Entonces ANB C AN B. De un
ejemplo que muestre que la igualdad puede no ser cierta.

i Es cierto que si E es un subconjunto de un espacio topolégico X se tiene
que

Ext EUE # (7

En caso de no ser cierto, halle una condicién suficiente para que lo sea.
Aqui a Ext E se le llama exterior del conjunto E y se define como el
interior de X \ E.

Sean (X,7) un espacio y F' un subconjunto cerrado de X. Entonces
F =int (F) UJF y int (F) = int (int (F)).

(Kuratowski) Aplicando alternativamente los operadores de cerradura y
complemento a un subconjunto A de un espacio topolégico X se obtienen
a lo mas catorce diferentes conjuntos. Encuentrese ademés un conjunto
de reales con el cual uno obtenga exactamente los catorce conjuntos.

Sea A un subconjunto de un espacio X. Demuestre que son equivalentes
las siguientes afirmaciones.

(a) La frontera de A, denotada A, es un subconjunto nunca denso,

(b) Existe un abierto V' C X y un nunca denso C C X tales que A =
Vuc,

(c) Existe un abierto U tal que A\ U y U \ A son ambos nunca densos.
El orden lexicografico en R? est4 dado por:
(a,by < (x,y) siysblosia<zoa=xz&b<y.

Considere la topologia inducida por el orden lexicogrifico en R? y en-
cuentre la clausura, el interior, los puntos limite y los puntos aislados de
I=10,1] x [0,1].

Un subconjunto N de un espacio (X, 7) es denso en ninguna parte si y sélo
si para todo abierto no vacio U de X existe un abierto no vacio V. C U
tal que VNN = 0.

La unién de un conjunto co-denso y un conjunto denso en ninguna parte
es un conjunto co-denso. Note que la unién de dos conjuntos co-densos no
es necesariamente un conjunto co-denso.
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Cualquier subconjunto cerrado de R? (con su topologfa usual) es la fron-
tera de algin conjunto A C R2.

Sea (X,7) un espacio topolégico. Una familia A de subconjuntos de X
se llama localmente finita si para cada x € X existe una vecindad U de
x tal que {A € A:UNA#D} es finito. Una familia A de subconjuntos
de X se llama punto finita si {A € A:x € A} es finito para cada z € X.
Toda familia que es localmente finita es también una familia punto finita
pero hay familias punto finitas que no son localmente finitas.

Si A es una familia localmente finita, entonces la familia
{Z cAe A}
también es localmente finita.

Existen familias A que no son localmente finitas pero que {A: A € A} sf
es localmente finita.

(Existen familias A que sean punto finitas pero que {Z A€ .A} no lo
sea?

Si A es una familia localmente finita entonces

UAZU{Z:AEA}.
Si F es una familia de subconjuntos cerrados que es localmente finita,
entonces | J F es un cerrado.

Supoéngase que G es una familia de subconjuntos cerrados de un espacio
X tal que G es punto finita y para cada H C G, se tiene que

Ur=U{#E: HeH}.
Entonces G es una familia localmente finita.

Una cubierta abierta %7 de un espacio X es una cubierta normal si existe
una sucesién (¥, : n € w) de cubiertas abiertas de X tales que % es un
refinamiento estrella de % y ¥;,4+1 es un refinamiento estrella de 7;,, para
cada n € w. Recuerde que # es un refinamiento estrella de ¥ si para
cada W € #, existe un V € ¥ tal que

stW,#)=|Uew Unw#£0}yCV.

Si % es una cubierta normal de un espacio X, entonces % tiene un
refinamiento abierto o-discreto. (De hecho, con una hipétesis adicional
también tiene un refinamiento localmente finito.)
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Sea X un espacio tal que para cada x € X y cada abierto U C X tal que
x € U, existe un abierto V. C X que contiene a = y tal que V C U. Si
cada cubierta abierta de X tiene un refinamiento localmente finito (que
counsiste de conjuntos arbitrarios), entonces para cada cubierta abierta
{Uq : a € A} del espacio X existe una cubierta cerrada localmente finita
{F, : a € A} tal que F, C U,, para cada o € A.

Sea X un espacio topoldgico en el que cada punto forma un conjunto
cerrado. Demuestre que las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(a) Cualquier subconjunto A de X es abierto en A.

(b) Para cualquier subconjunto A de X se tiene que: int(A) = () implica
que A es cerrado.

(c) Para cualquier subconjunto A de X se tiene que: int(A) = @ implica
que A es discreto.

(d) A\ A es cerrado, para todo A C X.

(e) Cualquier conjunto denso en X es abierto.

Sean B y B’ bases para dos topologias 7 y 7/ sobre un conjunto X # §.
Entonces las siguientes son equivalentes:

(a) T es mds débil que 7’.
(b) Para cada z € X y cada bdsico B € B conteniendo a z existe un
béasico B’ € B’ tal que x € B’ C B.

Sea G una familia punto finita de conjuntos cerrados tal que G contiene
infinitos elementos y sea B una base para un espacio X, entonces B’ =
{B\ G:Be€B& G € G} es también una base para la topologia de X.
Considere las siguientes colecciones de subconjuntos de R:
By ={(a,b) : a < b},
By ={[a,b) : a < b} U {0},
By ={(a,b] : a < b} U{0},
Bs =By U{B\ K :Be€ By}, donde K = {1 :neN},
By ={(a,+) :a € R} U{0},
Bs ={B:|R\B| <w}.?
(a) Cada B;, para i € 6 = {0,1,2,3,4,5}, es base para una topologia

sobre R. En especial, al espacio que resulta con la base B le lla-
maremos recta de Sorgenfrey y lo denotaremos por Ry.

(b) Compare las topologias resultantes.

2Para mi w es el primer ordinal infinito y N es el conjunto de los enteros positivos; asf
w={0}UN.
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(¢) En clase vimos que la topologfa usual es la que resulta de considerar
la base By. También notamos que esta, la topologia usual, tiene una
base numerable. ;Cuales de las otras topologias tienen también bases
numerables?

Cualquier espacio que tiene una base numerable para su topologia contiene
un subconjunto numerable que es denso.

Demuestre que la recta de Sorgenfrey R, es hereditariamente separable.

Construya un espacio Hausdorff infinito con un subconjunto denso, nu-
merable y que consiste de puntos aislados.

En R cada conjunto abierto es unién a lo mas numerable de intervalos
abiertos y ajenos por pares.

En R los conjuntos abiertos son conjuntos de tipo F,. La familia de todos
los conjuntos de Borel en los reales puede ser representada como la unién
Ua<w1 Fao, donde Fy es la familia de todos los conjuntos cerrados y Fy
consiste de o bien todas las uniones a lo mas numerables de miembros
de U, F¢ para ordinales nones « o todas las intersecciones a lo méds
numerables de miembros de Ug <o F¢ para ordinales pares «. Las familias
Fao, @ < wq, tienen cardinalidad ¢. Deduzca de aqui que en la linea real
hay conjuntos que no son conjuntos de Borel.

Existe una familiar funcién continua f : R — R y un conjunto de Borel
B C R de tal modo que (refiriéndose al ejercicio anterior) B € F; \ Fop y
f_l[B] € Fo.

Sean X un espacio topolégicoy A C X. Decimos que A es secuencialmente
abierto si siempre que (z,:n € w) es una sucesién de términos en X
que converge a algin punto a € A se tiene que existe ng € w tal que
x, € A paratodon > ng. Similarmente decimos que A es secuencialmente
cerrado si contiene los limites de todas sus sucesiones; es decir, siempre que
(ay, : n € w) es una sucesién, con a, € A para todo n € w, que converge a
un punto x € X se tiene que x € A.

(a) Cualquier subconjunto abierto es secuencialmente abierto.

(b) Cualquier subconjunto cerrado es secuencialmente cerrado.

(c) ¢Hay espacios con subconjuntos secuencialemente cerrados que no
son cerrados?

(d) Las siguientes dos afirmaciones son equivalentes:

i. Todo subconjunto secuencialmente abierto es abierto,
ii. Todo subconjunto secuencialemnte cerrado es cerrado.



51. Un espacio X se llama secuencial si todo conjunto secuencialmente abierto
es abierto. Entonces un espacio X es secuencial si siempre que A C X con
A # A se tiene que existe una sucesion {(a,, : n € w) de términos en A que
converge a un punto x ¢ A.

52. Sean X un espacio y A C X. Definase recursivamente:

o A0 = 4

o AletD) egigual al conjunto de # € X para los cuales existe (T :n € w)
una sucesién de términos en A que converge a x, para cada a < wy,

e Si a < wy es un ordinal limite, entonces A(® = U6<a AW,

Entonces X es secuencial si y s6lo si para cada B C X se tiene que
B = Bw1),

53. Una familia infinita A C P(N) y de conjuntos infinitos se llama familia casi
ajena si para cualesquiera dos A, B € A se tiene que AN B es finito. Lo
que sigue tiene més sentido si se supone que A no es numerable. Definase
dos espacios topoldgicos, el primero serd W(.A) cuyos puntos serdn los
elementos de N U A; las vecindades bésicas de un punto n € N serdn
cualquier conjunto que contenga a n. Las vecindades bésicas de a € A
serdn conjuntos de la forma {a}U(a\ F'), donde F es un conjunto finito tal
que a ¢ F. Ahora témese p ¢ U(A) y nuestro espacio X serd {p} U ¥(A)
las vecindades de p son conjuntos que dejan fuera sélo a una cantidad finita
de elementos de A (esto es suficiente para describirlas); las vecindades de
los puntos de ¥(A) son como antes; es decir, ¥(A) es un subespacio de
X.

(a) Hay familias casi ajenas de cardinalidad c¢. (Sugerencia: Piense en
sucesiones convergentes de racionales)

(b) Hay familias cai ajenas que son maximales respecto a esta propiedad.
A estas se les llama familias MAD.

(¢) Los puntos de X forman conjuntos cerrados; o sea, cada punto de X
es cerrado.

(d) Cada una de las vecindades bésicas antes descritas es un conjunto
abierto y cerrado a la vez.

(e) Refiriéndonos al ejercicio anterior, suponiendo que A es maximal y
trabajando en el espacio X, si A = N; entonces A = A y hay un
punto en A® al cual ninguna sucesién de elementos en A converge.?

(f) {Son ambos espacios, ¥(A) y X, secuenciales?
54. Si F es un filtro sobre un conjunto X y Y € F, entonces F N p (V) es un
filtro sobre Y.

3No ha sido posible, en ZFC, construir un espacio compacto y secuencial con un subcon-
junto A tal que A AM) AR ABG) sean todos diferentes.
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Sea X un espacio Hausdorff infinito. Demuestre que existe un ultrafiltro
de subconjuntos de X que contiene a todo subconjunto denso y abierto.

Si U es un ultrafiltro sobre X y f: X — Y es una funcién, entonces
fU)y={vCy:f'[V]eu}
es un ultrafiltro sobre Y.

Supéngase que F y G son filtros sobre X. Entonces
FRg={UCXxX:{reX:{yeX:(r,y)eU} G} eF}
es un filtro sobre X x X.

Sea X un espacio. Un filtro F converge a un punto p € X si y sélo si para
cualquier filtro G con G O F se tiene que p es un punto de acumulacién
de G.

Sea U un ultrafiltro libre sobre un conjunto infinito X y sea 7, = UU {0}.
Entonces 734 es una topologia sobre X en la que los conjuntos finitos son
cerrados, ningin par de puntos tiene vecindades ajenas, pero no hay pun-
tos aislados en (X, 7).

Si X es un espacio y A C X, entonces un punto p € X es elemento de A
siy solo si existe una base para filtro consistente de subconjuntos de A de
modo que el filtro que ésta genera converge a p.

Si X es un espacio y A C X, entonces un punto p € X es elemento de
int (A) siy sélo si A es elemento de cualquier filtro que converge a p.

Un espacio X tiene la propiedad de que dados dos puntos cualesquiera
existen vecindades ajenas de ellos si y sélo si todo filtro sobre X tiene a
lo méas un punto de convergencia.

Sea X el espacio de Sierpinski y sea 2 el espacio discreto {0,1}. Muestre
que si f es la funcién identidad f : X — 2, entonces f no es continua pero
que f~1 silo es.

Sea X un conjunto parcialmente ordenado por <. Defina U C X es abierto
si y s6lo si U satisface la siguiente condicién: z € U & y < x =y e U.
Verifique que esto define una topologia y que f: X — X es continua si y
sélo si f preserva el orden.

Sea X un espacio secuencial y Y un espacio arbitrario. Una funcién f :
X — Y es continua si y sélo si preserva limite de sucesiones; es decir,
siempre que {(x, : 1 € w) es una sucesién en X que converge a x € X, se
tiene que (f (r,,) : m € w) converge en Y a f (z).

Si X y Y son espacios topoldgicos y f : X — Y es una funcién entonces
[ es continua si y sélo si 0 (f~'[B]) C f~! [0B] para cada B C Y.
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Sea f: X — Y una funcién continua. Si B es un conjunto de tipo Gs (o
de tipo F,), entonces f~![B] es del mismo tipo.

Si X y Y son espacios topoldgicos y f : X — Y es una funcién entonces
decimos que la funcién f es abierta si para cada conjunto abierto U C X
se tiene que f [U] es un subconjunto abierto de Y. Andlogamente se define
funcién cerrada. Dar ejemplos de los siguientes tipos de funciones:

una funcién continua que no es una funcién abierta,
una funcién continua que no es una funcién cerrada,
una funcién abierta que no sea continua,

(d) una funcién cerrada que no sea continua,
) una funcién continua y abierta pero no un homeomorfismo,

una funcién continua y abierta pero no cerrada.

Si X y Y son espacios topolégicos y f : X — Y es una funcién entonces
f es una funcién cerrada y continua si y sélo si f [Z] = f[A4] para todo
ACX.

Una funcién continua f : X — Y es cerrada (abierta) si y sélo si para
cada B C Y y cada conjunto abierto (cerrado) A C X tal que f~1[B] C
A, existe un conjunto abierto (un cerrado) C C Y con B C C tal que

fHerc A

Una funcién continua f : X — Y es cerrada si y sélo si para cada punto
y € Y y cada conjunto abierto U C X el cual contiene a f~![y], existe
una vecindad V de y en Y tal que f~1[V] C U.

Si X y Y son espacios topoldgicos y f: X — Y es una funcién biyectiva
entonces los siguientes son equivalentes:

Si p es un polinomio entonces p : R — R es una funcién continua y cerrada.

Si f : R— R es una funcién biyectiva y continua, entonces f es una
funcién abierta.

;Existe una funcién biyectiva y continua f : R? — R?
Sea f : R? — R? una funcién continua y biyectiva.

(a) (Es f abierta?
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(b) .Y si R? tiene la topologfa del orden lexicografico es f abierta?

Supéngase que f : R? — R? es una funcién continua que preserva conjun-
tos cerrados y discretos. jEs f una funcién cerrada? ;Bajo algunas otras
condiciones se tiene que f es cerrada?

Sea p: X — Y una funcién sobreyectiva que es abierta y es cerrada. Sea
¢ : X — [0,1] una funcién continua y para cada y € Y sea

?(y) =sup (¢ [P~ Wl])-
Entonces ¢ : Y — [0,1] es una funcién continua.

Cualquier espacio discreto y numerable es imagen continua de la recta de
Sorgenfrey Ry; pero ningun espacio discreto y no numerable lo puede ser.

Sea X un espacio discreto y sea A(X) = X U{p}, donde p ¢ X y donde
cada {x} es abierto para x € X y las vecindades de p son conjuntos de la
forma A (X) \ F, siendo F' un conjunto finito que no contiene a p. Si un
espacio Y es imagen continua de A (X) bajo una funcién cerrada, entonces
Y es homeomorfo a A (Z), donde Z es un espacio discreto con |Z] < | X]|.

Sea X un espacio discreto. Una funcién f : A(X) — Y continua y
sobreyectiva es cerrada si y s6lo si para cada par de puntos yg,y1 € Y
existen abiertos Uy, U; C Y tales que y; € U, i €2,y Uy NUy = 0.

Si la composicién g o f de funciones continuas f : X - Y yg:Y — Z
es cerrada (abierta), entonces la restriccién g | f[X] : f[X] — Z es
cerrada (abierta). Dar un ejemplo de funciones continuas f y g que no
sean cerradas (abiertas) pero que g o f si es cerrada (abierta).

Si f: X — Y es una funcién cerrada, entonces para cualquier subespacio
cerrado M de X se tiene que la restriccién f [ M es una funcién cerrada.

Una funcién f : X — Y es continua si y sélo si cada € X tiene una
vecindad U tal que f [ U es continua.

Sea X un espacio y sea F una familia de subconjuntos cerrados cuya unién
es X. ;Bajo qué condiciones una funcién f : X — Y es continua si se
sabe que f [ F' es continua para cada F € F?

Si X es un espacio, un subconjunto Y de X se llama retracto si existe una
funcién continua f: X — X tal que fof=fy f[X]=Y.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) Y es un retracto de X.

(b) Cualquier funcién continua definida en Y es continuamente extendible
a todo X.

(c) Existe una funcién continua r: X — Y tal que r [ Y = idy.

10
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Sean X v Y dos espacios topolégicos y sea A C X x Y. Sea N el filtro
de vecindades de x € X y sean

Alz) ={y e Y : (x,y) € A}
AV]=JAH,

tev

donde V € N,. Demuestrese que si A C X x Y es cerrado, entonces

AR]= (] AV]

VeN,

y de un ejemplo que muestre que es posible que se tenga B C X x Y
abierto y
Blz]# () BIV].

VeN,

El conjunto ], g As, donde f #£ A, C X, es cerrado en el producto
[I,cq X5 siysélosi Ag es cerrado en X, para todo s € S.

Sean {X;:s € S} una familia no vacia de espacios y ¢ : S — S una

biyeccién. Entonces los espacios [[,cg Xs ¥ [1,c5 Xo(s) son homeomorfos.

Sea {X; : s € S} una familia no vacia de espacios. Definimos la topologia
caja sobre el producto cartesiano [[,.¢ X como la generada por los con-
juntos de la forma [, 4 Us donde Uy es un subconjunto abierto del espacio
X,. ;Cudndo un producto de espacios con la topologia caja resulta un es-
pacio discreto?

Sea {X; : s € S} una familia no vacia de espacios y sea (z, : n € w) una

sucesién de puntos en el producto [],.g Xs. Entonces la sucesion

(T 1 € W)

converge a un punto x € [], g X si y sélo si m, (z,) converge a 7, ()
para cada s € S. ;Es esto cierto si cambiamos a la topologia producto
por la topologia caja?

Dado f € RX se define el soporte de f como el conjunto

supp (f) ={z € X : f (x) # 0}.

Considere oRX = {f € R : |supp (f)| < Ng}. ;Cudl es la clausura de
oR¥ con respecto a la topologia caja y a la topologia producto?

Sea {X : s € S} una familia no vacfa de espacios. Si el espacio [],.q X
tiene una base de cardinalidad k, entonces cada uno de los espacios X
tiene una base de cardinalidad a lo mas k.
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94.

95.

96.

97.

98.

Sean {X, : s € S} y {Ys : s € S} familias de conjuntos y pada cada s € S
sea fs : Xs — Y5 una funcién. El producto de la familia {fs: s € S} es la

funcién
f:H{Xs:sES}HH{YS:SES}

definida por f(x)(s) = fs(zs), para todo s € S y todo z € {X,:s € S}.
Si se consideran familias de espacios topoldgicos y funciones continuas,
entonces el producto de la familia de funciones es una funcién continua.

Para cada o € A, sean X, un espacio topolégico, Y, un subespacio de X,
y sea G, una familia de subconjuntos Gs de X, tal que J G, = X4 \ Ya.
Ademds sea U = U x [[{Xs5:08€ A\ {a}} para cada U € G,, G, =

{ﬁ:UEQa},§=U{g~a:aeA},Y:HaeAYayX:HaeAXa con
sus topologias producto. Entonces:

(a) U es Gs en X para cada a € Ay todo U € Ga.
(b) X\ Y =UG.

Sean Y un conjunto, {X; : s € S} una familia no vacia de espacios y sea
{fs: s € S} una familia de funciones f; : Y — Xj.

(a) Hay una tnica topologia més gruesa 7 sobre Y relativa a la cual cada
funcién fs es continua.

(b) Sea S = {f;'[U]: U es abierto en X, }, y sea S = [J,.4 Ss. En-
tonces S es una subbase para T.

(¢) Una funcién g : Z — Y es continua, relativa a 7, si 'y sélo si fso0g es
continua para cada s € S.

(d) Sea f:Y —1]]

X, definida por la ecuacién

fl)=(fs(y):s€8)

y sea Z = f[Y] como subespacio del producto [[ .4 Xs. Entonces
la imagen de cada elemento de 7 es un subconjunto abierto.

ses

Sea A un conjunto infinito y { X, : @ € A} una familia de espacios topolégicos
tales que cada X, tiene mds de un punto. Para cada x € [],c4 Xao se
puede encontrar una sucesién (z, : n € w) de elementos de [[,c 4 Xo que
converja a x pero que no sea trivial (es decir, que no exista ng € w tal que
zn = x para toda n > ny).

Sea m : R X R — R la proyeccién en la primera coordenada.

(a) Sean X el subespacio ({0} x R) U (R x {0}) de R xR y considere
ag=m [ X. Entonces g es una funcién cerrada pero no es una
funcién abierta.

12



99

100.
101.

102.

103.

104.

105.

106.

107.

108.

(b) Sean Y el subespacio (R¥ xR)U(R x {0})deR x Ryseah =m; | Y.

Entonces h no es ni abierta ni cerrada, pero es una funcién cociente.

. El espacio 2 = [[{Xa : o € M}, donde X, = {0,1} con topologia dis-
creta y |M| = k, contiene un subespacio discreto de cardinalidad .

El espacio 2" tiene una base de cardinalidad &.

Sea X = HaeA X, donde X, es un espacio discreto finito con méas de un
punto, para cada o € A. Entonces X es homeomorfo al espacio 2" siendo
k=|A| > w.

Un espacio topoldgico X se dice que tiene la propiedad c.c.c.* si cualquier

familia de abiertos en X que no son vacios y son ajenos por pares es a
lo més numerable. Observe que todo espacio separable tiene la propiedad
c.c.c.

Si X = J],cqXs y cada espacio X, es separable, entonces X tiene la
propiedad c.c.c. (sin importar la cardinalidad de S).> Concluya que 2% es
un espacio con la propiedad c.c.c. que no es separable si kK > c.

Un espacio topoldgico X tiene la propiedad c.c.c. siy sélo si no hay suce-
siones de conjuntos abiertos (U, : a < w) tal que U, es un subconjunto
propio de Ug, siempre que o < 3.

En el espacio 2“1, que tiene la propiedad c.c.c., existe una sucesién de
conjuntos abiertos (U, : a < wq) tal que U, es un subconjunto propio de
Ug, siempre que a < f3.

Defina una relacién de equivalencia ~ sobre R? haciendo:
(z,y) =~ (u,v) siysélosiz+y?=u+0v2

Sea D la coleccion de clases de equivalencia con la topologia cociente 7p.
El espacio (D, p) es homeomorfo a un espacio familiar. ;Cudl es?

Si una composicion de funciones continuas f o g es una funcién cociente,
entonces f también es una funcién cociente.

Si para una funcién continua f : X — Y existe un conjunto A C X tal
que f[A] =Y y la restricciéon f [ A: A — Y es una funcién cociente,
entonces f es una funcién cociente.

4Condicién de la Cadena Contable

5Recuerde que por el Teorema de Hewitt-Marczewski-Pondiczery, si la cardinalidad de S es
mas que ¢, entonces X no es separable. La propiedad c.c.c. es curiosa respecto a los productos;
se puede establecer que si el producto de cualesquiera dos espacios con la propiedad c.c.c. es
un espacio con la propiedad c.c.c., entonces cualquier producto de espacios c.c.c. es también
un espacio c.c.c. Sin embargo, es independiente de ZFC si el producto de dos espacios c.c.c.
es un espacio c.c.c. (por ejemplo, es cierto bajo el Axioma de Martin y es falso si existen
lineas de Souslin.)
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109.

110.

111.

112.

113.

114.

115.

Sea ¢ : X — Y una funcién cociente. Si X es localmente conexo, entonces
Y es localmente conexo.

Para una relacién de equivalencia E sobre un espacio X las siguientes
afirmaciones son equivalentes:®

(a) La proyeccién natural 7 : X — X/F es cerrada (abierta).

(b) Para cualquier subconjunto cerrado A de X, la unién de todas las
clases de equivalencia que intersectan a A es un cerrado (abierto) de
X.

(c¢) Para cualquier conjunto abierto (cerrado) U de X la unién de todos
las clases de equivalencia que estdan contenidas en U es un abierto
(cerrado) en X.

Sean X un espacio secuencial y ¢ : X — Y una funcién cociente sobre un
espacio Y. Entonces Y es un espacio secuencial.

Sean L = R\{0} y M = {0} U{l/i:ieN}. Sea Y = (L x{0}) U
(M x {1}) con su topologfa usual como subconjunto de R%. Seaq:Y — X
la proyeccién en la primera coordenada, siendo X = {0} U L. Considere a
X con la topologia cociente inducida por g. Sea A =X \ M.

(a) Entonces aunque X es un espacio secuencial se tiene que 0 € A pero
no hay una sucesién de términos en A que converja a 0.

(b) Sea Z = AU{0}. Entonces Z como subespacio de X no es secuencial.

(Franklin) Si f es una funcién cociente de un espacio métrico X sobre
un espacio Y, entonces Y es un espacio secuencial. Reciprocamente, si Y’
es un espacio secuencial, entonces para algin espacio métrico X hay una
funcién cociente f: X — Y.

Una funcién cociente f : X — Y es cerrada (abierta) si y sélo si el conjunto
F7L[f[A]] es cerrado (abierto) para todo cerrado (abierto) A C X.

Sea D una descomposicién (particién) de un espacio X. Recuerde que
un subconjunto U de X se dice saturado (respecto de D) si siempre que
DNU # § implica D C U, para cada D € D. También, una descomposién
D se llama semicontinua superiormente si para cada D € Dy cada abierto
U C X que contiene a D, existe un abierto saturado V' C X tal que
DCVCU.

Demuestre que la proyeccién natural p : X — D es cerrada si y sélo si D
es semicontinua superiormente. Aqui se supone que D tiene la topologia
cociente.

6X/E es una notacién usual para denotar al conjunto cociente; es decir, al conjunto de
clases de E-equivalencia.
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116.

117.

118.

119.

120.

121.

122.

123.
124.

125.

126.

Si A C X, una retraccion de X sobre A es una funcién continuar : X — A
tal que r (a) = a para cada a € A. Cada retraccién es una funcién cociente.

Sea {Xa},c; una familia no vacfa de espacios y para cada o € J sea
Pa @ Xqg — Y una funcién, donde Y es un conjunto no vacio.

(a) Hay una tinica topologia mds fina 7 sobre Y relativa a la cual cada
P €s continua.
(b) Una funcién f:Y — Z es continua relativa a 7 si y sélo si f op, es

continua para cada o € J.

Sea (X, 7) un espacio topoldgico con |7| < Ng. Entonces X contiene un
subespacio conexo que es a la vez abierto y cerrado.

.Son conexos los siguientes subespacios de R2?

(@) X ={(z,9):y=0}u{(z,y) ;2 >0& y =1},
(b) YV ={(z,y) ;2 =0}U{(w,p) iz #0 & y=sin(3)}.
Sean T y 7' dos topologias sobre X # ) tales que 7 C 7/. {Qué implica-

ciones se pueden verificar respecto a la conexidad de X con respecto a las
dos topologias?

Si {A,, :n € w} es una familia de subconjuntos conexos de X tales que
A, N Apyq # 0 para cada n € w. jQué se puede decir de la conexidad de

UnEw A”?

;Es cierto que si X es conexo entonces para cualquier subconjunto propio
y no vacio A se tiene que 0A # (07 ;Qué se puede decir del reciproco?

;Puede S ser homeomorfo a algiin subespacio de R?

Sea X la figura de 8 con su topologia usual.

(a) (Existe una topologia 7 contenida en la topologia usual de R de modo
que con esta topologia R sea homeomorfo a X7

(b) ¢{Existe una topologia 7 contenida en la topologia usual de R de modo
que algun cociente de esa topologia sea homeomorfo a X7

Dotese al conjunto de los ntimeros reales de una topologia Hausdorff menos
fina que la usual, y de otra més fina que la usual, de tal forma que en ambos
casos R siga siendo conexo.

Considere a R con la topologia de la caja. Para responder sobre la conexi-
dad de este espacio analice el conjunto de todas las sucesiones acotadas
de nimeros reales.
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127.

128.

129.

130.
131.

132.

133.

134.

135.

136.

137.

138.

139.

Si X y Y son espacios conexos, A C X y B CY son subconjuntos propios,
entonces X x Y \ (A x B) es también un espacio conexo. (Es vélido el
resultado andlogo para conexidad por trayectorias?

Sea X un espacio conexo y C' C X un cerrado y conexo. Supdngase que
X\C =V UW, siendo V y W ajenos, no vacios, conexos y abiertos en
X \ C. Demostrar que C' UV es un conexo cerrado.

Demuestre el teorema del valor intermedio: si f : [a,b] — R es una funcién
continuay f (a) < f (), entonces para todo § € R tal que f (a) < £ < f (b)
existe = € [a,b] tal que f (z) =¢&.

Todo espacio ordenado, separable y conexo tiene una base numerable.

Sea (X, d) un espacio métrico conexo. Entonces para todo a,b € X y todo
€ > 0 existen xg,x1, ...ZTn, para alguna n € N tales que zo = a, x, = b
y d(x;,x;i41) < € para toda i < n.

i Seré cierto que el hecho que todo intervalo en R es un conjunto conexo
implica el Axioma del Supremo?

;Cémo seran las componentes conexas de un espacio: abiertas, cerradas,
etc.? ;Qué pasa si ademds agregamos que el espacio es localmente conexo?

Sea L = [0,1) x wy con la topologia del orden lexicogréfico. Este espacio
se conoce como la Ilinea larga. ;Qué se puede decir sobre la conexidad y
la conexidad por trayectorias de L? ;Puede encajarse L en R?

;Existird un subconjunto de R? que sea conexo por trayectorias pero que
no sea localmente conexo en ninguno de sus puntos?

Sea X un espacio Ty y sea B una base para la topologia de X. Entonces
| X| < 218l

(a) Un espacio conexo y no indiscreto con dos puntos es un espacio Tp.

(b) Considere la familia {E, : « € A}, |A| = &, cada E, es un espacio
conexo de dos puntos y no indiscreto. Sea E* = [, .4 Eo. Entonces
X es un espacio Ty con una base de cardinalidad a lo més k si y sélo
si X es homeomorfo a un subespacio de E*.

En un espacio X que es T4, cualquier vecindad de un punto limite (es decir,
de A\ A) de un conjunto A contiene infinitos puntos de A. También, el
conjunto de todos los puntos limite de A es un conjunto cerrado.

Sea R/Q el espacio cociente que resulta al identificar los racionales en
un solo punto. R se considera con la topologia usual. ;Qué axiomas de
separacién satisface R/Q?
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140.

141.

142.
143.

144.

145.

146.

147.

148.

149.
150.

151.
152.
153.

154.

Existe un espacio Z con tres puntos y tres abiertos de modo que para
cualquier espacio X existe un cardinal £ y un subespacio de Z" que es
homeomorfo a X. Se puede decir coloquialmente que con tres puntos y
tres abiertos basta.

Sea f : X — Y una funcién continua, donde Y es un espacio Hausdorff.
Entonces

{{z,y) e X xY :y=f(2)}
es un subconjunto cerrado de X x Y.

Cualquier retracto de un espacio Hausdorff es cerrado.

Un espacio X es un espacio de Hausdorff si y sélo si A = {{z,z) : z € X}
es cerrado en X x X.

Si X es un espacio Hausdorff y D es un subconjunto denso de X, entonces
D]
|X| <227,

Sea (X, 7) un espacio toplégico Hausdorff. ;Puede tenerse entonces que
|7'| = NO?

Si X es un espacio Hausdorff y £ es una familia de subespacios de X,
entonces Y = (€ con la topologia inducida por X es homeomorfo a un
subespacio cerrado del producto [[{U : U € £}.

Sea X un espacio T3 y sea D una particiéon de X consistente de conjuntos
cerrados. Entonces el espacio cociente X/D es un espacio 1.

Sea K = {1:neN} y sea X el conjunto R con la topologfa gene-

n
rada tomando como abiertos basicos a los siguientes: Cualquier intervalo

abierto (a,b) y cualquier conjunto de la forma (a,b) \ K. Entonces X con
esa topologia es un espacio Hausdorff que no es regular.

;Debe ser normal un espacio 17 con exactamente un punto no aislado?

Si X es un espacio Hausdorff y el conjunto de puntos que no son aislados
es finito. ;jSerd X normal?

Cierto o falso: cualquier espacio Hausdorff y numerable es normal.
Cierto o falso: cualquier espacio regular y numerable es normal.

Un subconjunto cerrado B de un espacio normal X es un conjunto Gy si
y sélo si existe una funcién continua f : X — R tal que

B={rxe X: f(z)=0}.

Un espacio regular X con una base numerable es un espacio perfectamente
normal (es decir, es un espacio normal y todo cerrado es un conjunto G's).”

"Los espacios perfectamente normales también se les conoce como espacios Tg.
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155.

156.

157.

158.

159.

160.

161.

162.
163.

164.
165.

Un espacio X que es un espacio T; es también un espacio completamente
regular si y solo si existe una base B para la topologia de X que satisface
las siguientes condiciones:
(a) Para todo z € X y para todo U € B que contiene a z existe V € B
talquez ¢ VyUuV =X.
(b) Para todo U,V € B que satisfacen U UV = X, existen Uy, V) € B
tales que X \V C Uy, X\U C Vo y Uy NV =0.

Un espacio X es completamente (o hereditariamente) normal si cualquier
subespacio es normal. Un espacio 77 X es completamente normal si y
s6lo si para cualquier par de conjuntos A, B C X tales que ANB =0y
AN B =10 (es decir, que estan separados), existen vecindades abiertas de
ellos que son ajenas.

Un espacio perfectamente normal es un espacio hereditariamente normal.

Si un producto X x Y de espacios X y Y es hereditariamente normal,
entonces o bien Y es perfectamente normal o cada subespacio numerable
de X es cerrado.

Sean X un espacio normal y F© C X que es cerrado. Entonces cualquier
funcién continua f : F' — [0,1]" puede ser continuamente extendida a X.

Un espacio X que es T} es un espacio normal si y sélo si para cualquier
cubierta abierta {Up, Uy, ...,U,} existe una cubierta abierta

{Vo,Vi,..., Vi }
tal que para cada i < n se tiene que V; C Uj.

Si X es un espacio 717 que es la unién finita de una familia de subespacios
cerrados y normales, entonces X es normal.

Todo conjunto F,, de un espacio normal es un subespacio normal.

Sean Xg C X; C--- C X,, C --- una sucesién de espacios, donde cada X,
es un subespacio cerrado de X, 1. Sea X = ., Xn. Supdngase que
U C X se define como abierto si y sélo si U N X,, es abierto en X,, para
cada n € w. La topologia asi obtenida se llama la topologia coherente de
X con los subespacios X,,.

(a) Si X tiene la topologia coherente con una sucesién de espacios Xo C
X C---C X, C---, entonces cada X,, es un subespacio de X.

(b) Si cada subespacio X,, es normal, entonces X mismo es normal.

Si J es no numerable entonces R’ no es un espacio normal.

Existen un espacio normal X, un espacio 77 que no es Hausdorff Y y una
funcién continua, abierta y sobreyectiva f : X — Y. ;Cuédles son?
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166.

167.

168.

169.

170.

171.

172.

173.

174.

175.

176.

177.

Si X es cero dimensional y cada conjunto Gy es abierto, entonces todo
subespacio de tamano Ny es normal.

Sean 19 y 71 dos topologias sobre X. Si X es Hausdorff y compacto con
ambas topologias, entonces o bien 79 = 7 0 ellas no son comparables.

Un espacio topoldgico X se llama localmente numerable si cada uno de sus
puntos tiene una vecindad (abierta) numerable. Demuestre que un espacio
regular y localmente numerable es un espacio completamente regular y
totalmente disconexo (de hecho, cero dimensional).

Todo subconjunto compacto de un espacio métrico es acotado con esa
métrica y es también cerrado. Encuentre un espacio métrico en el cual no
todo subconjunto cerrado y acotado es compacto.

Considere el espacio producto X X Y donde Y es compacto. Si N es un
conjunto abierto de X x Y tal que {zo} x Y C N, para algin zy € X,
entonces existe una vecindad W de zo tal que N D W x Y.

Sea f: X — Y, siendo Y compacto y Hausdorff. Entonces f es continua
siy sélo si la grafica de f,

Gy ={{z,f(z)):z € X},
es un subconjunto cerrado de X x Y.

Sea p una funcién continua suprayectiva y cerrada de X en Y tal que
p1({y}) es compacto para cada y de Y. Pruebe que si Y es compacto,
entonces X es compacto.

Si dos espacios compactos de Hausdorff son equipotentes y tienen precisa-
mente un punto no aislado, entonces ellos son homeomorfos.

Un espacio Hausdorff X es compacto si y sélo si todo subconjunto infinito
tiene un punto de acumulacién completo. Recuerde que z € X es punto
de acumulacién completo de A C X si |A| = |AN V| para cada vecindad
V de z.

Sea X un espacio compacto y Hausdorff. Sea A una familia de subcon-
juntos cerrados y conexos de X la cual estd linealmente ordenada por la
inclusién. Entonces Y =[).A es conexo y no vacio.

Si X es Hausdorff y compacto, K C X es cerrado y p € X \ K, entonces
existen A y B que son cerrados G5 en X tales que p € A, K C By
ANB=0.

Se dice que un espacio X tiene estrechez numerable si siempre que A C X
y z € A existe B C A numerable y tal que x € B.

(a) Si X es un espacio secuencial, entonces X tiene estrechez numerable.
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178.

179.

180.

181.

182.
183.
184.
185.

186.

(b) Hay espcios con estrechez numerable que no son secuenciales.

(¢c) Si X esun espacio linealmente ordenado y tiene estrechez numerable,
entonces X es un espacio primero numerable.

Sean X un espacio Hausdorff y Y un espacio regular, f : X — Y una
funcién. Sea A C X definido por: a € A siy sélo si lim,_., f(z) existe
pero es diferente a f(a). Definase ¢ : X — Y por

_f lim,, f(2), sizeA
w(m)_{f(m), size X\ A

Demuestre que:

(a) ® es continua en A,
(b) ¢ es continua en todo punto en el que f es continua,

(c) si Y es un espacio métrico y A, = {z € A : d(f(z),p(x)) = L},
entonces A,, es discreto.

(d) siY es un espacio métrico y segundo numerable, entonces A es a lo
mas numerable.

Sea Cp, (I,1I) el conjunto de funciones continuas del intervalo I = [0,1]
hacia si mismo con la topologia de la convergencia puntual, entonces

(a) Cp, (I,I) no es primero numerable,

(b) Cp(I,I) es denso en el producto de ¢ copias del intervalo [0, 1],

(c) todo punto de C,, (I,I) es un conjunto de tipo Gs.
(Lema de Alexander) Si un espacio tiene una subbase S tal que cualquier

cubierta de X por elementos de S tiene una subcubierta finita, entonces
X es compacto.

El conjunto ternario de Cantor es el que se obtiene de la construccion
clasica removiendo el intervalo de enmedio de una sucesiéon de interva-
los cuyas longitudes tienden a cero. El conjunto ternario de Cantor es
homeomorfo a 2“ con la topologia producto.

El subespacio de los nimeros irracionales es homeomorfo a w®.

2 . . o . .
[0,1]" es imagen continua de [0, 1] asimismo R™ es imagen continua de R.
. Es R¥, con la topologia producto, imagen continua de R?

Cualquier cubo de Tychonoff [0, 1]" es la imagen continua de un conjunto
generalizado de Cantor 2*.

Sean X un espacio topolégico de Hausdorff y f : X — R una funcién
continua tal que, para todo € > 0, existe un compacto C' C X tal que para
todo z € X \ C se verifica que f (z) > ¢.
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(a) Demuéstrese que existe un punto a € X tal que f(a) < f(z) para
todo z € X.

(b) Demuéstrese que X debe ser localmente compacto.
(c) Demuéstrese que {x € X : f(z) = f (a)} es compacto, donde a es el

punto cuya existencia se afirma antes.

187. Sean X, Y espacios topoldgicos y Ck (X,Y) el espacio de funciones con-
tinuas de X a Y con la topologia compacto abierta; es decir, la generada
por los conjuntos M (K,U) C Ck (X,Y), donde f € M (K,U) siy sblo si
fIK] CU,siendo K C X un compacto y U C Y un abierto.

(a) Sean K una familia de compactos de X que contiene una base de
vecindades en cada punto de X y B una subbase de los abiertos de
Y. Entonces
{M(K,U): KeK&UEeB}

es una subbase de la topologia compacto abierta.

(b) Sea X localmente compacto y Hausdorff. Entonces la funcién evalu-
acion
e:Cg (X,)Y)x X =Y,
dada por e(f,z) = f(x), para cada (f,z) € Ck (X,Y) x X, es

continua.

188. Use el espacio 2° para obtener un subespacio denso y numerable que no
tiene una base local numerable en ninguno de sus puntos.

189. Muestre que el conjunto {x €ly: (Yn ew) (|:En| < n%rl)} es un subcon-

junto compacto de £ con su norma usual.

190. Sean X un espacio y F' C X, defina
X (F, X) = min {|B] : B es una base de vecindades para F'} + w,
este nimero cardinal se llama el cardacter de F' en X. Defina también
Y (F,X) = min{|g| : G es una fam. de abiertos tal que F' = ﬂg} +w,
este numero cardinal se llama el pseudocaréicter de F' en X.

(a) Si f:X — Y es un homeomorfismo y F' C X, entonces x (F, X) =
X (fIFLY) y & (F,X) =9 (f[F].Y).

(b) Existen espacios X tales que para cada x € X se tiene que
¥ ({z}, X) <x({z},X).

(¢) Si X esun espacio compacto, entonces ¢ (F, X) = x (F, X) para cada
FCX.
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Si X es un espacio compacto y existe una familia N de subconjuntos de
X (no necesariamente abiertos) tal que para cada abierto U y cada punto
x € U existe N € N tal que x € N C U, entonces X tiene una base B tal
que |B| < |N].

Un espacio linealmente ordenado que es secuencial es un espacio primero
numerable.

(Doble circulo de Alexandroff) Los puntos de X son los puntos de dos
circunferencias concéntricas Sy (la interior) y Sy (la exterior). Una vecin-
dad abierta de un punto x € Sy es la unién de un intervalo en Sy que con-
tiene a este punto y la proyeccién de este intervalo sobre S; a excepcién
de la proyeccién del punto z. Todos los puntos de S; son declarados
aislados. Entonces X es un espacio Hausdorff compacto sin una base nu-
merable pero tiene una base numerable en cada uno de sus puntos y es la
union de dos de sus subespacios metrizables.

(El espacio de Kelly) Sea X el conjunto de todas las funciones no de-
crecientes del intervalo [0,1] en si mismo. Considere en X la topologia
de la convergencia puntual. Entonces X no es metrizable, es separable,
compacto y primero numerable.

(Espacio dos estrellas de Alexandroff) Considere Xy = [0,1) x {0} y X1 =
(0,1] x {1}. Sea X = X, U X; con la topologia generada tomando como
base de abiertos los conjuntos de la forma

Wi =la,b) x {0} U (a,b) x {1} y Wy =(a,b) x {0} U (a,b] x {1}.
Entonces X tiene las siguientes propiedades:

(a) X es Hausdorfl,
(b) X es compacto,

(¢) X admite una funcién perfecta (i.e. sobreyectiva, cerrada y con fibras
compactas) sobre un segmento de la linea real,

(d) X es hereditariamene Lindelof,
) X es perfectamente normal,

(e
(f) X es primero numerable,
(g) X es separable,

(h) X no tiene base numerable,

(i) X no es metrizable,

(j) cualquier subespacio metrizable de X es a lo mé&s numerable,
(k) X x X no es completamente normal.

;(Si X y Y son hereditariamente separables, es X x Y hereditariamente
separable?
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204.

Sea 7 la topologia generada sobre R por intervalos de la forma [a, b), donde
a € QybeR. Dendtese por Y al espacio resultante.

(a) (Es Y2 un espacio de Lindel6f?

(b) (Existe una funcién continua y sobreyectiva f : ¥ — N? Aqui N
tiene su topologia usual; es decir, discreta.

(c) ;Existe una funcién continua y sobreyectiva f : Y — R si R tiene la
topologia discreta?

Un espacio Hausdorff se llama numerablemente compacto si cualquier cu-
bierta abierta numerable tiene una subcubierta finita.

Todo espacio compacto es numerablemente compacto; pero hay espacios
numerablemente compactos que no son compactos. Uno de ellos es w; con
su topologia del orden.

Un espacio X es numerablemente compacto si y sélo si toda familia nu-
merable de conjuntos cerrados con la propiedad de la interseccién finita
tiene interseccién no vacia.

Las siguientes proposiciones son equivalentes para un espacio Hausdorft:

(a) El espacio X es numerablemente compacto.

(b) Cualquier familia localmente finita de subconjuntos no vacios es finita.

—~

¢) Cualquier familia localmente finita de subconjuntos de X consistentes
de un punto es finita.

(d) Cualquier subconjunto infinito tiene un punto de acumulacién.

(e) Todo subconjunto infinito numerable de X tiene un punto de acu-
mulacién.

Si X es numerablemente compacto y Y es compacto, entonces X x Y es
numerablemente compacto.®

Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Supéngase que para todo a,b € X
y todo € > 0 existen xg,x1, ...xT,, para alguna n € N, tales que xy = a,
Zn = by d(zi,x;41) < € para toda i < n. Entonces X es un espacio
conexo. (Ver ejercicio 131.)

Un espacio Hausdorff X es secuencialmente compacto si toda sucesion en
X tiene una subsucesiéon convergente.
Cualquier espacio secuencialmente compacto es numerablemente compacto.

Si X es primero numerable y numerablemente compacto, entonces X es
secuencialmente compacto.

8Hay ejemplos de espacios numerablemente compactos cuyo producto no es numerable-
mente compacto.
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216.

En un espacio Hausdorff secuencial y compacto, la cardinalidad de la
clausura de un subconjunto numerable no excede c.

(El Lema del nimero de Lebesgue) Sea A una cubierta abierta de un
espacio métrico (X, d). Si X es compacto, existe § > 0 tal que para cada
subconjunto de X teniendo didmetro menor que § estd contenido en un
elemento de A.

Si X es un espacio Hausdorff compacto y | X| < Ny, entonces X es primero
numerable en al menos un punto.

Si k es un cardinal, una sucesién (4 : o < k) en un espacio X se llama
sucesion libre de longitud k si para cada § < k se tiene que

{zq :a<fB}N{z, : B<a<k}=0.

Si X es un espacio compacto con estrechez numerable, entonces no tiene
una sucesién libre de longitud ws.

Supoéngase que X es un espacio Hausdorrf y que toda cubierta abierta de
X que es punto numerable es numerable. ;Es X seprable?

El producto cartesiano de una familia numerable de espacios secuencial-
mente compactos es secuencialmente compacto.

Si X es numerablemente compacto y Y es secuencialmente compacto,
entonces X X Y es numerablemente compacto.

Para un espacio métrico las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) X es compacto.
(b) X es numerablemente compacto.

(¢) X es secuencialmente compacto.

i Es cierto que si X es un espacio métrico compacto y conexo en el cual
la cerradura de cada bola abierta es la bola cerrada, entonces toda bola
abierta es conexa?

Sea G un subgrupo del grupo aditivo de R. Entonces G es denso en R si
y s6lo si no existe g € G tal que G = {ng : n € Z}.

Cierto o falso: Cualquier compacto hereditariamente separable tiene una
m-base numerable. Una m-base es una familia W de abiertos tal que
cualquier abierto no vacio del espacio contiene un elemento de W.

Tal y como se define una m-base (global) se puede definir m-bases locales:
Una m-base local para x € X es una familia G de subconjuntos abiertos de
X tales que siempre que U sea un abierto tal que z € U se tieneque U D V,
para algun V € G. Se dice que un espacio X tiene m-cardcter numerable
si cada en cada uno de sus puntos tiene una mw-base local numerable.
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Si X es compacto y no tiene m-caracter numerable, entonces X tiene una
sucesién libre de longitud wy.

Si X es secuencial y compacto, U es un conjunto no vacio que es abierto
en X, entonces existe un conjunto F' C U el cual es cerrado en X, es Gs
en Xy |F|<c.

Si X es Hausdorff, secuencial y compacto, entonces X tiene un subcon-
junto denso en el que cada punto tiene una base de vecindades cuya car-
dinalidad no excede c.

Si se supone CH, entonces cualquier espacio secuencial y compacto es
primero numerable en un conjunto denso de puntos.

Un producto topoldgico [],c; Xa es localmente compacto si y sélo si X,
es localmente compacto para todo a € I y existe un conjunto finito J C I
tal que X, es compacto para todo o € T\ J.

Cualquier subespacio localmente compacto M de un espacio Hausdorff X
es un subconjunto abierto de la clausura M en el espacio X; es decir,
puede representarse en la forma F N U donde F' es un cerrado en X y U
es un abierto en X.

Sea A un conjunto no numerable con la topologia discreta y sea X su
lindeldficacién por un punto; o sea, X = A U {oo}, los puntos de A son
aislados en X y las vecindades de oo son los subconjuntos de X que lo
contienen y tienen complemento a lo més numerable. Considere también
aY = AU {oo} con la topologia discreta.

(a) Todo subconjunto de tipo G5 de X es abierto. A los espacios con
esta propiedad se les conoce como P-espacios.

(b) Use el punto anterior para deducir que no hay sucesiones no triviales
en X que sean convergentes.

(¢) X no es secuencial.

(d) La funcién identidad de X en Y no es continua pero si es secuencial-
mente continua.

Sea (X, Tx) un espacio topolégico y Y un conjunto. Defina una topologia
7} sobre Y tomando como subbase a la familia {f (U) : U € 7x}.

(a) La funcién f de (X,7x) en (Y, 75 ) es abierta. ;Serd continua?

(b) Sean X = [—1,1] U [2,3] como subespacio de R y Y el subconjunto
de R? formado por la unién de los segmentos [—1,1] x {0} y {0} x
[—1,1]. Defina una funcién que haga corresponder linealmente [—1, 1]
con el primer segmento y [2,3] con el segundo. Sea 77 la topologia
asociada con f como se defini6 arriba. jEs f continua respecto a
estas topologias?
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(¢) (Es siempre posible tener una topologia sobre Y de modo que para
una funcién dada f : X — Y de un espacio X en el conjunto Y, esta
funcién es continua y abierta?

Un espacio completamente regular es pseudocompacto si cualquier funciéon
continua f: X — R es acotada.

(a) Encuentre un espacio pseudocompacto que no sea compacto.
(b) Cualquier espacio métrico y pseudocompacto es compacto.
Un espacio completamente regular es pseudocompacto si y sélo si toda

base de filtro que es numerable y consiste de conjuntos abiertos tiene un
punto de acumulacién.

Para un espacio métrico (X, d) son equivalentes:

(i) X es segundo numerable
(ii) X es de Lindelof
(iii) X es separable.

La imagen continua de un espacio paracompacto no necesariamente es
paracompacto.

Un espacio Hausdorff es metacompacto si cada cubierta abierta de X tiene
un refinamento que cubre X y que ademads es abierto y punto—finito.

(a) Si U es una cubierta abierta y punto-finito de X, entonces U tiene
una subcubierta irreducible V; es decir, ninguna subcoleccién propia
de V cubre X.

(b) Un espacio Hausdorff numerablemente compacto y metacompacto es
compacto.

Sea X un espacio paracompacto. Si cualquier subespacio abierto de X es
paracompacto, entonces cualquier subespacio de X es paracompacto.

Supoéngase que X es un espacio separable tal que cualquier cubierta abierta
tiene un refinamiento que es punto-numerable. Entonces X es un espacio
de Lindelof.

(a) Cualquier espacio paracompacto con un subespacio denso de Lindelof
es de Lindelof.
(b) Un espacio paracompacto y separable es de Lindel6f.

(c) Si X es Lindelof y F' es un subconjunto cerrado de X que no es de
tipo Gs y el cual estd contenido en X \ X, entonces 3X \ F no es
paracompacto.
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244.

Si X es un espacio paracompacto con la propiedad de que toda familia de
subconjuntos abiertos, no vacios y ajenos por pares es numerable; entonces
X es un espacio de Lindelof.

Sea X localmente compacto, paracompacto y Hausdorff. Muestre que
existe un subconjunto clopen no vacio y o-compacto (posiblemente X,
mismo).

Dar un compacto que no sea imagen continua de un espacio 2" para algin
K.

Si X es un espacio compacto y X x X x X es completamente normal,
entonces X debe tener una base numerable.

Un espacio separable, metrizable y cero dimensional es homeomorfo a un
subespacio de w®.

Cualquier espacio métrico y compacto es imagen continua del conjunto de
Cantor.

Demuestre que si X es un espacio métrico numerable y sin puntos aislados,
entonces X es homeomorfo a Q, los racionales con su topologia usual.

Un espacio métrico compacto es la imagen continua del conjunto de Cantor
bajo una funcién irreducible si y sélo si dicho espacio no tiene puntos
aislados. Recuerde que una funcién sobreyectiva f : X — Y se llama
irreducible si no existe F' & X cerrado tal que f [ F': F' — Y siga siendo
sobreyectiva.

Sea f : R — R una funcién cualquiera. Entonces el conjunto de puntos
donde f es continua es un conjunto Gs. Concluya que no existe una
funcién continua exactamente sobre Q. ;Hay una que sea continua en

R\ Q?

Sean X un espacio métrico, A C X, Y un espacio métrico completo y
f+ A — Y una funcién continua. Entonces existen un conjunto B que
es de tipo Gy y una funcién continua f : B — Y tales que A C By

fTA=.

;Es posible cubrir R? con las graficas de una cantidad numerable de fun-
ciones continuas o las inversas (en caso que existan) de funciones contin-
uas?

Un espacio métrico X es totalmente acotado si para todo € > 0 existe un
conjunto finito F' C X tal que X = J{B (z;¢):xz € F}.

Un espacio métrico X es compacto si y sélo es completo y totalmente
acotado.

La completacién de un espacio métrico (X, d) es un espacio compacto si y
sélo si X es totalmente acotado.
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Toda métrica sobre un espacio compacto es completa.

Un espacio métrico localmente compacto tiene una base que es localmente
numerable; es decir, cada punto tiene una vecindad la cual, como sub-
espacio de X, es segundo numerable.

Un espacio metrizable es localmente compacto y segundo numerable si
y sélo si es homeomorfo a un subespacio abierto y denso de un espacio
compacto metrizable.

Dar un ejemplo de un subespacio localmente compacto X de R cuyo com-
plemento R \ X no es localmente compacto.

Se dice que dos métricas dy y d; sobre un conjunto X son equivalentes si
ellas generan la misma topologia sobre X.

Dos métricas dy y dy sobre un conjunto X son equivalentes si y sélo si
ellas inducen las mismas sucesiones convergentes.

Un espacio X es un espacio de Baire si |J,, .., Nn tiene interior vacio para
cualquier coleccién {N,, : n € w} de conjuntos cerrados con interior vacio.
Cualquier subespacio abierto de un espacio de Baire es un espacio de Baire.

Si cada punto de X tiene una vecindad que es un espacio de Baire, entonces
X es un espacio de Baire.

SiY es un subespacio Gs de un espacio Hausdorff y compacto o un espacio
métrico completo, entonces Y es un espacio de Baire.

Todo espacio pseudocompacto es un espacio de Baire.
i Es Ry un espacio de Baire?
;Es R" un espacio de Baire? Aqui k es un cardinal infinito.

Si A es cualquier conjunto G entonces existe una funcién f: R — R que
es continua exactamente sobre A.

Sea D (k) el espacio discreto de cardinalidad x > Rg. Sea B (k) =
[D (x)]™°. Entonces lo siguiente define una métrica sobre B (k): Para
cada z,y € B (k) sea

o y):{ I%',—l’ siz#y&k=min{ncw:z(n)#ymn)}

’ 0, siz=y.
A B (k) con esta métrica se le llama el espacio de Baire de peso k. Una
sucesion (z,, : m € w) en B (k) converge a un punto z € B (k) si y sélo
si para cada i € w existe k; € w tal que para cada m > k; se tiene que
z(j) = xm (j) para cada j < 1.
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Sea d la métrica discreta sobre D (k) y sea

1
new

para cada z,y € B (k). Se sabe que o define otra métrica sobre B (k).
Entonces una sucesién (z,, : m € w) en B (k) converge a un punto x €
B (k) siy sélo si para cada i € w existe k; € w tal que para cada m > k;
se tiene que z (j) = x, (j) para cada j < i; es decir, la misma condicién
del ejercicio anterior. Concluya que o y ¢ son métricas equivalentes sobre
B (k).

El espacio de Baire B (w) es un espacio métrico completo que es homeo-
morfo al subespacio de los nimeros irracionales de R.

Si X,Y son espacios métricos y f : X — Y es una funcién continua
que transforma sucesiones de Cauchy en sucesiones de Cauchy. ;Es f
uniformemente continua?

Si X es un espacio métrico en el que para toda pareja de abiertos ajenos
U y V se tiene que las cerraduras de U y V son ajenas; entonces X es
discreto.

Para toda cubierta finita F formada por conjuntos cerrados de un espacio
métrico compacto X hay un ntimero § > 0 tal que para cada A C X
que tiene didmetro a lo mds 4§, la familia {F € F : N A # ()} tiene inter-
seccién no vacia.

Una isometria de un espacio métrico compacto X en si mismo es sobreyec-
tiva. ;Es la misma afirmacién cierta para un espacio métrico completo?

Si (X,d) es un espacio métrico y compacto y f : X — X una funcién
sobreyectiva tal que d(f (z), f(y)) < d(x,y) para cada par z,y € X,
entonces f es una isometria.

Salvo homeomorfismo, el conjunto de Cantor es el Unico espacio cero di-
mensional, metrizable, compacto y sin puntos aislados.

El espacio X del ejercicio 53 es la compactacién por un punto del espacio

U(A).

Sea X un espacio metrizable y localmente compacto. Demuestre que
A(X), la compactacién por un punto de X, es metrizable si y sélo si
X es separable.

. Es el conjunto de Cantor una compactacién de los racionales?

Un par de subconjuntos A y B de un espacio X estdn completamente
separados si existe una funcién continua f : X — R tal que f[A4] C {0} v

fiBlc{1}.
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Todo par de subconjuntos completamente separados de un espacio Ty-
chonoff tienen clausuras ajenas en su compactacién de Cech-Stone.

Todo par de conjuntos cerrados de un espacio normal X tienen clausuras
ajenas en 3X.

Si un subespacio M de un espacio de Tychonoff X tiene la propiedad de
que cualquier funcién continua f : M — [0, 1] es continuamente extendible
sobre X, entonces la clausura M de M en 3X es una compactacién equi-
valente a M.

Para cualquier espacio de Tychonoff X y cualquier T tal que X C T C X
se tiene que BT = BX.

Sea X un espacio de Tychonoff y supéngase que X es un subespacio abierto
de 68X y que los puntos de X son de tipo Gs. Demuestre que X debe
ser primero numerable.

Todo conjunto cerrado e infinito F' C Sw contiene un subespacio homeo-
morfo a Sw; en particular, F' tienen cardinalidad 2°¢.

El espacio Sw no tiene subespacios homeomorfos a A (w); es decir, en Sw
no hay sucesiones convergentes no triviales.

La compactacion por un punto de un espacio métrico localmente compacto
también es un espacio metrizable si y sélo si X es segundo numerable.

Dadas dos compactaciones Ky y K de un espacio X se dice que Ky < K3
si existe una funcién continua y sobreyectiva f : K1 — K tal que f | X es
la identidad en X. Esta relacién < define un orden en cualquier conjunto
de compactaciones de un espacio Tychonoff X. Ademds, para cualquier
compactacion K de X se tiene que K < gX.

A (k) es la compactacién por un punto del espacio discreto de cardinalidad
k, D (k) y asimismo A (k) x {0,1,...n — 1} una compactacién de D (x),
para todo n € w.

Demuestre que el conjunto de Cantor es una compactacién de los irra-
cionales.

El doble circulo de Alexandroff es una compactacién del espacio discreto
D (¢) y esta compactacién es incomparable (en el orden < definido entre
compactaciones) a la compactacién A (c) x A (c).

Todo espacio de Tychonoff X tiene una compactacién Y tal que w(X) =
w(Y). Recuerde que

w(X) = min{|A| : B es una base para la topologia de X}.
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Sea Y una compactacién de X y sea g : Y — [0, 1]C(Y’[O’1D definida por
gly) = {(f(y) : f € C(Y,]0,1])). Entonces g[Y] es una compactacién de X
equivalente a Y.

Existe una funcién continua f : D (¢) — [0,1] la cual no es continuamente
extendible a las compactaciones de D (c) del ejercicio anterior.

La funcién f : wxw — [0, 1] definida por f (m,n) = gy bara (m,n) €
w X w no es continuamente extendible a fw X fw; deduzca que fw X fw
no es la compactacion de Cech-Stone de w X w.

Para todo espacio Hausdorff, compacto y separable X, el producto carte-
siano X X (w7 + 1) es la compactacién de Cech-Stone de X X wy.

Si X es subespacio de Y, denotemos por C(Y|X, Z) al conjunto de todas
las restricciones a X de funciones continuas de Y al espacio Z.

Sean Yy y Y7 dos compactaciones de X. Entonces Yy < Yj si y sélo si
C(Yo|X,[0,1]) C C(Y1]X,]0,1]). (Ver problema 277.)

Para cualquier compactacién Y de un espacio X se tiene que |Y| < 22‘D|,
donde D es cualquier subespacio denso de X. Existe un conjunto £* (X)
tal que para cualquier compactacién de X se tiene que K* (X) contiene
un espacio homeomorfo a tal compactacion.

Si en la familia £* (X) de las compactaciones de un espacio Tychonoff
no compacto X existe un espacio Y que es el minimo en el orden < de
las compactaciones de X, entonces X es localmente compacto y Y es
homeomorfo a la compactacién de Alexandroff A (X) de X.

Supdngase que X es un espacio regular y Lindel6f. Entonces ningin sub-
conjunto numerable e infinito del espacio SX \ X es cerrado en 8X.

Sea X un espacio completamente regular y sea K una compactacién de
X. Sea R el conjunto de todos los puntos de X en los cuales X no es
localmente compacto. Entonces R =cl (K \ X)\ (K\ X).

;Cierto o falso: todo espacio paracompacto con una base c-ajena es
metrizable?

; Cierto o falso: todo espacio perfectamente normal con una base o-ajena
es metrizable?

;Cierto o falso: todo espacio regular y Lindel6f con una base punto nu-
merable es metrizable?

Si un espacio paracompacto es localmente metrizable, entonces es metri-
zable.

Un espacio paracompacto, localmente metrizable por una métrica com-
pleta, es metrizable por una métrica completa.
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Un espacio métrico es metrizable por una métrica completa si y sélo si es
Cech-completo; id est, es un Gs en una (y de hecho en toda) compactacién
de X.

Un producto numerable de espacios Cech-completos es un espacio Cech-
completo.

Cualquier subespacio G5 de un espacio Cech-completo es también un es-
pacio Cech-completo.

Un espacio localmente metrizable, localmente compacto, Hausdorff y dé-
bilmente paracompacto es metrizable. Un espacio es débilmente paracom-
pacto (también llamado metacompacto) si toda cubierta abierta tiene un
refinamiento punto finito.

;Es todo espacio metrizable localmente compacto representable como la
unién de una familia de subconjuntos clopen de X, cada uno de los cuales
es la unién de una familia numerable de compactos?

Dar un ejemplo de un espacio normal y separable que no sea paracompacto.

;Existe un espacio numerable y paracompacto que no es primero numera-
ble en alguno de sus puntos?

La paracompacidad es hereditaria con respecto a conjuntos F.

Un espacio paracompacto y perfectamente normal es hereditariamente
paracompacto.

Si un espacio X es hereditariamente paracompacto y tiene celularidad
numerable, entonces X es un espacio Lindelof.

;Es perfectamente normal un espacio compacto el cual todos sus sub-
espacios son paracompactos?

;Es perfectamente normal un espacio hereditariamente paracompacto y
primero numerable?

Sea X un espacio metrizable con una base de cardinalidad k > Ng. En-
tonces existe una funcién perfecta f : B (k) — X, donde B (k) es el espacio
de Baire de peso k. Recuerde que una funcién es perfecta si es continua,
cerrada, sobreyectiva y tiene fibras compactas.

Cualquier espacio metrizable tiene una compactaciéon primero numerable.

Un espacio T1 X es metrizable si y sélo si existe una familia de cubiertas
abiertas {U,, : n € w} tales que para cualquier punto p € X y cualquier
vecindad Ude p, existe una vecindad V' de p tal que U{W € U,, : WNV #
§} C U para alguna n € w.
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