Ejercicios 3
Topologia Marzo - Agosto, 2007.

. Sea X el espacio de Sierpiniski (ver Ejercicios 1) y sea 2 el espacio discreto
{0,1}. Muestre que si f es la funcién identidad f : X — 2, enotnces f no
es continua pero que f~! sf lo es.

. Sea X un conjunto parcialmente ordenado por <. Defina U C X es abierto
si y sblo si U satisface la siguiente condicién: x €e U & y < x =y € U.
Verifique que esto define una topologia y que f : X — X es continua si y
sblo si f preserva el orden.

. Si X y Y son espacios topolégicos y f : X — Y es una funcién entonces
f es continua si y sélo si 0 (f’l [B]) C f~1[0B] para cada B CY.

. Sea f: X — Y una funcién continua. Si B es un conjunto de tipo G (o
de tipo F,), entonces f~![B] es del mismo tipo.

. Si X y Y son espacios topolégicos y f : X — Y es una funcién entonces
decimos que la funcién f es abierta si para cada conjunto abierto U C X
se tiene que f [U] es un subconjunto abierto de Y. Andlogamente se define
funcién cerrada. Dar ejemplos de los siguientes tipos de funciones:

una funcién continua que no es una funcién abierta,

una funcién continua que no es una funcién cerrada,

una funcién abierta que no sea continua,

una funcién cerrada que no sea continua,

una funcién continua y abierta pero no un homeomorfismo,

una funcién continua y abierta pero no cerrada.

. Si X y Y son espacios topolégicos y f: X — Y es una funcién entonces

f es una funcién cerrada y continua si y sélo si f m = f[A] para todo
ACX.

. Si X y Y son espacios topoldgicos y f : X — Y es una funcién biyectiva
entonces los siguientes son equivalentes:

a) f es un homeomorfismo.

(a)

(b)

(c) f es continua y cerrada.

(d) f[A] = f[A] para todo A C X.

f es continua y abierta.

. Sipes un polinomio entonces p : R — R es una funcién continua y cerrada.

. Si f : R— R es una funcién biyectiva y continua, entonces f es una
funcién abierta.
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Seap: X — Y una funcién que es abierta y es cerrada. Sea ¢ : X — [0, 1]
una funcién continua y para cada y € Y sea

?(y) =sup (¢ [P~ Wl])-
Entonces » : Y — [0,1] es una funcién continua.

Cualqueir espacio discreto y numerable es imagen continua de la recta de
Sorgenfrey Ry; pero ningin espacio discreto y no numerable lo puede ser.

Sea X un espacio discreto y sea A (X) el espacio que se definié en la clase
del dia jueves 29 de marzo. Si un espacio Y es imagen continua de A (X)
bajo una funcién cerrada, entonces Y es homeomorfo a A (Z), donde Z es
un espacio discreto con |Z| < | X]|.

Sea X un espacio discreto. Una funcién continua y sobreyectiva f :
A(X) — Y es cerrada si y sélo si para cada par de puntos yo,y1 € Y
existen abiertos Uy, U; CY tales que y; € U;, i € 2, y UgNU; = 0.



