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PREFACIO

Este libro comprende material suficiente para un primer curso de calculo
diferencial e integral de dos semestres de duracién.

Del titulo se desprende que el libro va dirigido a estudiantes de nivel su-
perior, pues damos por supuesto que el material basico para estudiantes de
ciencias exactas se ha cubierto por completo.

Este texto es también adecuado para estudiantes de ciencias de la ingenieria
si, a juicio del profesor de la asignatura, se suprimen algunas demostraciones
de teoremas de los cuales s6lo interese su aplicacion,

La experiencia demuestra que para afianzar los conocimientos tedricos
adquiridos es necesaria la resolucion de ejercicios. Por ese motivo, el lector
encontrara en esta obra una cantidad apreciable de ellos, ademas de suge-
rencias sobre la solucién de muchos.

El material de cada capitulo va precedido por una pequefia biografia de
un precursor del calculo y por la descripcion de algunos acontecimientos
culturales de su época que hayan podido influir en él. Lo primero se hizo
para apreciar la profundidad del pensamiento del personaje, y lo segundo, para
situarlo en la época correspondiente.

A fin de no confundir las ideas y conceptos del célculo, y no alargar de-
masiado el texto, no incluimos algunos resultados de geometria analitica ni de
algebra. Aunque, en caso necesario, el lector siempre podra consultar algunas
de las obras incluidas en la bibliografia.

Por iltimo, queremos agradecer a varios profesores sus sugerencias y co-
mentarios acerca del manuscrito; en especial, al doctor Alberto Barajas Celis
por sus atinadas indicaciones sobre las biografias. Agradecemos también a
Addison-Wesley Iberoamericana, en particular a nuestros amigos Juan José
Fernandez Gaos y Laura Milena Valencia Escobar, por su paciencia y apoyo
editorial para la presentacion de este libro.

Ciudad Universitaria, UNAM
Hugo ARIZMENDI PEIMBERT
Angel M. CARRILLO HOYO
Miguel LARA APARICIO
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Arquimedes
(287 a 212 a.C.)

La grandeza del pensamiento cientifico de Arquimedes ha dominado el panorama de
la ciencia durante varios siglos y trasciende hasta nuestros dias.

Hijo del astréonomo Fidias, nacié en Siracusa y vivio las postrimerias del imperio
helénico. Se educo en Alejandria, en ese tiempo centro universal del conocimiento.

Su obra se conoce por los escritos que a la fecha han podido rescatarse y las
referencias a ella hechas por contempordneos suyos. Mantuvo correspondencia con
algunos maestros de Alejandria, como Conon de Samos, Dositeo de Pelusa y
Eratostenes de Cirene.

No se conoce el método sequido por Arquimedes para llegar a sus sorprendentes
resultados matemdticos; sélo se sabe, gracias a un escrito llamado Sobre teoremas
mecanicos: el método, que dedicé a Eratostenes, que para atacar sus problemas se
valia de cualquier cosa util. Este método significé un claro avance respecto a la
limitacion que el pensamiento filosdfico de Platén imponia a los matemdticos de la
época, al permitir solo la utilizacion de la regla y del compds en la solucion de
problemas geométricos.

Como si lo anterior fuera poco, se adelanto 2000 afios a Newton y Leibniz e
inventé el calculo integral; mds aun, en uno de sus problemas se vislumbra el
descubrimiento del cdlculo diferencial. Calculé dreas de figuras planas y voltumenes
acotados por superficies curvas; encontré que la razon entre la circunferencia y el
diametro de un circulo es igual a una constante que llamé n, cuyo valor estimé entre
3Ly 319, Proporciono métodos para calcular raices cuadradas; inventé un sistema de
numeracion mediante el cual podian representarse numeros tan grandes como se
deseara (recuérdense las deficiencias del método griego para representar numeros ).
En mecdnica, descubrié las leyes de las palancas; calcul6 las dreas y los centros de
gravedad de superficies planas y de sélidos de diversas formas; creé la ciencia de la
hidrostatica y la utilizé para encontrar las posiciones de reposo y de equilibrio de
distintos cuerpos flotantes. ’

La figura de Arquimedes se vio acompafiada de leyendas y anécdotas. He
aqui algunas:

Al pedirle el rev Hierén que confirmara su sospecha de que un joyero habia
adulterado la corona de oro puro a él encomendada, Arquimedes encontré un princi-
pio importante de la hidrostdtica. Durante algun tiempo el sabio buscd, sin éxito, la
solucion al problema, hasta que un dia, al tomar un bafio de tina, observé que el agua
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se desbordaba; entonces se le ocurrié que la cantidad de agua salida de la bafiera
correspondia al volumen de la parte de su cuerpo dentro de la tina. En consecuencia,
si sumergta la corona en el agua podria saber, por su cambio de nivel, el volumen de la
corona, pudiendo asi compararla con el volumen desplazado por un mismo peso de
oro. Si los dos voliimenes eran iguales, la corona estaria elaborada con oro puro; si
la corona contenia una mezcla de plata o algtin otro metal, el volumen desplazado seria
diferente. A continuacion, recorrié, desnudo por supuesto, las calles de Siracusa,
gritando: «;Eureka, eureka!» (;Lo encontré!)

Durante la segunda guerra punica disefié, para su amigo Hieron, artefactos bélicos
que obligaron a los romanos a prolongar tres afios el sitio de Siracusa. Entre éstos se
encontraba uno capaz de levantar una embarcacion por la proa y, mediante una rdpida
sacudida, azotarla contra el mar; catapultas que lanzaban piedras de gran tamario a los
barcos enemigos que se encontraban ain lejos, y piedras pequefias en gran niimero a
aquellos que se acercaban lo suficiente; artefactos que, sobre la base de espejos
convexos, concentraban el calor del Sol sobre las velas de los barcos romanos,
incendiando y destruyendo la flota.

Cuando los romanos tomaron Siracusa, un soldado se presenté para conducir a
Arquimedes al conquistador Marcelo. El sabio, que a la sazén tenia 75 afios de edad,
se enojo porque aquél se paré sobre el diagrama geométrico que resolvia en la arena,
v le increpd: «;No moleste a mis circulos!» Por toda respuesta, el soldado desenvainé
su espada y le dio muerte. Este hecho brutal quedé resumido en el comentario de
Whitehead: «Ningin romano ha perdido la vida por estar absorto en la contempla-
cion de un diagrama matemdtico.»

Arquimedes



[4]

NUMEROS REALES

INTRODUCCION

En el estudio del calculo tiene importancia primordial el conocimiento de los
numeros reales.

Desde la época de oro de la filosofia griega, Zendn de Elea (siglo v a.C)),
defensor de la escuela de Parménides de Elea que sustentaba basicamente el
principio de lo «inmutable», enuncio varios problemas, conocidos como «parado-
jas de Zenon», con los cuales demostraba la «verdad» de lo que defendia.

He aqui tres de las paradojas de Zendn:

1.

La dicotomia. Supdngase que una persona va a desplazarse de la posicion 4 a la
posiciéon B (Fig. 1.1).

L L —

T T A

A F E D C B
Figura 1.1

Zenon dice que esta persona no puede moverse de la posicion A, pues para llegar a
B requiere primero llegar a la mitad de la distancia entre 4 y B; designemos por C
esta nueva posicion. Pero, para liegar a C, antes requerira llegar a su vez a la mitad
de la distancia entre A y C, y asi sucesivamente, hasta una infinidad de posiciones.
Por tanto, la persona de la posicién A se verd impedida para moverse.

Aquiles y la tortuga. Se realiza una carrera en la que compiten el héroe griego
Aquiles y una no menos famosa tortuga, mas, como la lentitud de ésta es
proverbial, Aquiles acepta darle ventaja (Fig. 1.2).

Sin embargo, con gran sorpresa del publico asistente, Aquiles no puede alcan-
zar a la tortuga, pues primero debe llegar al punto del cual ésta partio; al hacerlo,
la tortuga se ha adelantado ya. Asi, Aquiles debera pasar por las posiciones que
la tortuga ha tocado y, asi, ella siempre se encuentra delante de €.
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N

Figura 1.2

3. Laflecha. Piénsese en una flecha que se ha disparado y se encuentra en el aire. Sea
to un instante, si éste es indivisible entonces la flecha no puede moverse, pues si lo
hiciera, significaria que el instante es divisible. Por tanto, la flecha se encuentra en
reposo en el instante f,. Sin embargo, el tiempo estd constituido por instantes.
Entonces, ;como es posible que el movimiento sea consecuencia de una sucesién
infinita de estados en reposo?

Estas paradojas desconcertaron a los seguidores de la escuela de Heraclito de
Efeso, que proclamaba que todo en la naturaleza es mutable: «No te bafias dos
veces en las mismas aguas de un rio.» Como anécdota, se dice que estas paradojas
fueron contadas a Diogenes Laercio, quien habitaba en un barril. Al final del
planteamiento, Di6genes sali6 de su tonel, caminé en circulo, regresé a su lugar de
partida, y dijo: «;Ven como si existe el movimiento?»

Todos estos problemas tienen un denominador comiin que preocupa no sélo a
los filésofos, sino también a los matematicos: el problema del movimiento. De
hecho, puede proponerse como finalidad del cdlculo establecer un modelo del
movimiento para lo cual el conocimiento de los numeros y de las funciones reales
resulta de importancia fundamental.

El propdsito de este capitulo es hacer un modelo numérico de la recta,
asociando un nimero a cada punto de ella, lo que permitira interpretar ciertas
propiedades de la recta. Con este fin se introducen los numeros reales, sin
definirlos formalmente, sino sélo resaltando sus propiedades bésicas, para asi
obtener una comprension mas profunda de la recta. ’

Para abordar el presente capitulo, el lector requerira tan sdlo estar familiariza-
do con los conceptos de geometria elemental y nimeros enteros.

NUMEROS RACIONALES

Para hacer un modelo numérico de la recta, se utilizaran, en primer término, los
numeros racionales; es decir, todos aquellos nimeros que pueden expresarse
como cociente de dos nimeros enteros, uno de los cuales, el denominador, es
distinto de cero. Por ejemplo, 3, %, 3, —%, — 4, etc. Es claro que todo nimero entero
es racional. '

Dos expresiones p/q y r/s representan un mismo nimero racional si, y s6lo si,
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ps = gr. Por tanto, si m es un entero distinto de cero, p/q y mp/mq representan el
mismo nimero racional,

Cuando el numerador p y el denominador g no tienen factores comunes, se
denomina a p/q la minima expresién de ese racional.

En esta coleccion de nimeros se definen dos operaciones, a saber, la suma

plq +rls = (ps + qr)igs,
y la multiplicacion

plq-rls = pr/gs

Las operaciones de division y sustraccion cubiertas en cursos elementales son
en realidad casos particulares de las anteriores.

Orientacién de una recta

La recta puede recorrerse en dos sentidos diferentes. Convendremos en llamar a
uno de ellos sentido positivo, y al otro, sentido negativo. Una vez establecido el
sentido positivo, se dice que la recta estd orientada.

Segmentos dirigidos. Si se considera una recta orientada y un segmento de
la misma, se dird que éste tiene orientacion positiva si es recorrido en el sentido
positivo de la recta; cuando un segmento tiene una orientacion negativa se define
en forma andloga. Una vez que en un segmento se establece un sentido, decimos
que éste esta dirigido. .

Al segmento que une los puntos P y Q se le denota por PQ. Para indicar la
forma de recorrerlo se usa la notacién PQ, indicadora de que el segmento se
recorre de P a Q; es decir, esta Gltima notacion sirve para denotar los segmentos
dirigidos. . :

Asi, un segmento PQ determina dos segmentos dirigidos, a saber, POy QP.
Llamamos origen de un segmento dirigido al punto inicial del mismo, y extremo,

al punto final. En el texto la longitud del segmento PQ se denota simplemente
por PQ.

Identificacién de los nimeros racionales
con los puntos de una recta

Recuérdese como se obtiene la g-ésima parte de un segmento AB.

Tracese un rayo que parta de A y que no contenga a B (Fig. 1.3).

En ese rayo se escoge un segmento AU y se consideran g copias consecutivas
de dicho segmento sobre el rayo (Fig. 1.4).

Unase el punto B con el extremo final C del ultimo de los g segmentos, como
se aprecia en la figura 1.4. Por U, tracese una recta paralela a BC; la interseccion
con AB determina un punto U’. Afirmacion: el segmento AU’ es la g-ésima parte
del segmento AB. :
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En efecto, los tridngulos AUU’ y ABC son semejantes y, por consiguiente,
AU'[AB = AU|AC, pero AU = AC|q, de donde AU’ = AB/q.

Figura 1.3 Figura 1.4

Considérese una recta orientada L y un namero racional p/q y supongase que
Py q son enteros positivos. Tomense dos puntos distintos entre si, O y Py, en la
recta L, de manera que OP, tenga sentido positivo; asociese a uno de ellos, O, el
racional 0 y a P, el 1; de acuerdo con lo descrito, obténgase la g-ésima parte del
segmento 0P1 A partir de O y en la direccion de P,, tomense p copias con-
secutivas de la g-ésima parte de OP,. El extremo del ultimo de dichos seg-
mentos es €l punto P correspondiente a p/g. Si p es mayor que g, entonces P,
se encuentra entre O y P; de otra forma, P puede coincidir con P,, o bien
estar entre O y P;.

Si alguno de los niimeros p o g es negativo, existen enteros p’ y ¢' positivos,
tales que

pla= —-plq

El punto asociado a p/q es el simétrico respecto a P, del punto asociado a v /q ,
el mismo que puede obtenerse como ya se indicé.

EJEMPLOS Seanp=2g=3,r= —1,5s = —2. Localicense los pun-
tos que corresponden a los nimeros racionales siguientes:

L. plg ———t
0 2/3 1

2. rlp : $ + :
-2 0 12

Se localiza { y se refleja respecto a 0.

orls —t——y
0 -1/=-2 1

Obsérvese que =3- es otra representacion de 4; por tanto, basta localizar 4




8 NUMEROS REALES

NUMEROS IRRACIONALES

Lo ya visto podria hacer pensar que los nimeros racionales son suficientes para
lograr el propdsito de asignar un niimero a cada punto de una recta, lo cual es
falso. En cierta manera, los griegos pensaron por un tiempo que aquello era cierto.
Sin embargo, en los didlogos de Platon ya se menciona que Aristételes referia la
existencia de magnitudes geométricas no conmesurables con la unidad; en nuestro
lenguaje, esto significa la existencia de niimeros no expresables, como la razén de
dos numeros enteros, y que, sin embargo, resultan necesarios para medir longi-
tudes.

Por ejemplo, considérese el tridngulo rectangulo cuyos catetos tienen una
longitud igual a 1 (Fig. 1.5). Por el teorema de Pitdgoras se sabe que el cuadrado
de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos, en este caso,
igual a 2.

_l ; Figura 1.5

A continuaciéon se probara que no existe ningin nimero racional cuyo
cuadrado sea igual a 2; es decir, la longitud de la hipotenusa no es representable
como la razén de dos nimeros enteros.

Supoéngase que existe un nimero racional escrito en su minima expresion y tal
que

p*la® = 2;
por tanto,
pz _— 2q2, [l-l]

lo cual implica que g2 es un entero par y, por consiguiente, p es un nimero par
(véase Ejercicio 1.3).
Asi, entonces, p = 2s, y al sustituir en [1.1], se tiene que

4s? = 2¢%;

es decir,
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lo cual implica que g también es par y es una contradiccion al hecho de que p/q
esta escrito en su minima expresion.

Al colocar la hipotenusa de este tridngulo sobre la recta, a partir de 0 y en la
direccién positiva (Fig. 1.6), se concluye, por lo anterior, que al otro extremo no le
corresponde ningin numero racional.

Figura 1.6

0

Lo sorprendente del caso es que hay una infinidad de puntos sobre la
recta que no corresponden a numeros racionales. A continuacién se vera la
manera de asignar a tales puntos, nimeros denominados irracionales. En par-
ticular, el nimero que se asignara a la hipotenusa -del triangulo anterior sera
el irracional conocido como ﬁ Ademas, nimeros tan familiares como =, e,

3:/5 ¢etc., son también irracionales.

Expresiones decimales

Existe otra manera de expresar los nimeros racionales: la forma decimal; por
ejemplo, 4 se representa también como 0.25, siendo esta dltima expresiéon la
conocida como expresion decimal del nimero racional 4.

En forma mas amplia, puede decirse que una expresiéon decimal es de la forma

ino.nlnz.“nk...

donde ng = 0, 0 ny es un entero positivo y las cifras decimales n, son enteros
comprendidos entre 0 y 9.

Los puntos suspensivos después de n, indican que la expresidon se prolonga
indefinidamente.

Si a partir de cierto indice k > 1 todos los enteros n, son iguales a cero, se tiene
la convencién de expresar el decimal hasta n,_,; por ejemplo, no se escribe
0.50000..., sino sélo 0.5.

Por otro lado, si a partir de cierto indice k aparecen solo enteros igualesa 9 y
n,_, ¥+ 9, entonces la expresién decimal +ng-n.n,---n.--- se identifica con la
expresion +ng-nn,---[n,_; + 1]; por ejemplo,

2.7569 se identifica con 2.757 [1.2]

En [1.2], la raya encima del nimero 9 indica que éste se repite indefinidamen-
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te; en este texto se usara esta notacion. Por otra parte, se hara la convencion de no
considerar expresiones decimales con terminaciones o «colas» de nueves. Mas
aun, no se consideran numeros decimales aquellos en los que se repita indefinida-
mente €] 9. Volviendo a la notacion de emplear una raya encima de la cifra que se
repite periddicamente, se tiene, como ejemplo, que si se escribe 0.21831, entonces
se representa a la expresion decimal 0.21831831..., donde los puntos suspensivos
indican que 831 se repite sucesiva e indefinidamente. Cuando se obtenga una de
tales expresiones se dird que es periddica.

Mediante dos ejemplos se mostrara a continuacion la manera de obtener la
expresion decimal de un racional p/q (la expresion decimal resultante sera pe-
riodica siempre), y, 4 la inversa, se vera como una expresion decimal periddica
se puede llevar a la forma p/q.

Considérese el racional {3 y efectiese la division
. T 5.6153846...

13 | 73.
. 80.
20
70
50
110
60
80
2

Al dividir, cada vez que se obtiene el residuo 8 se repiten los cocientes y los
residuos anteriores, por lo que al racional 73 le corresponde la expresion decimal
periddica 6.615384.

En general, en una fraccion pfq, donde g # 0, al efectuar la divisién podrdn
aparecer a lo sumo ¢ residuos distintos entre si; por consiguiente, en determinado
paso de la division se repetira alguno de los residuos, y la expresion decimal serad
periddica.

Se dice que el periodo de una expresion decimal periddica es n si el grupo de
digitos que se repite a partir de cierto lugar consta de n digitos. En el ejemplo
anterior, el periodo es 6. ,

En forma reciproca, supongase que se tiene una expresion decimal periddica
se verd que siempre es posible escribirla en la forma p/q.
Sea a = 0.8613, multipliquense ambos miembros de la igualdad por 104

10%a = 8613.613,
multipliquese a por 10 y réstese el resultado de la expresién anterior:
10*a = 8613.613

10 a=  861%
9990 a = 8605
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por lo que
8605
a=——
9990

El método consiste en multiplicar la expresién decimal a por una potencia de
10, de manera que el producto resultante tenga en su parte entera, una vez, los
numeros localizados debajo de la raya. Después, se multiplica la expresion
decimal a por una potencia de 10, para que en este producto aparezcan, en la parte
entera, s6lo los nimeros no localizados debajo de la raya.

Observacion Entre las potencias de 10 que pueden servir se haya 10°.

Por ultimo, se resta el segundo resultado del primero y se despeja a.

En el caso especial donde el grupo de digitos que se repiten estd compuesto
sélo por el cero, se tiene un procedimiento muy simple; por ejemplo:
5603 5603
10*  542¢

En general, para tales expresiones cabe encontrar una expresion p/q donde el
denominador es producto de potencias de 5 y de 2. El ejercicio 1.8 contiene un
resultado reciproco. '

si a = 0.5603, entonces 10*a = 5603 y, por tanto, a =

Recuérdese que ﬁ no €s un numero racional y, por el algoritmo para la
extraccion de la raiz cuadrada de un nimero, a /2 corresponde una expresion
decimal no periddica (jpor qué?). Esto sugiere que puede asociarse a cada punto
de la recta un niimero racional, o bien una expresion decimal no periodica.

Las expresiones decimales no periddicas se denominan nimeros irracionales.

LA RECTA COORDENADA

Por lo ya estudiado, es posible hacer corresponder a cada expresiéon decimal
periodica un punto de la recta de la manera siguiente:

Se escribe tal expresion decimal periddica en la forma p/q y se hace correspon-
der a esta ultima expresion un punto de la recta en la forma ya sefialada.

En caso de que la expresion decimal sea finita, el paso intermedio (escribirla
como p/q) es innecesario, pues puede lograrse de manera directa, como se ilustra
en el ejemplo siguiente.

EJEMPLO Sea 3.14 la expresion decimal considerada; localicese en la
recta ante todo la parte entera (en este caso es igual a 3); después, dividase en 10
partes iguales el segmento que une 3 con 4; tomese el primero de estos puntos (este
punto representa a 3.1); a continuacion, dividase en 10 partes el segmento que
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une 3.1 con 3.2 y asi, entonces, el cuarto punto de esta division representa la
expresion 3.14.

3.14

1 Laadoasl Il L 3 Il
-+

3 3.1 32 4

Ejercicio Localicese sobre la recta en la forma indicada, el punto correspondien-
te al namero 2.718.
Notese que, si para la expresion decimal periddica infinita

g NNy Ny-+-

se consideran los puntos correspondientes a ng, ny - ny, Ny - NNy, NG - BN, N3, €LC.,
determinados por la manera sugerida en el ejemplo anterior, estos puntos se
aproximan a uno que sera el correspondiente a la expresion decimal periddica.

EJEMPLO Considérese la expresion decimal 3.33...; en este caso, ny = 3,
ng-ny = 3.3, ng-nyn, = 3.33, etc.

10/3

33 333 3.34 34
/ 103 “
L 1 L 11 i | ! 1 1 1 i
P L ) T 1
3.33 3333 3334 , 334

Sea 0.3543 una expresién decimal periddica; el punto correspondiente a
0.3543333 es una aproximaciéon mejor al punto que determina sobre la recta la
expresion decimal 0.3543, que aquella que proporciona el punto correspondien-
te a 0.3543; de aqui se infiere que, cuantas mas cifras decimales se consideren,
mejores aproximaciones al punto deseado se tendran.

La manera de asociar un punto de la recta a una expresion decimal no
periddica es semejante a la descrita en los parrafos anteriores para las expresiones
periodicas infinitas.

De nuevo, con un ejemplo, se ilustrard ahora la forma de determinar la
expresiéon decimal correspondiente a un punto P de la recta, tal que OP tiene
direccidon posmva

Supodngase, primero, que el punto se encuentra entre los enteros 0 y 1; enton-
ces, la parte entera de la expresion decimal que le corresponde es el 0; después,
dividase en 10 partes iguales el segmento que une 0 con 1 y biisquese en cual esta el
punto. Si éste coincide con alguno de los extremos de los segmentos obtenidos, ya
se tiene la expresion decimal que le corresponde (;por qué?); en caso contrario, el
punto tiene que estar comprendido en uno de los segmentos generados. Supdnga-
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se que se trata del tercer segmento; en este caso, se sabe que la primera cifra
decimal es 2. Ahora dividase en 10 partes iguales el segmento que une & con ; de
nuevo, si €l punto coincide con uno de los extremos, se habra determinado la
expresion decimal. De no ser asi, sc busca entonces el segmento en que se
encuentra ¢l punto. Supdngase que ahora se trata del octavo; por tanto, la
segunda cifra decimal es 7, y asi sucesivamente. En general, no es posible obtener,
mediante este procedimiento, todas las cifras de la expresién decimal; sin
embargo, una expresion decimal se considera determinada si es posible encon-
trar cualquiera de sus cifras decimales. Desde luego, esto puede hacerse en
forma teodrica mediante el método indicado, aunque quiza resulte tan laborioso
que su realizacion parezca imposible. ‘

Cuando OP tiene direccion negativa, se toma el punto Q simétrico de P
respecto a O y se determina la expresion ng-n,n,--- correspondiente a Q.

La expresion que corresponde a P es, entonces, —ng-nyn, ---.

En este texto serd suficiente considerar que los numeros reales son expresiones
decimales: periddicas (mimeros racionales) y no periédicas (nimeros irraciona-
les); y, debido a la correspondencia establecida entre las expresiones decimales y
los puntos de la recta, el conjunto de los numeros reales se representara
graficamente por una recta, como en la figura siguiente.

—~ o0 0

Esta recta recibe el nombre de recta coordenada, y el punto O asociado a O es
llamado el origen.

Cabe aclarar que tanto — o0 como oo no son numeros reales, son simbolos; en
la figura indican la orientacion de la recta a partir de un origen seleccionado con
anterioridad.

Interpretaciones geométricas de algunas
operaciones entre nimeros reales

Antes se defini6 el concepto de segmento dirigido; ahora se definird cudndo
dos segmentos dirigidos son iguales entre si:

Los segmentos dirigidos AB y CD son iguales entre si cuando tienen la misma
longitud y direccion; es decir, son iguales cuando, por medio de una traslacion, es
posible hacer coincidir sus origenes y sus extremos, respectivamente,

S ———_— >+
A B C D
Figura 1.7

Asi mismo, se ha visto que a cada numero real le corresponde un punto de la
recta. Con objeto de dar la interpretacion geométrica de las operaciones, resultara
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util asociar cada nimero real a a cualquier segmento dirigido que sea igual al
segmento OP, donde P es el punto correspondiente al real a.

Asociar un mismo numero a varios objetos no debe ser nuevo para el lector.
En efecto, con frecuencia se utilizan cintas para medir que tienen asociado en
forma natural el nimero que representa su longitud; por ejemplo, muchas tienen
asociado el nimero 1.50 y podemos usar cualquiera de ellas para medir 1.50 m.

Nota Es evidente que para cada numero real a y cada punto P de la
recta, puede encontrarse un segmento dirigido correspondiente al real a y cuyo
origen sea el punto P.

Interpretacién geométrica de la suma de dos nimeros reales

Sean a y b dos numeros reales, considérense los segmentos dirigidos OA y AB
correspondientes a los reales a y b, respectivamente.

El segmento dirigido cuyo origen es O y cuyo extremo es B corresponde al real
a + b (Fig. 1.8). Asi, el punto B es ¢l correspondiente al numero real a + b.

—_— e

OA y AB con la misma direccion

: — — >

0 A B

segmento correspondiente a a + b .

: —— >

0 B

04 yvﬁ con direcciones opuestas

e : — —
B 0 A

scgmento correspondienteaa —b . - T .

— N >

B 0 e I

Figura 1.8

Interpretacion geométrica del producto de dos nimeros reales

Considérense dos rectas coordenadas L, y L, que se intersectan en O, y en
cada una de las cuales se ha elegido el mismo segmento unitario.

Sean a y b dos numeros reales; considérense en la recta L, el segmento OA
correspondiente al real a y en la recta L, el segmento OB correspondiente al real b
(Fig. 1.9).

L,

L,

y

Figura 1.9
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Ahora, multipliquense los segmentos dirigidos OA y OB, para tal fin,
considérese sobre la recta L, el segmento QU asociado al nimero real 1. Por
medio de un segmento de recta, inanse los puntos U y A4 y tracese una paralela a
ese segmento que pase por el punto B. La intersecciéon de este segundo segmento
de la recta L, se designara por C. Asi, se obtiene el segmento dirigido OC, que sera
¢l correspondiente al numero real a - b; por consiguiente, el punto C ser4, sobre la
recta L, el correspondiente al real a - b. En efecto, el tridngulo OU A es semejante
al tridngulo OBC, por lo que se obtiene

0C OB
04~ ou’
de donde ‘
- 0OA-OB
°C="ou
Asi, T
OC=a-b

Interpretacion geométrica de a/b (donde b + 0)

De nuevo a y b denotan dos nimeros reales, donde b # 0; como en el parrafo
anterior, se consideran dos rectas coordenadas L, y L, y los segmentos dirigidos
04, OB y OU con el mismo significado anterior. Por medio de un segmento de
recta, Gnanse los puntos A y B y tracese, a través de U, una paralela a este
segmento. La interseccién de este segundo segmento con L, se designa por C. El
segmento dirigido OC es el correspondiente al nimero real a/b; por consiguiente,
el punto C corresponde, sobre la recta L, a dicho nlimero real, pues los tridngulos
OUC y OBA son semejantes. Por tanto,

oc ou

04~ 0B
Por ello,

’Ll

Figura 1.10
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Cuando ¢l punto B, correspondiente al nimero real b, se aproxima al O,
correspondiente al nimero real 0, el punto C se aleja del origen O, de modo que
que la recta UC tiende a ser paralela a L,. En el caso limite donde B coincide con
el origen O, las rectas serdn paralelas y no habra interseccion: esto concuerda con
nuestro conocimiento de la imposibilidad de dividir entre el nimero real cero.

Interpretacion geométrica de la raiz cuadrada
de un nuimero real

Sea a un nimero real positivo; tracese una recta y marquese sobre ésta la dis-
tancia OA = a; abrase el compas hasta alcanzar una longitud igual a 1; apoye-
se en A y marquese sobre la recta OA esta longitud; de este modo, AB = 1.
(Véase Fig. 1.11.)

Tracese un circulo cuyo didmetro sea OB, y levantese por 4 una perpendicular
a OB; interséctesela con la circunferencia; lldmese C a esta interseccion, y unase O
con C y C con B. Asi, se tienen dos tridngulos rectangulos (por un resultado de
geometria elemental, el angulo OCB es recto), y como, ademas,

o+ B =90°
y
B+ y =90
entonces,
o =7,
con lo que
AOAC ~ AABC,
de donde
x a
1 x

por ello, finalmente,

Figura 1.11
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Propiedades de los nimeros reales

De acuerdo con las interpretaciones geométricas de la suma y del producto recién
estudiadas y la intuicion y experiencia geométricas del lector, se encontraran
naturales las propiedades caracteristicas de los nimeros reales enunciadas a
continuacion.

Propiedades de la adicién

Al. Para todo a y b reales, se tiene que a + b es real. (Cerradura.)
A2. Para todo a y b reales, se tiene qué a + b = b + a. (Conmutatividad.)

A3. Paratodoa, by creales, se tiene que (a + b) + ¢ = a + (b + ¢). ( Asociativi-
dad.) :

A4.  Existe uno y solo un elemento denotado por 0, tal que a + 0 = a para todo
real a. ( Existencia del elemento neutro aditivo.)

AS5. Para cada real a existe uno y sélo un elemento denotado por —a, tal que
a + (—a) = 0. (Existencia del elemento inverso aditivo o simétrico.)

Propiedades de la multiplicacién

Mi. Para todo a y b reales, se tiene que ab es real. ( Cerradura.)

M2. Para todo a y b reales, se tiene que ab = ba. ( Conmutatividad.)

M3. Para todo a, b y c reales, se tiene que (ab)c = a(bc). ( Asociatividad.)

M4. Existe uno y sélo un elemento denotado por 1, tal que a- 1 = a para todo
real a. (Existencia del elemento neutro multiplicativo.)

MS5.  Para cada real a distinto de 0, existe uno y sélo un elemento denotado por
a™', tal que aa™! = 1. (Existencia del reciproco o inverso multiplicativo.)

D1. Ley distributiva. Para todo a, b y c reales, se tiene que a(b + ¢) = ab + ac.
( Distributividad del producto respecto a la suma.)

Para ver otras propiedades de los mimeros reales, se analizard primero con
mds amplitud la manera de comparar dos niumeros reales entre si.

Orxden

a) Orden en una recta dirigida

Sean Py Q dos puntos de una recta dirigida. Se dice que P es menor que Q, 0 Q es

mayor que P, cuando el segmento dirigido PQ tiene orientacién positiva.
Notacion:

P < Q (selee: P es menor que Q)
Q > P (se lee: Q es mayor que P)
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La relacion de orden aqui definida tiene las propiedades siguientes: tricotomia
y transitividad.

1. TRICOTOMIA Esto significa que, para cada dos puntos 4 y B, se
cumple una y sélo una de las relaciones siguientes:

A < B, A>B o A=B

Si A < O(donde O es el origen), se dice entonces que 4 es un punto negativo.
De la misma forma, si 4 > O, se dice que 4 es un punto positivo.

2. TRANSITIVIDAD Sitres puntos 4, By Cdelarectasontalesque A < B
y B < C, entonces 4 < C.

b) Orden de los nimeros reales

El orden visto para la recta induce un orden en los nimeros reales de la manera
siguiente:

Dados dos nimeros reales a y b, se dice que a < b si el punto A correspondien-
te al real a es menor que el punto B correspondiente al real b. Asi, se tiene que con
los numeros reales se cumple también la tricotomia y la transitividad para el
orden dado; es decir,

O1. TRICOTOMIA Paracada dos niimeros reales a y b se cumple una, y
solo una, de las relaciones siguientes:

.a<b, a>b o a=b

0O2. TRANSITIVIDAD Sitres nimeros reales a, by csontalesquea < by
b < ¢, entonces a < c.

Por lo dicho para los puntos de la recta, si a > 0, entonces se dice que a es
positivo; si a < 0, se dice que a es negativo: por la propiedad transitiva, se tiene que
todo numero positivo es mayor que cualquier nimero negativo.

En términos de expresiones decimales, la definicion de orden que se ha
introducido puede enunciarse asi:

Sean a = ag-a,a, -- cyb=bo-bb,-- -- dos niimeros reales positi-
vos, se dice que a > b si el entero g; €s mayor que el entero b; y los enteros
correspondientes a indices menores que i coinciden. =

Si a y b son numeros negativos, se dice entonces que a > b si —a < —b.
Obsérvese que —a y —b son numeros positivos en este caso, y como se vio, si
a>0y b<0, por ejemplo, entonces a > b (por la transitividad). '

03. PROPIEDAD ARQUIMEDIANA Sean a y b dos numeros reales y
a > 0. Existe un ndmero natural-n tal que na > b.
Esta propiedad interpretada geométricamente significa que, si se toman n
copias consecutivas del segmento OA, el extremo del ltimo de tales segmentos es
un punto mayor que el punto correspondiente a b (Fig. 1.12).

O4. Sean a y b dos nimeros:reales positivos, a + b >.0.
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+w

+ } t { t } -+ >
0 A
[\
Y _,
n copias de 04, n =6
Figura 1.12

O5. Sean a y b dos numeros reales positivos, ab > 0.

06. AxIOMA DEL SUPREMO Tanto el enunciado de esta propiedad
como su analisis se posponen hasta el final de este capitulo.
De las propiedades anteriores se deducen las siguientes:

1. a>bsi,ysolosi,a—b>0.

Demostracion Sean A el punto correspondiente a a, B el correspondiente
a by C el correspondiente a a — b.
Si a > b, entonces BA tiene orientacion positiva; por otra parte, OB + OC =
= 04, por lo que 0C = 0A — OB, pero — OB = + BO, de donde OC = 0A +
+ BO = BA, asi OC tiene la misma orientacién que BA, esto es, C es un punto
positivo o, lo que es igual,
a—b>0

Ejercicio Demuéstrese la otra parte de la proposicion.

2. Si a > b, entonces, para cualquier ¢ real, se tiene que
a+c>b+c

Demostracién  Por la propiedad 1, se sabe que a > b equivale a escribir
a — b > 0; si se suma y se resta un mismo nimero a otro dado, se sabe, por la
propiedad del simétrico, que éste no se altera; entonces, simese c —caa — b, y
agrupese; asi se obtendra que (a +¢) —(b+¢) >0y, por tanto, a +c>b + ¢
{de nuevo por la propiedad 1).

3. Sia>byc>d entoncesa+c>b + d.

4. Sic>0ya>b entonces a-c>b-c.

Demostracién a > b implica que a — b > 0 (por la propiedad 1); como
¢ es positivo, entonces la propiedad O5 muestra que c(a — b) > 0. Por tltimo,
al distribuir, se tiene la propiedad enunciada.

5. ¢>0si, ysolosi, —¢<0.

Demostracién  Si ¢ > 0, entonces, segin la propiedad 2, se tiene que ¢ — ¢ >
> —¢, pero ¢ — ¢ = 0, de donde se sigue la propiedad enunciada. La otra parte
de la afirmacion se prueba en forma analoga.

6. Sic<Oya>b, entonces a-c<b-c.
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7. Sia # 0, entonces a? > 0.

8 Si0<a<byO<c<d entonces a-c<b-d

Demostracion Conforme a la propiedad 4, se tiene que a-c <b-c, y
también que b-c < b-d. Asi, entonces, por la propiedad transitiva del orden en
los nimeros reales, se tiene la propiedad enunciada.

9. 1/a (a # 0) tiene el mismo signo que a (es decir, ambos positivos 0 ambos
negativos). ’

10. Si a < by, ademas, tienen el mismo signo, entonces 1/a > 1/b.

Demostracion Por la propiedad 1, se tiene que b — a > 0; por otro lado,
al ser a y b del mismo signo, sy producto a-b es positivo (;por qué?). Asi, de
acuerdo con la propiedad O4 y las propiedades 4 y 9, se tiene que

b_
g a—1p>0
a .

11. Sean a > 0 y b > 0. Entonces, a> < b® si, y solo si, a < b.

Demostracion Supongase primero que a®> < b?, entonces tenemos que ver
que a < b. Por la propiedad 1, se sabe que b*> — a?> >0 o, lo que es igual,
(b — a)(b + a) > 0;entonces, por la propiedad OS5, (b — a)tiene que ser positivo, de
donde a < b. De manera reciproca, si a < b, queremos ver que a? < b?, entonces,
por la propiedad 1, se tiene que b —a > 0; y como b + a es positivo, al
multiplicarlo por b — a resulta que b> — a* > 0, de lo cual se sigue la propiedad.

En ocasiones se usa la notacion x < y, para indicar que x es menor o igual
que y, pero no debe pensarse que ambas posibilidades pueden darse en forma
simultdnea, sino que, a lo sumo, x podra valer y.

EJEMPLO 1 2 < 7. Esto es cierto dado que 2 < 7.
EJEMPLO 2 2 < 2. Esto es cierto dado que 2 = 2.

A los simbolos < y > se les denomina signos de desigualdad estricta, y
a <y >, signos de desigualdad no estricta o suave.

INTERVALOS

Si a < b, entonces el conjunto de los numeros comprendidos entre a y b recibe el
nombre de intervalo abierto. (Obsérvese que en la coleccion no aparecen a ni b.)
Por (a, b) se denota al intervalo abierto. Es decir,

(a,b) = {x|a < x < b}* [Fig. 1.13(a)]

* Recuérdese que {x|a < x < b} se lee: conjunto de x tales que x es mayor que a y menor que b.
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Si en la coleccién anterior se incluyen los extremos a y b, se obtiene entonces
un intervalo cerrado el cual se denota por [a, b]; o sea,

[a,b] = {x|a < x < b} [Fig. 1.13(b)]

e O

a
[
i

e

a
E
@ (b)
Figura 1.13

Si el intervalo contiene sélo uno de los extremos, se dice que es semiabierto; a
saber, se tienen los dos casos siguientes:

(a,b] = {x|a < x < b} (semiabierto por la izquierda) [Fig. 1.14(a)]

[a,b) = {x|a < x < b} (semiabierto por la derecha) [Fig. 1.14(b)]
a b a b
— — E -
@ (b)
Figura 1.14

Por ultimo, puede también hablarse de intervalos «infinitos», como los
mostrados en la figura 1.15, o sea, dichos intervalos se caracterizan siguiendo el
orden en que aparecen en la figura, de la manera siguiente:

(8) [a,0) = {x|a < x}
() (—o0,a] = {x|x < a}
© (a,0)={x|a<x}
d) (—,a) ={x|x < a}

a a
. o -
| - o
—_— -+
[a, o0) . (—o0,a]
(a) (b)
a a
(e )
y — 7
-+
(a, ) © A—o,a)
© d
Figura 1.15
INECUACIONES

Recuérdese que una ecuacion de primer grado es una expresion del tipo siguiente:

ax + b =0, donde a y b son nimeros reales y a # 0,
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y una solucién de esta ecuacion es un nimero ¢ tal que al sustituir x por ¢ se
obtiene una identidad. Mas aun, ¢ = —b/a es la unica solucion.

Cuando en una ecuacion de primer grado se sustituye el signo de igualdad por
alguno de desigualdéd, estricta o no estricta, es decir, <, €, >, =, se obtiene lo
que se denomina una inecuacion de primer grado.

Una solucién de una inecuacién es un numero real ¢ tal que al sustituirlo en la
inecuacion se obtiene una desigualdad verdadera.

EJEMPLO Considérese la inecuacién —3x — 1 > 0. El nimero -3, es
una solucidn; en efecto, al sustituir x por este valor, se obtiene la desigualdad
verdadera % > 0.

Obsérvese que existen mas soluciones, por ejemplo, -1, -1, —10, etc. El
significado de resolver una inecuacién es caracterizar todas sus soluciones. En este
ejemplo, todos los nimeros reales menores que - son soluciones de la inecua-
cién dada; asi, el conjunto de soluciones es el intervalo (— oo, -4). En efecto, para
resolver la ecuacién se despeja x; las propiedades de orden permiten despejar x en
las inecuaciones, utilizando las mismas técnicas de las ecuaciones, y cuidando que
al multiplicar o dividir por un numero negativo se invierte la desigualdad. Al
despejar x de la inecuacién —3x — 1 > 0, se obtiene x < -3.

El concepto de inecuacion de primer grado puede extenderse a grados
superiores. En seguida se vera un método para resolver inecuaciones de segundo
grado.

Considérese la inecuacion ax? + bx + ¢ < 0. Si la ecuacién asociada ax? +
+ bx + ¢ = 0 no tiene raices reales, entonces cualquier niimero real es solucion
de la inecuacion, o bien ésta no tiene solucion, dependiendo de que c sea negativo
o positivo, respectivamente. Esto se nota con facilidad en la grafica de la ecuacion
y = ax? + bx + ¢, que es una pardbola (Fig. 1.16).

3 b

(x,ax? + bx + ¢)
©.9) '

c>0 0

c<0
©,9

]

Figura 1.16

Supéngase ahora que la ecuacion ax? + bx + ¢ = 0 tiene raices reales, y
‘recuérdese que si r; y r, son las soluciones de la ecuacion ax? + bx + ¢ =0,
entonces ax? + bx + ¢ = a(x — r)(x — r,), donde r, < r,.
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Si la ecuacién y = ax? + bx+'c tiene una unica solucién r,, entonces
cualquier nimero real, excepto r,, es una solucion de la inecuacién, o bien ésta no
tiene solucion, dependiendo de que a sea negativa o positiva, respectivamente.

‘En efecto, en este caso, ry =r, Yy, por tanto, ax? + bx + ¢ = a(x — r,)?, de
donde se sigue nuestra afirmacion.

Por ultimo, si las soluciones de la ecuacion son distintas, se concluye, a partir
de la igualdad ax? + bx + ¢ = a(x — r,)-(x — r,), que el conjunto solucién es
(ri,ry)sia>0,y (=00,r) u(rs, ) sia <0 (Fig. 1.17).

(x—r)x—ry)>0 (x=r)x—ry) <0 (x—=r)dx—ry)>0
' L i L L —)
L L T T I
X ry ox ra x
Figura 1.17

Nota Las soluciones de inecuaciones no estrictas son las soluciones de la
ecuacion y la inecuacion estricta asociadas.’

VALOR ABSOLUTO

El valor absoluto de un nimero real a, denotado por:|al, se define de la manera
siguiente:
laf =a sia=0 y la = —a sia<0

Notese que |a| > 0 y es la longitud del segmento OA, donde A es el punto
que corresponde a a. a

EJEMPLOS
@ =
(b) 10/=0

© I-ll=—-(-)=1

A continuacion se enunciard una serie de propiedades del valor absoluto y se
demostrardn algunas de ellas, quedando las restantes como ejercicios para el
lector (sin que presenten ninguna dificultad especial).

PROPIEDAD 1 Para todo x, se tiene que

Ix]? = x?
PROPIEDAD 2 Para todo x, se tiene que

|x| = = /x? (con f se denota la raiz cuadrada no negativa).

Demostracion Por la propledad 1, se tiene que |x?| = x?; por tanto |x| es
la raiz cuadrada (no negativa) de x2.
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PROPIEDAD 3 Para todo x, se tiene que
|—x| = |x]|

Demostracion Por la propiedad anterior, resulta
|=xt = /(=%)? = /x* = x|

PROPIEDAD 4 Sean x e y nimeros reales arbitrarios, entonces
Ix -yl = |1yl

Demostracion
Iyl = O = /x2y? = /x2Sy = Il

PROPIEDAD 5 Para todo x, se tiene que

<hxl oy —x < |x]

PROPIEDAD 6 Sean x e y numeros reales arbitrarios, entonces
Ix + yl < Ix| + [yl
Esta desigualdad se conoce como desigualdad del tridngulo.
Demostracion Por la propiedad 1, se tiene
Cx Ay =+ y)?
Por tanto,
Ix + ¥ = (x + y)? = x2 + 2xy + y? < |x]* + 2|x| |y] + |¥|* (por la propiedad 5)
= (x| + Iy,
y por la propiedad 11 de la pagina 20, se tiene, por iultimo, que
Ix + yl < |x| + iyl

PROPIEDAD 7 Supoéngase que d > 0. Entonces,
X <de —-d< x<d

Demostracion Se sabe que x < |x| < d, y, ademas, que —x < |x| < d. De
la primera desigualdad se concluye que x < d, y de la segunda, —x < d; de
donde —d < x < d.

Ahora supéngase que —d < x < d; entonces, debe probarse que |x| < d.
De las hipoétesis, se observa que

O0<x+d y d-—x>0
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Como el producto de dos numeros positivos es positivo, en consecuencia
(x + d)(d — x) > 0, o lo que es igual, d> — x? > 0; o sea, x? < d?; pero como
[x|?> = x2, se tiene, por ultimo, |x| < d.

Geométricamente, la propiedad 7 establece: dado que |x] es la distancia entre 0
y x en la recta, los puntos localizados a menor distancia que d del origen son los
numeros reales comprendidos entre —d y d.

—+—) -
—d 0 d
Figura 1.18

En general, la distancia entre dos puntos 4 y B de la recta se define como
d(a,b) = |a — b|, donde a y b son los nimeros correspondientes a A y B.
A partir de las propiedades enunciadas del valor absoluto, se deduce que:

d(a,b) = 0 y d(a,b) =0 si, y solo si, a = b.
d(a, b) = d(b, a)
d(a, c¢) < d(a, b) + d(b, ¢)
En la propiedad 7 del valor absoluto se encuentran las soluciones de la

desigualdad |x| < d. En seguida, y utilizando esa propiedad, se exponen dos
ejemplos de solucién de inecuaciones donde interviene el valor absoluto.

EJEMPLO 1 Encuéntrense las soluciones de |x — 3| < 2.

jx — 3| <2si,yslosi, —2<x—-3<2
—2<x—-3<2si,ysolosi, 1l <x<35

Asi, el conjunto de soluciones es ¢l intervalo (1, 5)

EJEMPLO 2 Encuéntrense las soluciones de |x + 2| < 1.
Ix+2|<1si,ysblosi, ~1<x+2<1

Asi, el conjunto de soluciones es el intervalo [—3, —1].

Estos dos ejemplos sugieren los resultados generales: |x —a| <dsi, y sélo
si, x pertenece al intervalo (@ — d,a + d) y |x — a| <d si, y sélo si, x perte-
nece al intervalo [a — d,a + d].

Obsérvese que en el ejemplo 2, a = 2.
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ELEMENTOS MAXIMO Y MINIMO DE UN CONJUNTO

Considérese un subconjunto 4 de los nimeros reales, no vacio. Un numero
real M es el elemento maximo de A si:
1) MeA,
2) M > a, para todo ae A;
en ese caso se escribe M = max A.

Un ejemplo evidente de un conjunto sin elemento maximo es el conjunto
de los nimeros naturales.

EJEMPLOS

1. Sea 4 = {0,9,4}, entonces, max 4 = 9.

2. Sea §=[-28,— 3] entonces max A = —3,

3. Sead={., —6}, entonces, max 4 = —6.

4. Sea A = [\3/1_z e\/;] entonces, max A = eV

5. Sea A = {3}, entonces, max A = 3.

6. Sea A ={xeR|x?*<2}, entonces, mix A4 = \/i

7. Sea A =1{0,2,4,.}, en este caso no existe elemento maximo, ya

que dado un numero natural n siempre puede
encontrarse otro nimero natural par que lo
supera.

8. Sea A = (0, 1), en este caso no existe elemento maximo, ya que si x (0, 1),

X
entonces €l elemento pertenece a (0,1) y es mayor que x (Ejerci-

cio 1.23). Asi, no existe ningin elemento que cumpla con 1) y 2).

Es claro que todo subconjunto de los niimeros reales, no vacio y finito, tiene
elemento maximo.

En forma analoga, sea A un subconjunto de los nimeros reales, no vacio.
Un ntmero real m es el elemento minimo de A, si:
1) meAd,y
2) m < a para todo ae A4;
en este caso se escribe m = min A.

EJEMPLOS
Considérense los conjuntos vistos en los ejemplos anteriores.

1. min4d =0.

2. minA4d = —-28.

3. No existe elemento minimo.
4 min4 = \3/;

S. mind=3.

6. minA4d = —ﬁ.

7. minA4 = 0.

8.

No existe elemento minimo.
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Es evidente también que todo subconjunto no vacio de los nimeros reales
y finito tiene elemento minimo.

Si A es infinito, puede tener maximo (minimo), como sucede para el con-
junto del ejemplo 6. Asi mismo, el conjunto del ejemplo 8 es un conjunto infi-
nito que no posee maximo ni minimo.

EL AXIOMA DEL SUPREMO

Considérese el intervalo [a, b] (Fig. 1.19). Se dice que un niimero es una cota
superior de [a, b], si se encuentra a la derecha de b o bien coincide con b.

En forma analoga, se dice que un numero real es una cota inferior de
[a, b], si se encuentra a la izquierda de a o coincide con a.

///' cotas inferiores / cotas superiores

] L

) —f + >
0 a b
Figura 1.19

(Siempre que se hable de derecha o izquierda se estara considerando una recta
como la mostrada en la figura) *

Asi, entonces, la coleccion de cotas superiores de [a,b] es el intervalo
[b, o0) y la de las cotas inferiores es el intervalo (— oo, a].

En general, una cota superior de un conjunto A de numeros reales no vacio
es un real Q tal que Q > g para todo a € A; una cota inferior de A es un real w
tal que w < a para todo ae A. Obsérvese que una cota puede pertenecer o no
al conjunto.

Se dice que un conjunto A de nimeros reales, no vacio, estd acotado supe-
riormente, acotado inferiormente o acotado, si tiene una cota superior, una
cota inferior o ambas cotas, respectivamente.

EJEMPLOS

(a) A =[—-14, —1] esta acotado.

(b) 4={-38,..,—2,0} esta acotado.

(€0 A={.,—4,—-2,0} 0es una cota superior, de 4, pero A no esta acotado
inferiormente.

d Z={.,-3,-2,-1,0,1,23,.}; Z no tiene cotas superior ni inferior.

() A =(0,1)esta acotado. Obsérvese que 0 es cota inferior, pero no pertenece
al conjunto; en forma analoga, 1 es cota superior y tampoco pertenece al
conjunto.

En los ejemplos analizados, las colecciones S e I de cotas superiores e in-
feriores, respectivamente, son:
@A S=[-1,00); = (— o0, —14].
(b) I=(—o0,—38]; S =[O,oc0).




28 NUMEROS REALES

) S=[0, o), I = ¢*.
d I=¢; S=¢.
) I=(—o0,0]; S =[1, o).

De lo anterior se concluye que si un conjunto tiene elemento maximo, en-
tonces estd acotado superiormente, y este elemento maximo es la minima de
las cotas superiores. De manera similar, si un conjunto tiene elemento minimo,
entonces esta acotado inferiormente y este elemento minimo es la maxima de las
cotas inferiores.

DEFINICION 1.1 Sea A un conjunto de niimeros reales, no vacio, aco-
tado superiormente. Un niimero real c es llamado el supremo de A si c es
la minima cota superior de A. En este caso, se escribe ¢ = sup A.

- En forma analoga,

DEFINICION 1.2 Sea A un conjunto de nimeros reales, no vacio, aco-
tado inferiormente. Un numero real d es llamado el infimo de A si d es la
mdxima cota inferior de A. En este caso se escribe d = inf A.

Por lo antes dicho, si un conjunto A tiene maximo M, entonces M = sup 4,
y si tiene minimo m, entonces m = inf A4.

La siguiente propiedad de los nimeros reales postula la existencia del su-
premo (infimo). ' '

06. AXIOMA DEL SUPREMO Si A es un conjunto de numeros reales, no vacio
y acotado superiormente, entonces existe el supremo de A.

En forma analoga pixede enunciarse el axioma del infimo.
La propiedad de la existencia del supremo caracteriza, junto con las propie-
dades ya vistas (A1-A5, M1-MS5, D1, O1-05), a los niimeros reales.

Propiedades caracteristicas del supremo

Si ¢ = sup A, entonces:
1) ¢ > a para todo ae A.

Ya que c es la minima de las cotas superiores y por la definicién del ele-
mento minimo de un,conjunto, se sigue que ¢ pertenece al conjunto de cotas
superiores, o sea, ¢ esta a la derecha del conjunto.

2) Sea d < c. Existe ae A tal que d < a y a < ¢ (Fig. 1.20).
L |

=supAd
AY /c
) J

d a Figura 1.20

* Este simbolo representa el conjunto vacio.
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En efecto, como d < ¢,d no es cota superior de 4. Por consiguiente, existe
acAtalqued<a, yporl),a<ec

La propiedad 2) dice que si se retrocede a un punto d, localizado a la iz-
quierda de c, puede hallarse un elemento de 4 que se encuentre entre d yc

Puede probarse que si un nimero cumple con 1) y 2), entonces es el supremo
de A. Es decir, 1) y 2) caracterizan al supremo de un conjunto.

EJEMPLOS
1. Sea A ={xeR|x? <2}
Por el axioma del supremo, el supremo existe y es el niimero que Ila-

mamos /2.

2. Sea v T T supAd =1
—1
En efecto, n — 1 < nimplica que z < 1,ysid < 1, entonces > 0.
n 4 2
Asi, existe n tal que
1
n>——
1~d
De donde
n(l — d) >
es decir,
n—nd>
por lo que
n—1>nd
y
n—1
>d
n

Hemos probado que 1 satisface para A4 las propiedades 1) y 2) que caracteri-
zan al supremo.

EJERCICIOS

1.1 De acuerdo con el método descrito en el texto, localicense en la recta los raciona-
les siguientes:
a) } b % o 3 d -%
e —% n % g —% h) -3

L2 Localicense en la recta los racionales siguientes:
a) 0.283 b) 207 c) 0.333
d -1271 e —422 ) 9.999

13 Demuéstrese que el cuadrado de un entero z es par si, y solo si, z es par, y que es im-
par si, y sélo si, z es impar.
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Se dice que a divide a b, con a, b € Z, si existe ce Z tal que b = ac. Sea p un nime-
ro primo, demuéstrese que p divide a 2?2 si, y s6lo si, p divide a z. [Sugerencia: Use-
se el teorema fundamental de la aritmética.]

Pruébese que \/;, donde p es primo, es irracional. [ Sugerencia: Usese el Ejercicio 1.4
y siga la demostracion dada para probar que \/5 es irracional.]

Sean a racional y b, ¢ irracionales. Pruébese que:

a) a + b es irracional.

b) a-b es irracional si a # 0.

¢) b-c puede ser racional o irracional; ilistrese con ejemplos. [Sugerencia: Sib # 0,
entonces 1/b es irracional.]

d) b + c puede ser racional o irracional; ilistrese con ejemplos. [Sugerencia:
Obsérvese que —b es irracional.]

Dé la expresion decimal o la forma p/g, segin sea el caso, para los nimeros
racionales siguientes:

a) 7.385 b) -4, o i d) —3257
e) H f) —0.1473 g 09

Pruébese que si p, ge Z y q es un producto de potencias de 5 y de 2, entonces p/q es
un nimero racional con una expresion decimal que termina; es decir, a partir de
cierta posicién decimal aparece sélo el cero.

Hagase la construccion geométrica correspondiente al cociente de dos nimeros
negativos.

Pruébese que los niimeros racionales satisfacen las propiedades de la adicion y de la
multiplicacion enunciadas para los nimeros reales.

A partir de las propiedades caracteristicas dadas para los nimeros reales, pruébense
los enunciados siguientes (que nos resultan familiares):

a) a-0=0 b) —l.a=-a c) —(—a)=a

d) —a-—-b=ab e) 2a=a+a '

Se dice que los niimeros reales by, b, ..., b, forman una progresion geométrica si existe
¢ € R, llamada razdn de la progresion, tal que b; = cb;_, paratodoi = 2,.., N. Por
ejemplo: 22,2429, ..,2" Sea b,, b,, .., b, una progresion geométrica; pruébese que

b, — b
by +b,+--+b,= c—"—ll—, si ¢ #+ 1, donde c es la razén de la progresion.

c —
[Sugerencia: Llamese S, a la suma b, + b, + --- + b, y considérese la diferencia
¢Sy — Sl ’

Calculese 1a suma de cada una de las progresiones siguientes:

@) 1+5+25+4+.-+5°

b 1 1 1 1

) 1+3+5+ . + 3

C) 22424426 +... 422

d 2°+2+42%4--- 429
(Igual al niimero de granos de trigo solicitado como premio por el inventor del
ajedrez.)

(Se altera la formula si la razon es negativa?



1.15

1.16

1.17

1.18

1.19

1.20
1.21

1.22

1.23

1.24

1.25

1.26

EJERCICIOS 3

Calculense las sumas siguientes:

a) 1—b+b—...—b®
1 1 1 1,
b —3FtEoE oot

Si a 2 0, entonces (1 + a)" > 1 + na (desigualdad de Bernoulli). [Sugerencia: Ob-
sérvese que

1 —
t1+Q+a+(1+a?+--+(1+at =(—+—‘3.—1.]

a) (Se cumple x + 1 > x para todo x?
b) (Se cumple x? > x para todo x?
¢) (Se cumple x + x > x para todo x?

e a ¢ .
Sean a, b, ¢ y d niimeros reales positivos tales que 5 < 7 Muéstrese que

a+c c
b+d

<
b

; . .. a+bhb
Muéstrese que si a y b son reales positivos, entonces ./ab <'——.

Sea ¢ > 0. Pruébese que existe neN tal que 0 < 1/n < &.
Sea meN, m > 1. Pruébese que m" > n. [Sugerencia: Usese la desigualdad de
Bernoulli.]

. 1
Pruébese que para la m del ejercicio anterior y ¢ > 0, existe neN tal que — <&
, m

b
Dados a,be Rcon a < b, pruébese que a < a ; ~ € b. Si la primera desigualdad es

estricta, entonces las otras también lo son.

Resuélvanse las inecuaciones siguientes:

a) 3x+S5S<x-—-17 b) x—3>0
¢ x+1x—-2)<0 d x—-—I}x+1)>0
e) x2-2x1 f) x(x+1)=0
g x—5x+10)=0 h) 3x - 1)(x—4)=0
) (x+Dx+2)=0 ) Sx+1)x—2)<0
k) 5(x—-22=0 ) x2+3x+3>0
m) 3x2+10+320 n —-x*+2x-x<0
. 7 6 5 6 0
MRS ) T3t e=2”
. . al |al , , a
Pruébese que si b # 0, entonces o = l—b»l [Sugerencia: Escribase a = z.b.]

Pruébese que si a,beR, entonces |la| — [bl| < |a — b|. [Sugerencia: Escribase
a=a—b+ b y apliquese la desigualdad del tridngulo.]
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Resuélvanse las inecuaciones siguientes:

a) 2-2<1 b) 2x+1<1 ¢ Ix-5<2
3 -2 +3
d |x—31>7 ) X R el P
6 — 5x
g 1EEN s h) |2+ 5x<t ) xGe+ 1)) < [x + 4
3x — 2
Demuéstrese que si |x| < 1, entonces:
1 -2 3
a) s <2 b) x <=
x — 2 x + 3 2

Demuéstrese que si |x — 2| < 1, entonces |x* — 4| < 5.
Demuéstrese que si |x — 2} < 0.1, entonces |x2 — 4| < 0.41.
Demuéstrese que si |x — 2| < a, entonces |x* — 4| < 4a + a?.

Determinense los intervalos que son el conjunto de soluciones de cada una de las
inecuaciones siguientes:

I-xt<2 = ¢

a) |x] <15 b) Ix—-3l<1
3
d) ix+4<3 €) |5xf1|<§ i x+11<1
3 3
g) §x+g<45 h) 9x—2/<9

Determinense el supremo y el infimo en R de cada uno de los conjuntos siguientes:
a) S={xeQ|x2+4<6,x>0}
b) T=1{zeQ|2°—1<152>0}
1
—| p es primo
p .
[Sugerencia: Dése por sabido que hay una infinidad de nimeros primos.]
d W= {teR|*+1<3}

€) O={%ln>l}

¢) R=

N P= {%+(—1)"|n > 1}

g) U={xeRx*+x—-1<0,x<0}

Sean 4, B « R no vacios, acotados superiormente. Se define
A+ B={a+blaeA, beB};

demuéstrese que '

sup(4A + B)=supA + supB
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Galileo Galilei

(1564 a 1642)

Esta considerado como el genio que sentd las bases de la ciencia moderna al esta-
blecer una relacion entre la experimentacion y la teoria.

Como matemdtico, es uno de los mds ilustres antecesores del cdlculo, pues al
desarrollar sus estudios sobre el movimiento, inicié el camino hacia su avance
ulterior. Estudié matemdticas con un tutor privado. A los 25 afios de edad fue
conferencista en la Universidad de Pisa, y mds tarde, profesor de matemdticas en la
Universida®l de Padua.

Defendié y difundié las ideas de Copérnico sobre la teoria heliocéntrica del
universo, suscitdndose un conflicto entre él y la Iglesia catdlica (la cual le exoneré en
1983). Desarrollé el telescopio astronémico y descubrié crdteres en la Luna,

 manchas solares, satélites de Jupiter y las fases de Venus.

Propuso la ley de aceleracién para la caida libre de los cuerpos y sugirié el uso
del péndulo en los relojes.

Murié el 8 de enero de 1642, en Arcetri, cerca de Florencia, bajo arresto
domiciliario por la Inquisicion.

En forma paralela a la vida de Galileo se destacan en otras ramas de la actividad
humana, los hechos siguientes:

LITERATURA

Calderén de la Barca: El alcalde de Zalamea, 1633; La vida es suefio, 1634.
Cervantes: Don Quijote, 1605; Don Quijote (segunda parte), 1615.

Tirso de Molina: El burlador de Sevilla, 1630; El condenado por desconfiado, 1635.

MUSICA

Bataille: Primer libro de arias, 1608.
Frescobaldi: Los capricci, 1615.

PINTURA
Murillo: Virgen del Rosario, 1642.
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Rembrandt: Leccion de anatomia, 1632; Ronda nocturna, 1642.
Veldzquez: Vieja friendo huevos, 1618; Los borrachos, 1628.

CULTURA EN GENERAL

Fundacion de la Academia Francesa, 1635; primer teatro lirico, el teatro San
Lessiano, Venecia, 1637.

Yz
Z :“‘M\\M\}

Galileo Galilei
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FUNCIONES

En nuestro quehacer cotidiano se intuye la existencia de relaciones entre ciertas
magnitudes; de hecho ésta se observa al admirar la potencia de un automoévil, o
bien al intentar mover un objeto pesado usando un barrote a modo de palan-
ca, etc.

En nuestros cursos elementales de fisica se estudian tales relaciones a través de
férmulas. A continuacién, se plantean algunas de estas relaciones, de las cuales se
abstraera el concepto fundamental de funcion.

1. Ley de las palancas. Supdngase que desea levantar una caja que pesa p
kilogramos. Para tal fin utilizamos una palanca; la ventaja de hacerlo consiste en
reducir el esfuerzo para poder levantar la caja. Fijemos un punto de apoyo y
coloquemos la palanca como se ilustra en la figura 2.1.

Figura 2.1

La fuerza F necesaria para levantar la caja estd dada por
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donde p es el peso de la caja; I, la distancia del punto de apoyo a la caja, y [, la
distancia del punto de apoyo al punto donde se aplica la fuerza.

Despreciamos el peso de la palanca y consideramos, ademas, que no hay
friccion en el punto de apoyo. Obsérvese que, al dejar fijo el punto de apoyo y
aumentar la distancia de éste al punto donde se aplica la fuerza, el esfuerzo que
hay que realizar es menor.

2. Si se trata de saber la profundidad de un pozo, se recurre a lanzar una
piedra dentro del mismo. Si, por ejemplo, el sonido de la piedra al chocar con el
agua tarda mucho en llegar a nosotros, concluimos que el pozo es profundo. En
realidad, la distancia h recorrida por la piedra queda expresada por la férmula
siguiente:

h =392,

donde g = 9.8 m/seg?* y ¢ es el tiempo transcurrido entre soltar la piedra y chocar
ésta con el agua, y que es aproximadamente igual al tiempo medido en nuestra
observacién. Esta formula se conoce como «ley de la caida libre de los cuerpos»
(Galileo).

3. En nuestro curso de fisica, al tratar el tema de la electricidad, se dice que
Charles A. de Coulomb (1736-1806) descubrié cémo dos cargas eléctricas se
atraen o repelen con una fuerza inversamente proporcional al cuadrado de la
distancia que las separa (Fig. 2.2). Mediante simbolos, este hecho se representa
en la forma

F o = [2.1}
r
7\
7
iy
oy
n Figura 2.2

Es mas, la fuerza resulta ser directamente proporcional al producto de sus cargas,
con lo cual [2.17 se transforma en

F

4992
rr’

Y, Si se usa una constante de proporcionalidad, por ultimo se tendra que

q:°92
F=k——=,
2

* Valor aproximado.
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donde k = 1/4ne, y &, = 8.85 x 10712 coulombs?/newton x m?, en el sistema
MKS.

4. Masa relativista. Designese la masa de un objeto que se encuentra en
reposo con my,. La fisica muestra que, al moverse el objeto con una rapidez u, su
masa varfa de acuerdo con la férmula siguiente:

m, = ———, . [2.2]

donde ¢ es la rapidez de la luz.

La rapidez de desplazamiento de los objetos macroscépicos (incluyéndonos a
nosotros mismos) es pequeiia en comparacion con la rapidez de la luz, por lo que
m, es practicamente igual a m,. En efecto, la mecénica clasica (o de Newton) asi lo
considera.

Sin embargo, obsérvese que cuando u tiende a ¢, el denominador de la
ecuacion [2.2] tiende a ser igual a cero, y si recordamos que una constante
dividida entre una cantidad que tiende a cero tiende a infinito, se tiene que jm,
tiende a infinito!

5. Principio de Arquimedes (EUREKA). En la biografia de Arquimedes
(Cap. 1) vimos que éste hizo un importante descubrimiento que establece: un
cuerpo sumergido en un liquido es empujado hacia arriba con una fuerza F igual
al peso del liquido desplazado por el cuerpo. Lo anterior se representa como

F=P.V

donde P es el peso por unidad de volumen del liquido y V es la cantidad de
liquido desplazado.

En los ejemplos anteriores se observa que las formulas relacionan numeros
reales que representan las medidas (se escogen de antemano las unidades res-
pectivas en cada caso) de las magnitudes consideradas; por ejemplo, distancia,
tiempo, fuerza, presion, etc. Mas aun, al conocer o dar valores en una férmula
a alguna de esas medidas se determina, en cada caso, el valor de la otra medida
relacionada.

Ademas, se nota que las formulas se han escrito de manera que, al sustituir
valores en las magnitudes que aparecen en el miembro derecho de la igualdad, se
determina en forma tnica la magnitud correspondiente mostrada en el miembro
izquierdo de la igualdad. Asi, a cada numero, pareja de numeros, terna de
numeros, etc., se ha asociado, mediante estas férmulas, un unico ndmero.

En este texto se manejardn por lo general relaciones que a cada niimero
asocian un unico nimero. Se llamara funciones a dichas relaciones; muchas de
éstas se expresan mediante férmulas.

A continuacién veremos algunos ejemplos de funciones.

1. Considérese una pirdmide cuadrangular recta, cuya base tiene lado igual a x y
cuya altura es h. Entonces, la formula para el volumen V estd dada por

= {x%h [2.3]
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Figura 2.3

Asi, entonces, para cada pareja de valores (x, h) se tiene un tinico niimero que
representa el valor del volumen de la pirdmide correspondiente.
Si se asigna a h, por ejemplo, el valor 5, la férmula [2.3], en ese caso, se
transforma en
V=4x2.5,

que determina un valor tinico de V para cada valor de x. Esta relacién es del tipo
que se manejara en el texto.

2. Funcién cumpleafios. El nifio Jorge festeja su sexto aniversario el 4 de julio de
1971 y sus padres diran durante todo un afio que el nifio tiene seis afios de edad.
No sera sino hasta el 4 de julio de 1972 cuando dirdan que tiene siete afios
cumplidos, y asi sucesivamente.

Aqui se observa que a cada instante del afio posterior al 4 de julio de 1971 y
hasta el 3 de julio de 1972 se asigna el nimero 6; o sea, a cada real del in-
tervalo [6, 7) se asocia el niimero 6; a cada real del intervalo [7, 8), el nimero 7,
y asi sucesivamente.

3. Observamos que un cuerpo se desplaza en linea recta con rapidez constan-
te vo durante cierto periodo; digamos, desde el instante O hasta los 10s poste-
riores; en tal caso, su movimiento se describe por la formula x = vet, y la
variacion de t se indica como sigue: 0 < t < 10.

A partir de los 10 s, advertimos que el cuerpo se acelera con una aceleracién
constante a y que la distancia recorrida esta dada por

x = vot + 3a(t — 10)%, parat > 10
Lo anterior puede reducirse a una sola expresion; asi:
vot 0<t<10,
- {vot +5at —102 ¢ 10

4. Considérese la relacion siguiente: cada nimero real positivo x se relaciona
con y, si se cumple que y> = x. Para x # 0 no se obtiene un tnico y; 4 se relaciona
con 2 y —2 por medio de esta relacion. De hecho, esta relacion no es una funcion.
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A continuacion se define el concepto de funcidn.

DEFINICION 2.1 Una relacién donde a cada elemento de un conjunto A

le corresponde un unico elemento de un conjunto B, se denomina una funcién
de A en B.

Notacién. La funcion se designa por medio de una letra f; g, h, ... y se
denota por f:4 — B, o bien A 4 B, y el valor correspondiente a x € A se denota
por f(x).

El conjunto A se llama «dominio de la funciéon» y se denota por dom f
(si se denomina f a la funcidn). El conjunto B se conoce como codominio de
la funcidn. Y la regla de correspondencia o asociacion, es el criterio que permite
asociar a cada elemento de 4 un unico elemento de B; esta regla puede estar dada,
por ejemplo, por medio de una férmula.

Cuando una funcion esté dada por una férmula, se tiene que f(x) es igual a una
expresion analitica en x. En este caso, se llamara dominio natural de la funcién al
conjunto de todos los puntos para los cuales la expresion analitica toma un valor
definido tnico.

Se dice que dos funciones son iguales si son iguales su regla de corresponden-
cia, su dominio y su codominio, respectivamente.

En este libro se considerarin s6lo funciones cuyo dominio y codominio sean
subconjuntos de R. Estas funciones seran llamadas reales de variable real.

EJEMPLOS

1. El dominio natural de la funcién f(x) = 4(x? + 3) es el conjunto de los
numeros reales.

2. El dominio natural de la funcién g(x) = x + 1/x? es el conjunto de los
numeros reales excepto el cero. (Por qué?

3. Considérese la funcién h(x) = (x — 3)/(x?2 — 9); el dominio natural de esta
funcién son los reales, excepto el 3y —3.

GRAFICA DE UNA FUNCION

Con objeto de analizar el comportamiento de algunas funciones, consideramos su
gréfica, para lo cual sera necesario coordenar el plano, y se recurrira al concepto
de pareja ordenada de nimeros reales. Se dice que una pareja de nimeros reales
a, b es ordenada cuando se establece cudl de los dos niimeros es ¢l primer elemento
y cual el segundo; en este caso, se escribe (a, b). Asi, dos parejas ordenadas (a, b) y
(c, d) son iguales si, y sOlo si, a=cy b =d.

Considérense dos rectas x € y en el plano que sean ortogonales entre si.

Oriéntense como se indica en la figura 2.4 e identifiquense los puntos de cada
una de ellas con los nimeros reales, usando la misma unidad en las dos y
escogiendo como origen en ambas a su punto de interseccion O. En el texto
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se usara la orientacion mencionada y O sera llamado el origen del sistema de
coordenadas.

Figura 2.4

Las rectas que aparecen en la figura 2.4 reciben el nombre de ejes coordenados.
Se denomina a x eje de las abscisas y a y eje de las ordenadas.

Dado un punto P del plano, tracense por él rectas perpendiculires a cada eje
coordenado (Fig. 2.5).

vl
bb———-4P
|
|
1 -—
0 a x
Figura 2.5

Una de estas rectas intersecta a x en a y la otra intersecta a y en b; se dice entonces
que a es la abscisa del punto P, y b la ordenada del punto P, y a este punto P se
hace corresponder la pareja ordenada (a,b). (Obsérvese que se usa la misma
notacion para las parejas ordenadas que para el intervalo abierto, pero la
situacién resulta evidente dentro del propio contexto y no debe prestarse a
confusiones.)

En forma reciproca, a cada pareja ordenada (g, b) se hace corresponder un
punto P del plano de la manera siguiente: dada la pareja (a, b), se¢ marca sobre el
eje x el punto correspondiente a a, y sobre el eje y el correspondiente a b; se traza
en b una perpendicular a y; se traza en a una perpendicular a x; la interseccién de
estas dos rectas determina el punto P que corresponde a la pareja ordenada (a, b).

Ejercicios
1. Localicense los puntos siguientes en el plano:
a) (7,-3) b) (=1,-1) ) 0,0 d 8,3
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2. Digase cudles son las abscisas y las ordenadas de los puntos siguientes
del plano:
a) (0,1) b) (v, %) ¢ (=033 d G3)

Considérese el conjunto de todas las parejas ordenadas de nimeros reales
(x, f(x)) en donde x es cualquier nimero localizado en el dominio de la funcién y
f(x) el valor de la funcién en el punto x. Este conjunto define lo que llamamos
grdfica de la funcion f, o sea, grafica de /= {(x, f(x)| x e dom f}.

Como ejemplo, témese la funcion f(x) = x2. En este caso, la grafica contiene
todas las parejas ordenadas (x, x?), donde x pertenece a los numeros reales; asi,
entre una infinidad de parejas ordenadas, las mencionadas a continuacién
pertenecen a la grafica de la funcién f(x) = x2, y son, a saber, (-2, +4), (-1, 1),
0,0), (1,1), (2,9, (\/5, 2), (m, n2), (0.1,0.01).

Preguntemos si (—3,5) pertenece a la grafica de la funcién estudiada: la
respuesta es no. (Por qué?

Por lo ya visto, es posible identificar cada elemento de esta grafica con puntos
en el plano y obtener asi la figura 2.6. Esa coleccion de puntos del plano también
se conoce como grafica de la funcion f. En general, esto puede hacerse para todas
las funciones cuyo dominio y codominio son subconjuntos de R.

Una forma de obtener una aproximacion a la grafica de la funcion es por el
método de tabulacidn, que consiste en localizar cierto nimero de puntos de la
grafica y, posteriormente, unirlos.

Fl modo de unirlos viene dado por ciertas propiedades de la funcién, que se
conoceran mediante los conceptos que se estudiaran mas adelante (continuidad,
méximos y minimos, puntos de inflexion, etc.), indicindonos si la grafica de la
funcién se rompe, se dobla, como se dobla, si tiene picos, etc.

Conocer la funcién implica que podemos construir su grdfica, pero conocer algunos
puntos de la grdfica, jno implica conocer la funcion!

v

Figura 2.6

A continuacion, se ilustra el método de tabulacion para obtener la grafica de la
funcién mencionada anteriormente f(x) = x? (véase Fig. 2.7).
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TABLA 2.1 (—4,16) A @, 16)
x S(x)
-4 16
-2 4
-1 1
0 0 (=2,9) 2.4
1 1
2 4 (-1,1) 1,1
3 9 0
4 16
Figura 2.7

En el codominio de una funcién podemos distinguir un subconjunto que
recibe el nombre de imagen de la funcién y cuyos elementos son todos los valores
de la funcién. Al denotar por im f a la imagen de la funcién f, se tiene que

im f={y|y = f(x), x en el dominio de f}.

A menudo interesard més la imagen de la funcién que su codominio. En el
caso en que im f coincida con el codominio de f, se dice que f es suprayectiva.

FUNCIONES LINEALES

Una funcién lineal es cualquier funcién cuya regla de correspondencia estd dada
por una férmula del tipo

f(x) =ax + b,

donde a y b son constantes; el dominio natural de toda funcién lineal son los
nameros reales.

EJEMPLOS
1. f(x)=2x+1 2. f(x)=x+10 3. f(x)=x
4 f(x)=x+3 5. f(x) = x/4
Entre las funciones lineales pueden distinguirse los casos particulares siguien-

tes: )

Constante.

fx)=b

2. Identidad.
I(x) = x

3. Traslacion.
JxX)=x+b
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4. Simetria.

Sx)=—x
5. Homotecia (dilatacion o contraccion).

J(x) = ax

La grafica de cualquier funcién lineal es una recta (Fig. 2.8).

1)
b
\ﬂ_-—_/ 4:
/ bla 0 x

Fig. 2.8 Grafica de la funcion f(x) =ax + b (con a # 0).

Para los casos particulares se tiene en especial:
Constante: f(x) = b.

v}

14

[=)
=

Identidad: I(x) = x.

v ]




FUNCIONES LINEALES 45

Traslacion: f(x) = x + b.

y y

2 e

/ 0 x V x
b>0 b b<0

Simetria: f(x) = —x.
y
0 x
Homotecia: f(x) = ax.
y A
-
0 X

Fig. 2.9 La familia de rectas corresponde a distintos valores de a.
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Funcién polinomial. Se designara con el nombre de funcién polinomial a
cualquier funcion cuya regla de asociacion esté dada por una férmula del tipo

f(x) = ax" + a,_;x""1 + -+ + a,,

en donde n es un numero natural o cero y los coeficientes a; son nimeros reales.
Estas funciones tienen por dominio natural a los nimeros reales.

Se dice que el grado de la funcién polinomial es n, si a, + 0, y ademés a, = 0
para todo k > n; cuando n = 0, la funcién polinomial es una funcion constante, Si
S(x) = 0 para todo x, se conviene en asignar el grado — oo a la funcién polinomial,
aunque otros autores no se lo asignan.

Si el grado de la funcién polinomial es 1, se obtiene una funcidn lineal; a saber,
f)=ax+b (a#0)

Si la funcion polinomial es de grado 2, recibe entonces el nombre de funcién
cuadrdtica, y es de la forma:

fx)=ax>+bx+c (a#0)

Sia>0,b<0yc=0,su grafica es similar a la de la figura 2.10(a).
En la figura 2.10(b) se tiene el caso en que a <0, b =0y ¢ = 0.

g
\ /

(a)

Figura 2.10 (b)
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Si es de grado 3 6 4, la funcién polinomial se conoce como ciibica o cuartica,

respectivamente.
Funcion racional. Es una funcién g cuya regla de correspondencia se
expresa como el cociente de dos polinomios, a saber,
( ) anx”+a,,_1+"'+ao
x) = ;
I ™ 4 by ™ L 4 4 by

g esta definida para todos los valores de x en los que no se anula el de-

nominador.
Funcion valor absoluto. Esta funcién se define como f(x) = |x]; el signifi-
cado de |x| se estudio6 en el capitulo anterior. La grafica de esta funcion aparece

en la figura 2.11.
v A

Figura 2.11

Funcién mayor entero, menor o igual que [x]. Esta funcion se define

como el mayor entero que es menor o igual que x; por ejemplo, [3.14] = 3;
[2.14] = 2; [0.1] = 0; [-2.1] = —3; [—1.9] = —2; su grafica aparece en la
figura 2.12. Notese que coincide con la funcién que llamamos, en los ejemplos, la

funcién cumpleafios.

o4
-—

—
0 L -
A x bl

-—
——
Figura 2.12
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Las funciones trigonométricas son de suma importancia y han sido utilizadas
desde tiempos remotos en problemas donde intervienen métodos de triangulacion
como los de astronomia, navegacion (sextante, astrolabio, etc.) y mediciones in-
directas, tales como alturas de piramides, anchuras de rios, etc. Se conocen ta-
blas de senos que datan del siglo 1t a.C.

Para definir estas funciones, considérese en el plano coordenado el circulo
unitario, es decir, aquel cuyo centro es el origen O del sistema y cuyo radio es igual
a uno, y definase una funcion de la recta sobre el circulo de la manera siguiente:

Enrdllese la semirrecta positiva en el circulo unitario comenzando en el punto
Py =(1,0), en el sentido positivo, o sea, el contrario al movimiento de las
manecillas del reloj; es decir, dado 8 > 0, le hacemos corresponder el punto P, del
circulo, tal que el arco PyP, recorrido en sentido positivo es de longitud 6. En
forma andloga, la semirrecta negativa se enrolla en el sentido negativo, o sea,
aquel en que las manecillas del reloj avanzan a partir del punto Py; es decir, dado
0 < 0, le hacemos corresponder el punto P, del circulo, tal que el arco PyP,,
recorrido en sentido negativo, es de longitud |6|. (Fig. 2.13)

Figura 2.13

En ambos casos, se conoce a § como una medida radian del 4ngulo PoOP,.

En la tabla 2.2 se indica la correspondencia entre algunos puntos de la recta y
puntos del circulo unitario. »

Se sabe que la longitud del circulo unitario es igual a 2x; por tanto, cada uno
de los intervalos [0, 2z] y [2#, 4], por ejemplo, cubre el circulo unitario (en la
Tabla 2.2 se observa que los puntos 0 y 2z van a dar al mismo punto P del
circulo). Por la misma razén tenemos, ademas, que los nimeros reales 0 y 6 + 2n
estidn asignados al mismo punto del circulo. En general se tiene

Py = Pg42nm) [24]
donde n es un nimero natural arbitrario o cero.
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TABLA 2.2

0 P, R X
Tt/2 » (0’ 1) : e TIEL

n (-1,0) :

32n ©, 1)

2 (1,0) — N S A
—n2 ©, —1)
—-3/2n ©,1
~Tan | (J2124/22)

0 (1,0)

A continuacién, se define una funcién cuyo dominio natural es el conjunto de
los nimeros reales y que asocia a cada 6 la ordenada del punto P,. Obsérvese que
la ordenada del punto P,, en la figura 2.13, es igual al seno del dngulo PoOP,.

Esta funcion se llama funcion seno, y se denota por sen; por tanto, sen:R — R
y sen § = ordenada de P,.

Del mismo modo, ya que la abscisa de P, es igual al coseno del angulo PoOP,,
la funcién cuyo dominio es el conjunto de los niimeros reales, y que asocia a cada
0 la abscisa de P,, se denomina funcidén coseno, denotandola por cos; es decir,
cos:R — R, y cos 8 = abscisa de Py. Como P, es un punto del circulo unitario, es
claro que

sen?@ + cos?f =1

para todo 0.
De acuerdo con la tabla 2.2, se tienen los valores siguientes para las funciones
Seno y coseno:

TABLA 2.3

0 sen @ cos 0
nf2 1 0
n 0 -1
3/2n -1 0
2n 0 1
—nf2 -1 0
-32n 1 0

—7/4n V212 V22

De la ecuacion [2.4] vemos que

sen § = sen (0 + 2nn)

y : [2.5]
cos § = cos (6 + 2nn),

donde n es un nimero natural arbitrario o cero.




50 FUNCIONES

Se dice que una funcién f'es periddica si existe T > 0 tal que f(x + T) = f(x),
para todo xedom f, y que T, es su periodo si T, es el minimo nimero positivo
que satisface la condicion anterior.

Se nota que tanto sen como cos tienen como periodo a 2.

Graficas de las funciones seno y coseno

Por la definicion de la funcién seno, cada punto (6, sen 6) de la gréfica de esta
funcién tiene la misma segunda coordenada que el punto P,. Por tanto, para la
grafica de la funcién seno puede utilizarse la figura 2.14(a).

Cuando 6 toma valores entre 0 y /2, la ordenada del punto P, varia desde 0
hasta 1. Entre n/2 y =, la ordenada decrece desde 1 hasta 0. De n a 3/2x, la
ordenada se hace negativa y varia entre 0 y — 1. Por tltimo, de 37/2 a 2=, la
ordenada de Py, es decir, el seno de 8, crece desde —1 hasta 0. Como ya se
observd, la funcidn seno se repite en intervalos de longitud igual a 2n. Asi, la
grafica de la funcién seno es la indicada en la figura 2.14(b).

(@)

|
|
I
!
1

(b)
Figura 2.14
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A partir de la formula
cos 6 = sen (6 + =nf2),

la cual se probard mas adelante [Ec. (2.12)], se sigue que la grafica de la funcién
coseno es

l\—3l27t -7 /\n/2 n /
—2n \/—n/Z 0 \/3/27: 2n x

Figura 2.15

Otras funciones trigonométricas

Existen otras funciones trigonométricas, definidas en términos de seno y coseno.
Dado un real 6, se definen las funciones: tangente (tan), cotangente (cot),
secante (sec) y cosecante (csc) por medio de las férmulas siguientes

sen §
tanf = ——
cos @
cos @
to =
° sen @
0 1
sech = ——
cos @
1
0 =
ose sen §

El periodo de tan y cot es m, y el de sec y csc es 2n. A continuacién, aparecen los
dominios naturales de cada una de estas funciones:

dominio natural
tan, sec {0eR|0 # (2n + 1)n/2, n entero}
cot,csc  {#eR |0 + nm, n entero}
Obsérvese que en los casos de la tangente y la secante se han excluido, para el

dominio natural, los valores para los que el coseno se anula y, de la misma
manera, con la cotangente y la cosecante, los valores donde el seno se anula.
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Grifica de la funcién tangente

En virtud de que tan(6 + n) = tan § (véase Ejercicio 2.16), basta determinar la
porcién de la grafica correspondiente al intervalo (—=/2, n/2).

(1,tan 6)
P, AT

B o ____

1
I
I
I
|
[
|
|
|
T
i
I
l
=
-
X

sen 0 72

i

1

op—-————

=

0 cos@ x —nf2

T e

-—— e - - ——————— —_——— ] —— ————

Figura 2.16

Graificas de las funciones cotangente, ‘
secante y cosecante

Las graficas de estas funciones se obtienen en las correspondientes a la tangente, el
coseno y el seno. En el capitulo 1 vimos que el inverso de un nimero real se
encuentra mds proximo o mas lejano del cero (en el sentido positivo o negativo)
segun x esté mas lejano o mas proximo a cero (en el sentido positivo o negativo),
respectivamente; por tante, debe ser intuitivamente claro que las graficas de estas
funciones son las de la figura 2.17.
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b o e e — — ———— —

(@) y=cotx

(b) y=secx

Figura 2.17
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sen

—2zl "1 ““\I “75/2 0 |7 (3/2|)7t L

(¢) y=cscx

Figura 2.17 (continuacidn.)

Relaciones trigonométricas

A lo largo de esta obra, seran de utilidad las relaciones siguientes:

sen(f + n) = —sen @

2.6
cos(@ + ) = —cosf [26]

Demostracion Dado un numero real 0, se tiene que Py y Py, , son
simétricos respecto al origen (recuérdese que la longitud de la circunferencia del
circulo unitario es 2x), o sea, O es el punto medio del segmento PyP, . . (Fig. 2.18),
de donde

cneffl L w L eoc A
2
en (A + m 4+ sen f

2

= 0,

Por tanto, se tienen las relaciones [2.6].
cos (—0) = cos (),

27
sen (—8) = —sen(6) [2.7]

Demostracion Es evidente que los puntos P, y P_, son simétricos
respecto al eje x. Por consiguiente, se tiene la ecuacion [2.7], pues las primeras
coordenadas de Py y P_g4 son iguales y las segundas son simétricas (Fig. 2.19).
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' ; y
\\P,, (cos @, sen 6)
[}
0 x
Py fcos(0 + m),sen (8 + =)
Figura 2.18
y 4
Pglcos 0, sen 6)
0
0 x

P_q(cos (—0),sen (—8))

Figura 2.19

55
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Férmulas para cos (0, +0,) y cos (0, — 0,
Sean 6, y 8, dos numeros reales. (Véase Fig. 2.20.)
(PoPy, ,q,)* = (cos(8, + 0,) — 1)> + sen2(8, + 0,)
=2—2cos(f, +6,)

[

Py

Figura 2.20

Por otro lado, este ultimo resultado no se altera si hacemos una rotacién de
—0, radianes.
Es decir,

(PoPo,+,oz)2‘= P-o,Po,z [2.8]
Por otra parte,
(P_g,Pq)* = (cos 8, — cos(—0,))* + (sen b, — sen(—()zk))2
=cos2 0, — 2cosf, cos(—0,) + cos?(—0,) + sen?f, — 2sen b,
sen (—0,) + sen? (—0,)
=2 —2(cosB,cos(—8,) + senf, sen(— 02))
=2 —2(cosf, cosf, —senf, sen §,).
La ultima igualdad se sigue de las relaciones [2.7].
Si se sustituyen en la ecuacion [2.8] los valores correspondlentes resulta

cos(f, + 0,) = cosf,cosf, —senf, senb, [2.9]
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Al aplicar las ecuaciones [2.7] y [2.9], se obtiene

cos (0, — 0,) = cos ), cos 0, + sen §; sen 6, [2.10]
En particular,
cos(@ + mf2) = —sen y cos(d — n/2) =send [2.11]
De estas relaciones se siguen
sen(@ — nf2) = —cos(f) y sen(d + mf2) = cosh [2.12]

Férmulas para sen (0, +0,) y sen (0, — 0,)
De la segunda relaciéon que aparece en [2.11], concluimos
sen(f, + 6,) = cos(0, + 0, — n/2)
Al aplicar [29] a 8, y 0, — n/2 y emplear de nuevo [2.12] y [2.11], se tiene
sen(6, + 0,) = senf, cos 6, + sen B, cos b, [213]
Por ultimo, de manera semejante a como se obtuvo [2.10], se_ﬁéflé

sen (9, — 0,) = sen 0, cos§, — sen H, cos b, [2.14]

Relaciones para las otras funciones trigonométricas
1 + tan? @ = sec? 9 [2.15]
1 + cot? 6 = csc? 0 [2.16]

La primera formula se sigue al dividir entre cos? § cada miembro de la igualdad
sen? 0 + cos? 0 = 1

En forma semejante se obtiene [2.16]

tan @, + tan @
tan (9, + 0,) = ta‘n 5 tan; [2.17]
- 1 2

Demostracion

sen (91 -+ 02)
b)) = — L=
cos(f; + 6,)
Asi,
sen @, cos 0, + cos 0, sen 0,
cos B, cos B, — sen @, sen'f,

tan (01 + 02) -

Al dividir numerador y denominador entre cos 0, cos 0,, se sigue la ecua-
ciéon [2.17].
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Suma, resta, multiplicacién y divisién de funciones

Sean f'y g dos funciones reales de variable real. Se definen las funciones f + g,
f—9. fg y flg mediante

(f + 9(x) = f(x) + g(x),
(f — 9)x) = f(x) — g(x),
(f9(x) = f(x)g(x),
(flg)(x) = f(x)/g(x)

El dominio naturl de las tres primeras funciones es la interseccion de los
dominios de f'y g, pues s6lo para los puntos de esta interseccion tenemos definidos
los valores de f(x) y g(x).

El dominio natural de f/g es el subconjunto de la interseccion de los dominios
de f'y g formado por los puntos x para los cuales g(x) # O, pues la divisién entre
cero no tiene sentido.

Dado que estas operaciones se definen en términos de las correspondientes
para los numeros reales, las propiedades asociativa, conmutativa y distributiva
son validas para las operaciones de suma y producto de funciones.

EJEMPLOS
1. Sean f(x) = x> ~ 1 y g(x) = 2senx — 1. Se tiene que

(f + gix) = x? + 2senx — 2
2. Sean f(x) = x> — 1 y g(x) = 2senx — 1. Se tiene que
(fgl(x) = 2x*senx — x? — 2senx + 1
En estos dos ejemplos resulta que dom(f+ g) =dom(fg) = RnR =R

3. Sean f(x) = x2 — 1 y g(x) = 2sen x — 1. Entonces,

2 __ | S
(fla)x) = —

" 2senx — 1.

Aqui dom (ffg) = R — {r/6 + 2n=n, con n entero}.
4. Sean f(x) = x> — 2 y g(x) = x + 2. Entonces,

x2 =2

(flg)x) = Y132

En este ejemplo, dom (f/g) = R — {-2}.

Obsérvese que (x2 — 4)/(x +2) = x — 2 para x + —2.

Sin embargo, (f/g)(x) = (x? — 4)/(x + 2) no es la misma funcién que
h(x) = x — 2, ya que sus dominios de definiciéon son distintos.
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LA INVERSA DE UNA FUNCION

Se dice que una funcion es creciente (estrictamente creciente) si x > y implica que
f(x) =2 1) (f(x) > f(»)- La funcidn decreciente se define analogamente.

Como ejemplos de funciones crecientes tenemos a x, y x> y sus graficas
aparecen en la figura 2.21.

@ b

Figura 2.21

Nétese que cualquier funcidn estrictamente creciente (estrictamente decrecien-
te) tiene la propiedad siguiente:

x #y=f(x) 1)

Las funciones que satisfacen esta propiedad se denominan funciones inyec-
tivas.

De acuerdo con lo anticipado, de aqui en adelante nos referiremos a la imagen
de la funcién y no al codominio de la misma.

Sea f:4A — im f. Si f es inyectiva, entonces para cada y € im f, existe un tnico
x € A, tal que f(x) = y; es decir, en este caso se tiene un criterio que permite
asignar, de manera unica, a cada elemento en im f, un elemento del dominio de
la funcién f. En otras palabras, podemos definir una funcion g:im f - 4 como
g(y) = x si f(x) = y. Esta se llama funci6én inversa de f y se denota por f 1,

Observe que si f no es inyectiva, la regla de asociacion propuesta podria
asociar a cada elemento de im f dos 0 mas elementos de A, por lo que no se
tendra establecida una funcién. Por ejemplo, sea f:R —» R™ con f(x) = x?; en
tal caso, el nimero 4 es la imagen de 2 y —2. Asi, el criterio propuesto no
asigna un nimero tnico al 4.
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Ejemplos de funciones inversas

1. Sea f(x) = x. Aqui f~(y) = y.
. Sea f(x) = ax + b, donde a # 0. En este caso, f ~}(y) = y/a — b/a.
3. Sea f(x) = (2x + 1)/(x + 3),donde x # —3.
Eneste caso, f 7 (y) = (1 = 3p)/(y —2) e im f = R — {2}.

En los ejemplos anteriores se considerd, aunque no en forma explicita, y =£(x)
y se despejé x en términos de y; asi se obtuvo la expresiéon para f~'(y) = x.

Si se procede asi con la funcién y = x?, entonces x = i\/; (esta relacion no
determina una funcién en im f).

4. Sea f(x) = x>. En este caso, f~!(y) = ¥/).

A continuacion se sugiere (sin prueba) una técnica para obtener la grafica de la
funcion inversa a partir de la grafica de la funcién original.

Paso 1: Dibujese la grafica de f. Paso 2: No se consideren orientados los ejes.
y
0 x 0
Paso 3: Refléjese respecto al eje x. Paso 4: Girese el plano 90° en sentido positivo.
/
/ VR
/
/
/
] ,
Ve
s
-~
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Paso 5: Vuélvanse a orientar los ejes en la forma usual.

v

Ejercicio A partir de la grafica de la parabola ciibica

v

Y

obténgase la siguiente, que es la de su funcién inversa.

v

Grafica de la funcién 3/x

61
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Las funciones trigonométricas no son inyectivas, puesto que al ser periodicas
toman valores iguales; por ejemplo, en puntos de sus dominios que difieren en el
periodo (n para tan y cot, 2n para las restantes).

Por tanto, las funciones trigonométricas no son invertibles. Sin embargo, si se
restringe en forma adecuada su dominio, se obtienen otras que resultan invertibles
y cuyas funciones inversas se llaman funciones trigonométricas inversas.

Definicién de las funciones trigonométricas inversas

Restrinjamos el dominio de la funcién sen a [ —n/2, z/2]. Esto da origen a una
funcién que se denotari por Sen. Es decir,

Sen: [—n/2,7/2] - [—1,1]

Sen x = sen x para x e[ —n/2, n/2]

Es claro que la funcién Sen es inyectiva (Fig. 2.22) y, por consiguiente, existe
su inversa.

v

|
N|AT

Fig. 2.22 y = Senx.

La funcién inversa de Sen se denota por ang sen.

Por la definicion de la funcion inversa, vemos que ang sen tiene por dominio el
intervalo [—1,1] y por imagen [—m/2, n/2]. Ademas, para cada xe[—1,1],
ang sen x es el Unico real y e [—n/2, n/2] que satisface la ecuacion sen y = x.

La expresion ang sen x se lee «angulo cuyo seno es x».
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A continuacion aparecen algunos valores de ang sen x en forma tabular.

x ang sen x

nf2

1
S| w3

11./2 /4 ‘
0 0

—-1/2 —nf6

La grafica de la funcion ang sen (Fig. 2.23) se obtiene por el procedimiento ya

indicado.
y

.
Ll
NN

Fig. 2.23 y = angsen x.

Las restantes funciones trigonométricas inversas se definen en forma semejan-
te. A continuacion, se dan los dominios ¢ imagenes de estas funciones, y sus
graficas aparecen en la figura 2.24.

Dominio . Imagen
(a) angcos [-1,1] [0, =]
(b) angtan (—oo, o0) (—n/2,n/2)
(c) angcot (- o0, o0) 0, n)

(d) angsec (—o0, —1]JU[l, ) [0, #/2) U (=/2, =]
() angesc (—o0, —1] U1, ) [—7/2,0) v (0, n/2]

Las expresiones ang cos x, ang tan x, etc., se leeran «dngulo cuyo coseno es x,
dngulo cuya tangente es x», etc.

Las funciones introducidas se llaman algunas veces ramas principales de las
relaciones trigonométricas inversas, para distinguirlas de aquellas que se obten-
drian al restringir los dominios de las funciones trigonométricas a conjuntos
distintos de los sefialados, pues, como puede observarse, la manera de restringir
esos dominios para obtener funciones invertibles no es tinica.
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v
y
+n
n
2
n
2 -1 0 1
t } -
X
1 0 — - —— — — —— . — — — . — —— —
_'1 1r x _r
2
(a) y = angcosx (b) y =angtanx
v y!

y=rmn

——__—'_""_—:.'_‘3"' ——————— __3
\_2 / 15
h I P

| | \ y 5 /-—-

" 1
¥ T T T T '

—4-3-2-19 1 2 3 4x D S S o) B S R
(¢) y =angcotx d) y=-angsecx
v
44
34
24

, 1l
-4 -3 -2 -1

2\ o 1 3 3 4x
T-1

+-2

+-3

+—4

(¢) y=angcscx

Figura 2.24
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COORDENADAS POLARES

Coordenadas del plano distintas de las cartesianas

En esta seccién se introducen coordenadas del plano distintas de las cartesianas.
En geometria, las coordenadas cartesianas se utilizan para dar una descripcion
rigurosa de ciertos objetos planos, como curvas planas, regiones del plano
acotadas por curvas cerradas, etc.

El objeto de introducir estas coordenadas, llamadas polares, es ampliar y, en
algunos casos, facilitar tal descripcion.

En el caso de las coordenadas polares denotamos a las coordenadas por (r, 6),
segun las razones expuestas mas adelante. Para asociarlas con los puntos del
plano, se hace lo siguiente: Se fija un punto O en el plano llamado polo y una
semirrecta que parte de ¢l llamada eje polar: dada (r, ) se considera la semirrecta
que a partir de O forma un angulo 6 (en radianes) con el eje polar; después se
completa ésta a una recta /, y le asociamos distancias, a partir de O, positiva
en la direccién 0 y negativa en la direccién contraria; ahora se asocia a (r,0)
el unico punto P sobre esta recta tal que la distancia dirigida de O a P sea
exactamente r. En este caso, se dice que P tiene coordenadas polares (r, 8)
0 que (r, ) son coordenadas polares para P.

Figura 2.25

Observaciones

1) Si 6 es mayor que 0, la direccién se determina en sentido contrario al

movimiento de las manecillas del reloj, y si # es menor que 0, en el sentido de su
movimiento.
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2) Puede observarse que infinidad de parejas (r, 6) van a dar a un mismo punto
P; o en otras palabras, un mismo punto P tiene infinidad de coordenadas pola-
res, pues 0, 8 + 2n, 0 + 2nm, ..., determinan la misma direccién; por tanto, (r, 6),
(r,0 + 2n),(r,0 — 2n), .., (r, 0 + 2nm), con n entero, son algunas de las coorde-
nadas polares posibles para un mismo punto P.

3) La direccién contraria a la dada por el valor § esta determinada por 6 + =;
por tanto, las parejas (r, 6) y (—r, 8 + n) son dos coordenadas distintas para un
mismo punto P.

4) Sean P un punto del plano, distinto del origen, y (r, #) unas coordenadas
polares para P; si suponemos, primero, que r > 0, entonces P estd en la semirrecta
que pasa por el polo O y forma una direccion 6 respecto al eje polar. Demos ahora
otras coordenadas (v, §') para P. Si r' > 0, de nuevo P estd en la semirrecta de
direccion @' que pasa por O y & determina la misma direccion que . Asi,

0 =6 + 2nn, con n entero;

PQ,97/4)

405°

;o2  0(~2,37/2)

L

3n/2

l 0

0 R(1,0) R(-1,m)

Fig. 2.26 Tres casos de puntos con dos coordenadas distintas.
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asi mismo,

o sea,
(r',0) = (r,6 + 2nn).

o

—90°

P(1, —n/2)

Fig. 2.27 Puntos con unas coordenadas (r,8) con 6 < Q.

Si ¥ < 0, entonces, segiin 3), otras coordenadas para P son (—r, §'+ =), donde
ahora —r' > 0, pero, de acuerdo con lo anterior, —r' =r y '+ n = 0 + 2nn,
con n entero, de donde

r=—-r, =0—-—n+2nm=0+n+2nn, conn =n-—1

Se ha probado asi que, dadas unas coordenadas polares (r, §) para P conr > 0,
cualesquiera otras coordenadas de P son de la forma

(r,0 + 2nm) o (—r,0 + n + 2nm), con n entero.

Para r < 0, se verifica lo anterior de forma analoga (Fig. 2.28).
P(—-r,0+n)

P(r,0)conr >0
P(r, 0 + 27) 0+n
8 p \e
0 -~ £ —_

Figura 2.28

5) Esta funcién que establece coordenadas para puntos del plano es suprayecti-
va, es decir, todos los puntos del plano P estan asociados con alguna pare-
ja ordenada (r, 6). En efecto, dado un punto del plano P distinto del polo, con-



68 FUNCIONES

sideremos la semirrecta que pasa por el polo O y por P. El eje polar y esa
semirrecta forman un dngulo 6,, tnico, tal que 0 < 8, < 2r, y P dista r,, del polo
con r, > 0; asi P sera el punto asociado a la pareja (ro, 0,).

Estos valores, ro y 6o, se llaman coordenadas polares principales de P
(Fig. 2.29).

P(rg, 60)

bo

0

Figura 2.29

6) El polo O es ¢l asociado de cualquier pareja de la forma (0, ).

CURVAS

Con métodos de geometria analitica, se describird, en forma polar, una curva
plana asociandole, de ser posible, una ecuacion del tipo

F(r,0) =0 [2.18]

donde F(r, 6) es una funcién real de los parametros r y 6.

Dicha ecuacidn es un modelo numérico de la curva y «funciona» de manera
analoga a ella; mediante este modelo puede determinarse la tangente en un
punto de la curva, la longitud de ésta, puntos de interseccion de dos o mas
curvas, etc.

Dada también una ecuacion del tipo [2.18], es posible determinar una tnica
curva plana asociada a ella. Asi puede establecerse una correspondencia entre
ciertas curvas planas y sus ecuaciones en coordenadas polares. En forma esque-
matica, se tiene

curva I en el plano — ecvaciéon F(r,0) =0 - curva I’
Para precisar estas ideas, revisemos el sentido de
ecuacion F(r,8) = 0 - curva I'

Dada una ecuacién del tipo [2.18], primero se considera el conjunto de todas
las parejas ordenadas de reales (r, 6) que satisfacen [2.18], y en seguida se define la
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curva I asociada a [2.18] como el lugar geométrico de todos los puntos F del
plano asociados a esas parejas ordenadas (r, 6). Asi, P pertenece a la curva I' si es
el asociado de alguna (r, 6) tal que

F(r,0) = 0

A la inversa, si una curva I" del plano puede interpretarse como el lugar
geométrico de los puntos del plano que satisface cierta condicion, la que a su vez
puede interpretarse algebraicamente por medio de una ecuacién del tipo

G(r,0) = 0, [2.19]

entonces se asocia a la curva I" esa ecuacion. Es decir, esta asociacidn se establece
cuando todo punto P de la curva I tiene coordenadas (r, 6) tales que satisfacen
[2.19] y, a la inversa, si una pareja (r, 6) satisface [2 19], el punto P correspondien-
te a esa pareja pertenece a I

Ejemplifiquemos estos conceptos.

EJEMPLOS
1. Considérese la ecuaciéon polar-
r—2=90
y tabilense algunos valores (r, 8) que cumplan con la igualdad
2, 7/2)
2, n/4) r ]
2 0
2. nf4
2 n|2
2 n
2,0) ~ (2,2
2 5 2,0) ~ (2,2n) - 5 in
2 2n
23n

Esta curva ¢ consta de todos los puntos que distan 2 del polo; por tanto, & es
un circulo con centro en 0 y radio 2.

2. Considérese la recta que pasa por 0 y forma un angulo « con el eje polar;
supdngase que 0 £ a < n (Fig. 2.30).
Asi, la ecuacién polar de tal recta es

0=0o [2.:20]
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Py(r,a)conr >0

Qy(-r,®)con —r <0

Figura 2.30

En efecto, si P # O estd en la recta, en ese caso P estara en la semirrecta
con direcciéon a o en la semirrecta con direccién a + n. En el primer caso,
tendra coordenadas (r, @) con r > 0; en el segundo, (—r, a) con r > 0; por tan-
to, P tendra siempre coordenadas polares cuya segunda componente es igual
a o, mismas que satisfardn [2.20]; obsérvese que si P = 0, entonces sus coor-
denadas (0, ) satisfacen la ecuacion.

Considérese la ecuacién

r=1—cos0
Para estudiarla, vemos su analoga cartesiana:
y=1—cosx, [2.21]

a partir de la cual se obtienen relaciones entre direcciones y distancias
dirigidas (véase Fig. 2.29).

De la figura 2.31 se obtiene la grafica de [2.21] desplazando una unidad
hacia arriba la grafica de —cos x (Fig. 2.32).

De esta figura se obtiene la informacién siguiente:

Para el intervalo [0, ] la funcién 1 — cos x toma todos los valores entre
0y 2, y la grafica es simétrica respecto a la recta x = 7.

En vista de esto, la grifica de la ecuacion polar r =1 —cosf@esladela
figura 2.33. A esta curva se le llama cardioide.
Considérese un circulo con centro en un punto P del eje polar y radio igual a
OP positivo; estableceremos su ecuacion polar. (Véase Fig. 2.34.)




CURVAS n

3/2z 2n x

nf2 T 3/2n ,2n

Fig. 2.31 Gréficas de cos x y de — cos x, la segunda de las cuales se obtiene reflejando la
primera respecto al eje x.

nf2 n 32r v 2r x

Fig. 2.32 Gréafica de y = 1— cos x.
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) m l |
\1) r |

Fig. 2.33 Grafica de r =1 — cos 6.

Q

900
0 |
w B |

Figura 2.34

Hagase a = OP. Si Q es un punto cualquiera del circulo y el 4ngulo SOQ mide
6, entonces, por geometria elemental, se tiene

0
cosf = O—g; por tanto, OQ = 0Scos 0,

y asi la ecuacién en coordenadas polares de ese circulo es

r =2acos@
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Si tenemos dado un sistema de coordenadas cartesianas para el plano, en-
tonces es posible dar una relacion con un sistema coordenado polar para éste.
Esta transformacion de coordenadas modifica también la escritura de la ecuacion
cartesiana F(x, y) = O de una curva I' cualquiera, en el plano, a una ecuacién
polar G(r, 8) = 0 correspondiente a la misma curva.

Para efectuar tal transformacion se hace coincidir el polo O con el origen y el
eje polar con el semieje x no negativo (se incluye el origen) (Fig. 2.35).

v A

P P(x, )

x4 + y

Figura 2.35

De la figura 2.35 se deduce que para un punto arbitrario P distinto del origen,
se tiene :

r=0P = x2 + y2,
send = — > cos Y [2.22]
S Y =?= .
x2 +y2 x2 +y2 -

Encontramos coordenadas polares (r, 8) para P a partir de [2.22], tomando en
cuenta que, para hallar 0, es necesario observar en qué cuadrante se localiza P, y
entonces calcular el valor correspondiente de § mediante tablas trigonométricas.
Si P es el origen, entonces podemos darle las coordenadas polares (0, §), en ese
caso, con # arbitrario. _

En forma reciproca, para pasar de coordenadas polares a cartesianas, se
sobrepone el eje x con el eje polar y el origen con el polo 0.

Sea P un punto distinto del polo con coordenadas polares (r, §), y supdngase
primero que r > 0, entonces P esta en la semirrecta que, al pasar por 0, forma un
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angulo 6 con el eje polar (ahora semieje x no negativo). De acuerdo con la figura
2.35, se tiene

sen6=X; x =rcosé,
r
[2.23]
x
cosf =—; y=rsenf
r
y (™
A
P(r,0)

Figura 2.36

Si las coordenadas (r,0) de P son tales que r < 0, entonces P estd en la
semirrecta que pasa por O y tiene una direccion 6 + , contraria a la direccion 6, y
OP = —r, —r > 0. Del planteamiento anterior, se observa que

x = —rcos(0 + =),
y=rsen(f + n)

Si se usan las férmulas para el seno y el coseno de la suma de dos dngulos, se
tiene

—ricos@cosm — senfsenn) = —r(—cosB) =rcosh,
—r(senfcosn + senncosf) = —r(—senf) = rsenf
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Las dos ultimas igualdades verifican [2.23] cuando r es negativo. El polo tiene
2 (0,0) como coordenadas cartesianas.
Obsérvese que

rcos(@ + 2n) = rcos 6,
rsen(f + 2n) = rsen 8

—rsen(@ + n + 2nn) = rsen§,
—rcos(@ + n + 2nn) = rcos @

Por consiguiente, la transformacién [2.23] toma los mismos valores en (r, 6),
(4.0 + 2nm) y (—1,0 + n + 2nm), con n entero, que equivale a decir que las
coordenadas cartesianas (x,y) de P pueden obtenerse por [2.23] a partir de
cualquiera de sus coordenadas polares (recuérdese que a un punto P pueden
asignarsele infinidad de parejas (r, 6), llamadas coordenadas polares de P).

En el caso de la transformacion de ecuaciones cartesianas en polares, puede
hacerse lo siguiente:

EJEMPLO Sea ¢ un circulo con centro en P de coordenadas (xq, yo) ¥
radio a > 0; se sabe que su ecuacién cartesiana es

(x = x> + (y — yo)* = a®

o bien,
x? + y* — 2xox — 2yoy + x3 + y§ = a? [2.24]
[}
y
Olx, y)
a
P(x07 YO)
0 — 6,
To
8

6o Yo -

5 : -y : —-

Fig. 2.37 Circunferencia con centro en (X0, ¥o) Y radio a.
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A partir de la figura 2.37, tenemos que

ro = OP = . /x% + y

Xo = To Cos 00
Yo = o sen f, [2.25]

Si se sustituye en la ecuacidn [2.24], se obtiene
r2cos2 0 + r?>sen® 8 — 2rrycos 0cos f, — 2ror sen @sen By + r3 = a?

Al agrupar términos con factores comunes y usar identidades trigonométricas, se
tiene

r* — 2rrocos (0 — 8y) + 12 = a?,

que es la ecuacién polar de dicho circulo. (Esta relacion entre r y a no es mds que
la ley de los cosenos.)

Ejemplo del cambio de ecuaciones polares en cartesianas. Considérese
la ecuacién r = 6, con 6 > 0, cuya curva asociada se representa en la figura.

Fig. 2.38 Espiral.

Transférmese primero r = 6 en senr = sen . Mediante [2.22], se obtiene

sen \/x? +y? = m

como expresion cartesiana de la espiral.
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GRAFICAS DE CURVAS CUYA EXPRESION

ESTA DADA EN FORMA

(2a,m)

p =a(l —cosb)
Fig. 2.39 Cardioide.

POLAR

a | p=b—acosb
b=n o - 4 Fig. 2.40 Caracol de Pascal.
b=12N_/ 0=0
p = ae?®
Fig. 2.41 Espiral logaritmica. (@/2)
g —
~,
0
\ N
—
]
/I
p=asend

Fig. 2.42 Espiral de Arquimedes.

(Ejercicio, dibujelo.)

p=a

Fig. 2.44 Circulo.

Fig. 2.43 Circulo.

p? = a®cos 20

Fig. 2.45 Lemniscata de Bernoulli.
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(Ejercicio, dibujelo.)

p = asen 38 p = acos30

Fig. 2.46 Rosa de tres pétalos. Fig. 2.47 Rosa de tres pétalos.

(Ejercicio, dibujelo.)

QY.
N

p =asen20 p =acos20
Fig. 2.48 Rosa de cuatro pétalos. Fig. 2.49 Rosa de cuatro pétalos.
EJERCICIOS

21

22

23

24

Hallense f(3), f(=5), —f(5), f(). 1/f(2), si f(x) es:

Ix2 31 s 3 __—1_
~— 4 b) f(x) = (ax’ + 1)(bx?) ©) f(x)-zs_x

a) flx)=

Expliquese por qué la grafica de la ecuacion x? + y2 = 4 no es la grafica de una
funcion.

Si se supone que fes una funcion lineal y f(0) = 1y f(1) = 0, encuéntrese la regla de
correspondencia de la funcion.

x2+3
(senx)(x* = 1)
dominio de la funcion: 0, 1, — 1, n/2, —n/2, 3n.

Sea f(x) = ;diganse cudles de los puntos siguientes pertenecen al



25
2.6

2.7

28

29

2.10

21
2.12

2.13

2.14

2.15
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Exprésese la funciéon x? + 3x + 2 como producto de dos funciones lineales.

(Cudl es el dominio y la imagen de la funcién f(x) = x/|x|? Represéntese grafica-
mente la funcién.
Mediante una sola formula escribase la funcion
0 si x <0,
o) = {Zx si x>0

[Sugerencia: Utilicese la funcion valor absoluto.]

Sea f(x) = (1 — x)/{(1 + x); demuéstrese que
SO +10) _ 1=y
1-f)f0) x+y’

siempre que ambos cocientes estén definidos.

Sean f(x) = x + 3 y g(x) = x. Determinese:
a) f+g b) fg 9 f-g d glf ¢) flg

Por medio de una ecuacion, exprésese el radio de un circulo como una funcién de su
area.

Sea g(x) = x. Calctlense g(a + h) — g(a) y M}w.
La forma en que se desplaza un automdvil se ajusta a la regla siguiente:
60t para 0 <t <15
= 90(t — 5) para 15<1¢,

donde r(t) estd dada en metros y t en segundos. Describase la funcion que resulta al
medir la distancia r en kilometros y el tiempo ¢ en horas.

Haéllese la formula de transformacion (€sta es lineal) de Ia escala de grados (C) Celsius
(centigrados) a la de grados Fahrenheit (F), si se sabe que 0 °C equivale a 32 °F, y
100 °C a 212 °F.

Encuéntrese el dominio natural de las funciones siguientes:

1
b 1
a) g )x+.
x—1
) 2+ x—x? d :
) o )2+x
2 1
e) M—x+) f) sen 2x
x+2
2 ' - _
g) angcos xxz h) J/2+x-x?

1 '
) =% +—— ) OYxS 44 -2+ 3

J/sen 2x

Construyanse las graficas de las funciones.

1
a) flx)=-3x+5 b) gx) =3
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2.16

2.17

218

219

2.20
221

2.22

2.23

2.24

FUNCIONES
c) h(x)=.cos3x d) jx)=x—1Ix] .
€) f(x)=b —acosx f) f(x) =a(l — senx)
g i{x) = a./cos2x h) j(x) = acos? x
Pruébese que las funciones siguientes son periddicas.
a) tanx b) sen2x
c) cos(x + m) d) (sen bx)

Indiquese en cada caso cual es el periodo.

Pruébense las relaciones trigonométricas siguientes:
a) 1+ cot>x =csc?x

b) sen2x = 2sen xcosx

¢) cos2x =1—2sen?x

d) tan(—x)= —tanx

e) sen?x = (1 — cos2x)

f) cos?x = 4(1 + cos 2x)

g) senx + seny = 2seni(x + y)cosi(x — y)
h) 2senxcosy =sen(x —y) +sen{x +y}
i) 2cosxcosy = cos(x — y) + cos(x + y)

j) cosx —cosy=2sen$(x + y)seni(x — y)

Hallese el polinomio que tenga una raiz doble en 1, raices simplesen —1y Oy
ninguna otra.

Sea f(x) = sen x. Obténgase la grafica de las funciones siguientes:
a) fx) b) 3+ f(x)

) 4f(x) d) f(—x)

o =f) D S

Héagase lo mismo que en el ejercicio anterior, pero para f(x) = cos x.

Pruébense las relaciones siguientes:

a) angsec x = angcos 1/x; x € dom (ang sec)

b) angcscx = angsen 1/x; x e dom (ang csc) .
c) senangcosx = cosangsenx = /I — x?; xe[—1,1]
d) secangtanx = cscangcot x = /1 + x2; xe€(— 00, 00)
e) cot?angcscx = x? — 1; xedom(angesc) - e

Se dice que una funcién fes par si f(x) =f(—x), e impar si f(x) = —f(—x), para todo x
en el dominio de f. (Obsérvese que pedimos implicitamente que para cada x en el
dominio de f; —x pertenezca también al dominio de f)) Determinense cudles de las
funciones siguientes son pares y cudles son impares.

a) f(x)=senx b) g(y)=cosy

¢) hu)y=u d) g(x)=x?

e) h(x)=x?—x f) kix) = Q2x)/(x + 1)

De estos incisos, obsérvese que hay funciones que no son pares ni impares.
Construyase en cada caso la grafica de la funcion.

Demuéstrese que la grafica de una funcion par es simétrica respecto al eje y, y que la
grafica de una funcién impar es simétrica respecto al origen.

Pruébese que el producto de dos funciones pares o de dos funciones impares es par,
mientras que el producto de una funcién impar por una par es impar.
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2.25 Sea h:R — R una funcion. Pruébese que existen dos funciones f'y g, la primera par
y la segunda impar, tales que h(x) = f(x) + g(x) para todo x. [Sugerencia: 'y g deben
satisfacer las ecuaciones siguientes: h(x) = f(x) + g(x) y h(—x) = f(x) — g(x).]

2.26 Represéntense graficamente las ecuaciones polares siguientes:

a) r=3 b) r=20 c) r=cos@
d) r=sen20 e) r = |sen 30 f) r=6cos8
g) r=asenb,a>0 h) r=1+cosf i) r=tané
j) r=5+2send k) r=1-=sen® * 1) # =senfh
2.27 Cambiense las ecuaciones polares siguientes a coordenadas rectangulares.
a) 6=2 b) r=4 c) r=3send
d) r=2cos@ e) r=cosb f) r=1-2send

g) r=1jcosd h) r=1/senf i) r=1/1—cosb)
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Johannes Kepler
(1571 a 1630)

Michael Mastling, profesor de astronomia de Kepler en la Universidad de Tu-
binga, creia con firmeza en el sistema propuesto por Nicolds Copérnico: la Tierra
es un planeta que a diario gira alrededor de su propio eje y cada afio completa
una revolucion alrededor del Sol. La aceptacién por Kepler, en su juventud, de
este hecho afecté el curso de su vida.

Su primer trabajo publicado, que después le condujera a enunciar sus tres
leyes sobre el movimiento de los planetas, lo realizé en Tubinga y lo titulo
Misterio cosmografico (Prodomus dissertationum. Mathematicarum contineus
mysterium cosmographicarum). Para escribirlo se basé en una vision de las
armonias matemdticas en los cielos derivada de la filosofia de Platén y las
matemadticas pitagdricas; intentaba relacionar las drbitas planetarias con sélidos
regulares geométricos. Este trabajo impresioné a Tycho Brahe, entonces mate-
mdtico del Sacro Imperio Romano, quien le invité a unirse, cerca de Praga, a
su equipo de trabajo. Un afio después, al morir Brahe, Kepler ocupé su puesto.
En esa época se creia que la Tierra, por ser un cuerpo perfecto, debia moverse
en circulos perfectos o combinaciones de éstos. En sus observaciones de la drbita
de MaMk, Kepler traté de ajustarla a esa creencia; al no lograrlo, buscé otra
orbita que no fuera circular, hallando la solucion: Marte, al igual que los demds
planetas, gira en una orbita eliptica en uno de cuyos focos se encuentra el Sol.

La produccion de Kepler es muy amplia; baste mencionar, por ultimo, su
importante contribucién a la dptica, habiendo sido el primero en explicar el fun-
cionamiento del ojo humano.

En forma paralela a la vida de Kepler se destacan, en otras ramas de la
actividad humana, los hechos siguientes:

LITERATURA
Shakespeare: Hamlet, 1601; Otelo, 1604; Macbeth, 1606.

MUSICA
Monteverdi: Orfeo, 1607.
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Schiitz: Salmos de David, 1619; Daphne, 1627; Symphoniae Sdcrae, primera par-
te, 1629.

PINTURKA

Caravaggio: Muerte de la Virgen, 1605; Cena de Emaus, 1607.

Greco, el: Retrato del Cardenal Fernando Nifio de Guevara, 1600; Vista de
Toledo, 1610.

Rubens: Los doce apdstoles, 1603; El Tocado de Venus, 1612.

CULTURA EN GENERAL

Se inicia la construccion de Versalles, 1624,
Harvey (fisi6logo): Circulacién sanguinea, 1615.

Johannes Kepler
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INTRODUCCION

En general, nuestra vida se desarrolla de tal modo que es posible encontrar
lapsos, cortos o prolongados, sin alteraciones mayores, por lo menos en aspec-
tos generales como: salud, desarrollo fisico y mental, situacion econdmica, etc.
Por ejemplo, la estatura, el peso y la estabilidad emocional de un hombre
normal a los 20 afios, difieren en gran medida de aquellos que tenian a los
10 afios. Sin embargo, si se le considera en edades entre los 19 y 21 afios, la
diferencia serd muy pequeiia.

De igual manera, al analizar los fenomenos fisicos, econémicos, politicos y
sociales, se encuentra, en la mayoria de los casos, que las caracteristicas de
algunos de esos fenémenos en un momento dado son similares a las que tenia
en todo instante suficientemente proximo al considerado.

Analicemos, por ejemplo, como varia la posicidén de un cuerpo (al cual
suponemos puntual, concepto usado en fisica que significa considerar repre-
sentado a un cuerpo, con todas sus propiedades, mediante un punto) original-
mente en reposo que al tiempo t = 0 empieza a caer bajo la accién de la
fuerza de gravedad.

El lector coincidira con nosotros en que para todo instante t «suficiente-
mente préximo a» un instante to, la posicion del cuerpo fue casi la misma que
para dicho instante t,.

Como se vio en ¢l ejemplo de la caida libre de los cuerpos, en este caso, el
movimiento del cuerpo se rige por la férmula

h(t) = 391

donde g representa la aceleracion debida a la fuerza de la gravedad y h(t), 1a dis-
tancia recorrida por el cuerpo al instante ¢, medida a partir de la posicion
del cuerpo al tiempo t = 0 y en la direccién de la aceleracion g.

En otras palabras, el conjunto de niimeros reales se da com> modelo del
tiempo, asociando un instante a cada numero real, y viceversa. Aqui, esta aso-
ciacién se establece de manera que, en el instante en que el cuerpo empieza
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a caer; le corresponde el nimero real 0, y en cualquier instante posterior, le
corresponde un real positivo. Asi mismo, la posicion del cuerpo se interpreta
como una funcién del tiempo (de los nimeros reales), cuya regla de asociacion
estd dada por [3.1].

Cabe aclarar que no obstante que la funcion

h(t) = 4 g8

esta definida para todo niimero real t, solo interpreta al movimiento conside-
rado v...udo ¢ varia entre 0 y ¢, donde t representa el instante en que el
cuerpo choca con la Tierra, es decir, cuando te[0,7].

Para cada ¢, € R, la funcion h tiene la propiedad siguiente:

h(t) =* hit,)

para todo t «suficientemente proximo» a t, (Tabla 3.1), o sea, la funcién h re-
fleja la informacion obtenida al observar la caida del cuerpo.

TABLA 3.1
t h(t) = gt
g
95 90252
2
999 .998001%
99999 9999800001 g
g
(=t g
(=to .
1.000001 1.000002000001%
1.0001 1.00020001% :
g L
1.003 1.006005°%

* El simbolo 2 se lee «aproximadamente igual a». ey
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Mas adelante se proporcionan otros ejemplos de funciones que satisfacen
la propiedad sefialada para h.

Por consiguiente, dentro de la coleccion de funciones cuyo dominio es R,
existen algunas que se comportan en la forma sugerida por gran parte de
nuestras observaciones del mundo que nos rodea y nuestra experiencia. Lla-
maremos a estas funciones continuags en R.

Antecedentes a la definicién de funcién continua

Por lo anterior se tiene, como primer intento de definicion de funcién con-
tinua en R, lo siguiente:

I. Una funcién f:R — R es continua en R si para cada x, € R satisface
la propiedad siguiente:

f(x) = f(x,) para todo x suficientemente proximo a x, [P}

El que una funcién satisfaga, aunque sélo sea en un punto, la propiedad [P],
es de por si importante, por la informacién que entonces se obtiene del compor-
tamiento de la funcion en la proximidad de ese punto; en consecuencia, es con-
veniente tener alguna forma de sefialarlo; por esto y por lo expuesto con ante-
rioridad, resulta natural establecer que:

II. Una funciéon cuyo dominio es R es continua en un punto si satis-
face la propiedad [P] para este punto.

Con esto podemos volver a formular I dé la manera siguiente:

I' Una funcién f:R— R es continua en R si es continua en cada
punto de R.

En las expresiones I y II aparecen términos vagos, como «aproximadamente
igual a» y «suficientemente proximo a»; por ello no los llamamos definiciones.
Sin embargo, es posible considerarlos como los primeros intentos por establecer
las definiciones de funcién continua en R y funcién continua en un punto.

Mas aun, aquellas se obtendran precisando las ideas encerradas en I y IL

«Aproximadamente igual a»

Puede considerarse que dos objetos son aproximadamente iguales si la dife-
rencia entre ellos no sobrepasa cierta medida o patron establecidos.

En el caso de los nimeros reales, que pueden interpretarse como puntos
de una recta, es posible imaginar que este patron esta dado por una regla r



INTRODUCCION 87

y, segun esta medida, dos nimeros a y b son aproximadamente iguales (pro-
ximos) si dicha regla logra acomodarse de manera que los puntos a y b estén
entre sus extremos (Fig. 3.1).

=1
p-

I
LI ¥ T T T T I T T T T T 1T 1T 1T 11

Fig. 3.1 En el primer caso, @ = b seg(in la regla r; en el segundo y tercero, a ¥ b segln la regla r.

Notese que la condicién de que los puntos a y b estén entre los extremos r
equivale a que la distancia entre ellos sea menor que la longitud de r; es decir,
a = b seghn r si, y s6lo si,

|b—al <e;

donde ¢ representa la longitud de r. En lo sucesivo se designara por el mismo
simbolo a la regla y a su longitud, y para esto se usaran, fundamentalmen-
te, las letras ¢ y 6.

«Suficientemente proximo a»

Ciertas condiciones amplian o reducen nuestro sentido de proximidad.

Por ejemplo, muchos no consideran proximos dos cuerpos distantes entre si
384400 km (distancia media de la Tierra a la Luna). Sin embargo, todos
coincidimos en que estos cuerpos celestes estan lo suficientemente proximos
para realizar viajes entre ellos, utilizando los medios actuales.

A la inversa, casi todos coincidimos en que las ciudades de México y
Cuernavaca son proximas (85 km), pero no lo suficiente para realizar un viaje
en automoévil en menos de 10 min.

En el primer ejemplo, ampliamos nuestra medida de proximidad; en el
segundo, la reducimos; en ambos, el cambio se indic6 mediante la expresion
«suficientemente proximo a».

De la misma manera, en el caso que nos ocupa, «suficientemente proxi-
mo a» significara buscar una regla apropiada (tal vez mayor, tal vez menor o
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inclusive igual a la que se tenia originalmente) tal que para todos los puntos
proximos, segiin esta medida, se satisfaga la condicion de «aproximadamente
igual a» aparecida en la propiedad [P] (f(x) = f(x,) para todo x suficiente-
mente proximo a x,).

Un paso mds hacia la definicion de funcion continua

Por lo anterior, una funciéon f:R — R satisface la propiedad [P] en un pun-
to x, para la medida de proximidad dada por la regla &, si se logra encontrar
una regla J para la cual

f(x) = f(xo) segin la regla ¢ para todo x = x, segtn la regla J.

Se dira que la funcién es continua en x, si es posible hacer lo anterior para
cada regla ¢. Es decir:

III. Una funcién f:R — R es continua en un punto x, si para cada
regla ¢ puede encontrarse una regla § para la cual

f(x) 2 f(xo) segiin la regla ¢, para todo x = x, segin la regla 5.  [P’]

De acuerdo con el capitulo anterior, toda funcién f:R — R puede interpre-
tarse como una funcién de la recta en si misma (Fig. 3.2). :

x /—\ P

l
T

Figura 3.2

Observacion En la exposicién se consideraran, en general, dos copias

x e y de la «recta real», de tal suerte que, sobre x, marcaremos los v:lores

de los puntos del dominio de la funcion, y sobre y, los que la funcion toma.

Por lo mismo, x e y se tomaran paralelas, excepto, por ejemplo, cuando inte-

resa referirse a la grafica de una funcién; en este caso, se tomaran ortogo-
nales e intersectandose en el punto que en cada una corresponde al cero.

En vista de esto, es posible considerar, en lugar de la figura 3.2, la siguiente:

X

]
+

Figura 3.3 Y
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Lo cual permite dar la siguiente interpretacion grafica de la propiedad [P']

J(xo) S x)

1 I
L1 1 [T [ [ L TP 1 7 y

Figura 3.4

DEFINICION DE FUNCION CONTINUA

Sean x, un nimero real y ¢ una regla. Al colocar ¢ en la forma indicada en
la figura 3.5, se obtienen dos puntos ¢ y d, con la propiedad de que todos los
puntos x para los cuales puede acomodarse la regla ¢, de modo que x y x,
estén entre sus extremos (es decir, x = x, segin la regla ¢), son aquellos mayores
que ¢ y menores que d, es decir, los pertenecientes a (c, d).

Xo d
T T 1T 1T T T T T T 11 po

c Xo
1 T 1T 1+ T 1T 1T [ 1

€

Figura 3.5

Por consiguiente, segin la regla ¢ el conjunto de puntos proximos a x,
es un intervalo abierto. Mas aun, dicho intervalo tiene por centro al punto x,,
y su radio es igual a ¢; es decir, xo es el punto medio del intervalo, y la lon-
gitud de éste es 2¢.

Entonces, debe ser evidente lo siguiente: .

DEFINICION 3.1 Una vecindad de un punto a es un intervalo abierto
con centro en ese punto, y el valor de la distancia entre a y cualquiera
de los extremos del intervalo se vlama radio de la vecindad.
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‘Por todo lo anterior, podemos describir III asi:

DEFINICION 3.2a Una funcién f:R — R es continua en un punto x,
si para cada vecindad J de f(x,) existe una vecindad J, de x, tal que

f(x)eJ para todo x € J, (Fig. 3.6).

L L Y
] Ll J

Vel
s )/l\/ Xo X x
J

0 fxd 7y

v
\
Figura 3.6

Teniendo fijo un punto a es posible identificar cada una de sus vecindades
con su radio (un nimero real positivo). Asi, proponer encontrar una vecindad
equivale a proponer encontrar un nimero positivo. Ademas, si J es una ve-
cindad de radio r del punto 4, entonces b pertenece a J si, y solo si, |b — a| <r
(Fig. 3.7).

N

I B

S
T
N

.
T
a

Figura 3.7

Estos comentarios permiten escribir la definicién anterior de la manera
siguiente, la cual se utilizara en lo sucesivo.

DEFINICION 3.2b Una funcion f:R — R es continua en un punto x,
si para cada ¢>0 existe 6 >0 tal que si |x — xo| <8, entonces

|£(x) — f(xo)] < & (Fig. 3.8).

f
[y
R
\
=

Sis

oyt . . Figura 3.8
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En la figura 3.8, la vecindad dada se indica con paréntesis de linea con-
tinua, y la que se encuentra, con paréntesis de trazo discontinuo.

Notas sobre la definicién 3.2b

1. Es claro que si para § > 0 se cumplen las relaciones de la definicion 3.2b,
entonces para todo &' positivo y menor que d se verifican también las mismas
relaciones (Fig. 3.9). Asi, el real  no es unico.

2. 6 debe determinarse para cada &> 0 propuesto; basta que no sea posible
encontrar para un &£ >0 un é > 0 con la propiedad requerida, para que la
funcion no sea continua en el punto x,; en este caso, se dird que la funcién es
discontinua en x,,.

3. Una vez que se tiene la definicion 3.2, entonces I' (pag. 86) adquiere un sig-
nificado preciso; por tanto, esa sera, sin ninguna modificacién, la definicién de
funcion continua en R, o sea:

- é

5’ ,———/\.q
5

VA i i )

AN x' )'c 77

0 Jo
€
—— + -
) (xo)
Figura 3.9 / . S50 Ty

DEFINICION 3.3 Una funcion f:R — R es continua en R si es continua
en cada punto de R.

Antes de dar ejemplos de funciones continuas se ilustrard el manejo, en
casos concretos, de los nimeros ¢ y & que aparecen en el contexto de la
definicion de funcion continua.

1. Sean f(x) = 5x, x, = 2 y ¢ = 0.01. Se desea probar la existencia de
un & > 0 tal que si [x — 2| < 4, entonces |f(x) — f(2)] < 0.01.
Para ello resultara util escribir

|fx) = fQ2)] = |5x — 10| = [5(x — 2)

Asi, para que |f(x) — f(2)] < 001, basta que |x — 2| < 0.01/5; en
otras palabras, si & =0.01/5, entonces |x — 2| <J implica que
If(x) — £ < 0.01.

2. Seang(x) = —3x + 1,x, = 0.1 ye = 1075, Se desea probar la exis-
tencia de un numero & >0 tal que si |x — 0.1] <4, entonces
lg(x) — g(0.1)] < 1075,
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Obsérvese que

lg(x) — g(0.1)] = |(=3x + 1) - 0.7|
=|-3x + 03] = |-3(x — 0.1)]
=|-3||x — 0.1] = 3|x — 0.1

Por tanto, si 6 = 107%/3, entonces |x — 0.1 < § implica que

|f(x) = f0.1)] < e

Obsérvese que no se ha demostrado que las funciones f y g de los ejemplos
anteriores son continuas en los puntos xo = 2 y xo = 0.1, respectivamente, pues
las relaciones que aparecen en la definicion de funcion continua se probaron para
un solo ¢ > 0 y no para todo ¢ > 0. A continuacion se procede a probar que si son
continuas en R; mas ain, se prueba que cualquier funcion lineal es continua en R.

Demostracion Supéngase que f(x) = ax + b es la funcién lineal consi-
derada.

Sean xoeRye>0
|f(x) =f(xo)] = |a(x — xo)| = |a] |x — xo| < (Ja] + 1)|x = x|

- (La ultima desigualdad se incluye en prevision de que a = 0.) Por consiguiente,
si hacemos é = ¢/(lal + 1), entonces |f(x) — f(xo)] < & si |x — x4 < 6.

FUNCIONES CONTINUAS EN INTERVALOS

Como se mencioné en el capitulo 2, existen funciones definidas para todos los
puntos de cierto intervalo y s6lo para esos puntos. Por otro lado, al principio
del presente capitulo vimos que una funcion puede estar definida para todo
nimero real, pero sélo interpretar a cierto movimiento cuando la variable toma
valores en un intervalo con extremos finitos; y por consiguiente, puede intere-
sarnos exclusivamente su comportamiento en dicho intervalo.

Por ambos hechos, es importante no restringir nuestro estudio de las pro-
piedades de las funciones a s6lo aquellas cuyo dominio sea R, sino, por el
contrario, extenderlo a las definidas* en intervalos, con la ventaja de que
éstas incluyen como caso particular a las primeras; si se recuerda que
R = (— oo, c0), el primer paso en este sentido sera establecer cuando una funcién
definida en un intervalo abierto es continua en un punto del mismo.

* Se dice que f esta definida en un conjunto 4 si 4 = dom f.
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DEFINICION 34 Seaq S una funcién definida en un intervalb abierto.
I-f es continua en un punto x, de I si para cada ¢ > 0 existe 6 >0
tal que xel y |x — x| < & implica que |f(x) — f(xo)| < e.

La definicion de cuando una funcion f es continua en un punto x, de
su dominio se obtiene reemplazando en la definicién anterior a I por dom f;
la definicion resultante difiere de la 3.2b al hacerse hincapié en que tanto x,
como los puntos x deben pertenecer a dom f. La necesidad de imponer esta
condicion es evidente, pues f solo esta definida para los puntos de dom f;
asi, los simbolos f(xo) y f(x) tienen sentido en tanto que x y x, pertenez-
can a dom f.

DEFINICION 3.5 Sea f una funcién definida en un intervalo I, con
extremo izquierdo a y extremo derecho b (si I es abierto se pedird que
a <b; en los otros casos, a < b). f es continua en I:

1) si es continua en cada punto de (a, b) ( Definicion 3.4);
2) en el caso de que a€l, para cada ¢ > 0 existe 5 > 0, tal que xel
y |x — a| < & implica que |f(x) — f(a)| < &; ‘
3) en el caso de que bel, para cada ¢ >0 existe 6 > 0, tal que xel
Y.|x = b| < & implica que ]f(x) fb)| <e

ok Y S LQTEY R

'Si el dominio de una funcién f es una unién de intervalos abiertos, en-
tonces puede demostrarse que f es continua en su dominio si es continua en
cada uno de esos intervalos.

De la definicion 3.5 resulta claro que si una funcién es continua en R, en-
tonces es continua en cada intervalo.

EJEMPLOS DE FUNCIONES CONTINUAS
EN INTERVALOS

A) Por lo dicho al final de la seccién anterior, toda funcion lineal es continua
en cualquier intervalo.

B) La funcién ‘ -
f(x) =1/x,
es continua en su dominio, es decir, en los intervalos (— 00, 0) y (0, ).

Antes de probar esta afirmacion se haran algunos comentarios y se demos-
trara un lema que sera de utilidad.
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COMENTARIOS Sean f:I - R, donde I es un intervalo abierto, y xo€el. Si
por algin procedimiento logra probarse que existe M > 0 tal que para todo
x € I, se tiene que

If(x) —f(xo)l < MIx - xol, [3.2]

entonces es claro que para cada ¢ > 0 se cumple que |x — xo| < 48, y xe I im-
plica que |f(x) — f(xo)| < ¢ donde

= g/M [3.3]

En general, desafortunadamente, la relacién [3.2] no se presenta en forma na-
tural, sino que es mas frecuente tener la relacion siguiente:

|£(x) = f(xo)| < |g(x)| |x — xols [3.2']
donde g es una funcién.

Obsérvese que, como & es una constante, no puede escribirse & = &/|g(x)|
para obtener [3.3], dado que g(x) puede variar con x y § podria ser una
funcién no constante de x. Por tanto, se busca una constante M > 0 tal que
g(x) < M para todo xeI; asi llegariamos a la situacion sefialada al principio
de este analisis. Sin embargo, esto tampoco es posible en general, pero, en
algunos casos, puede procederse de la manera siguiente.

Dado ¢ > 0 y si suponemos que se cumple [3.2'], se busca un 6, >0
y una M > 0 tales que si |x — xo| < 8, y x €I, entonces |g(x)| < M, con lo que
se tendra, si [x — xo| < 8o y x €I, entonces

|£(x) = f(xo)] < Mlx — xof [3.4]

Notese que la relacion [3.2] no se cumple necesariamente para todo xel,
sino sOlo para aquellos con cierta vecindad de x,; esto debera tenerse en
cuenta en lo que resta de la resolucion del problema.

Asi, si se escoge 0 <8 <o y & < ¢/M, se concluye que |x — x| <&y
x eI implica que |x — x| < 8o y x€I y por consiguiente,

|f(x) —f(xo)l < M|x - xo'
Asi mismo, si [x — xo| < d y x€1, entonces [x — xo| < e/M y xel.
Por tanto, [x — xo| < & y xeI implica que
Mix — xo| < & [3.5]

En resumen, si |x — xo| < 8, x € I, entonces

|f(x) = f(xo)| <& [3.6]

En otras palabras, para los puntos de cierta vecindad se tiene la propie-
dad [3.4], y para los de otra, [3.5]; por tanto, para cualquier vecindad con-
tenida en ambas, se tienen las dos propiedades [3.4] y [3.5], simultanea-
mente, lo que lleva a la relaciéon [3.6]. Tomar una vecindad de x, contenida
en dos vecindades de x, de radios do y d;, respectivamente, equivale a tomar
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un radio > 0 mas pequefio o igual que el menor de los radios; es decir,
en simbolos, 0 < § < min {J,, §,}.
Por ejemplo, sean f(x) = x2, xo = 1 y ¢ = 3 (Fig. 3.10).
|£6) =f(xo)| = [x + 1] |x = 1]

Si |x — 1| < 4, entonces |x + ll < 3 (Fig. 3.11).
Asi, |x — 1] < 4 implica que |x* — 1?| < 3|x — 1.

Figura 3.11

.
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Por otra parte, si |[x — 1| < 3, entonces 3|x — 1| < §; por tanto, |x — 1| < §
implica que |x* — 1% < 3]x — 1| < 3. o ..

P q 3 L

Obsérvese que 4+ = min(3, ). e T

LEMA 3.1 Sea f:A < R- R continua en x,€ A. Para cada g-> 0,
existe > 0 tal que xe 4 y |[x — x| < & implica que

f o) — g0 < A0 < 1flxo)] + 267

Demostracion i
Por ser f continua en Xxo, para g > 0 existe d >0 tal que si xeAd, y
|x — xo| < &, entonces |f(x) — f(xo)| < &o. :
Por la desigualdad del triangulo, se tiene

[FO)] = |f(xo)| < |Ax) — f(xo)|

|f(xo)| =[£G} <T1f(x) = f(xo)],

para todo x € A.
Por tanto, xe 4 y |x — xo| < & implica que

If(xo)l — & < |f(x)| < lf(xo)' + &g

Demostracién de la continuidad de f(x) = 1/x en R — {0}

Si suponemos que xo € R — {0}, mas ain, que x, € (0, c0), entonces es necesa-
rio probar que para cada ¢ > 0 existe & > 0 tal que si x€(0, ) y |x — xo| < 6,
entonces |1/x — 1/xo| < &.

Sea ¢ > 0,
1 1]

xo = x| |x = x|

Xl -

- X Xo

para todo x € (0, c0).

Por el lema anterior, para ¢ = |x,|/2 y f igual a la identidad, existe 3, > 0
tal que si x €(0, 0) y |x — xo| < 8o, entonces |xq| — (|xo}/2) < |x| < |xo| + (|x0]/2).
Asi, x €(0,00) y |x — x,| < 8, implica que (1/|x]) < (2/]x,|). Notese que 2/|xof? €s
una constante positiva M; por tanto, a partir de los comentarios concluimos
que si 0 < 8 < min {J,,¢/M}, entonces x€ (0, ), y |x — xo| < & implica que
[1/x — 1/x,| < &. Si xo €(—00,0), se procede de la misma manera.

C) La funcién f(x) = 5x® — x es continua en (— o0, 00).
Para ejemplificar el proceso en general, se procedera a probar que tal
funcién es continua en un punto en particular; a saber, xo = 2.
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Obsérvese que
5x3 — x = 5(x — 2)* — x + 30x? —60x+40
= 5(x — 2)® + 30x% — 61x + 40
= 5(x — 2)® + 30(x — 2)*> + 59x — 80
= 5(x — 2)3 + 30(x — 2)2 + 59(x — 2) — 80 + 118
= 5(x — 2)* + 30(x — 2)* + 59(x — 2) + 38
Por tanto, o
|f(x) = fQ) = |5x* — x — 38
= ]5(x -2 +30(x — 2 + 9(x ~ 2)|
= [5(x — 2)> + 30(x — 2) + 59| |x — 2
De acuerdo con los comentarios anteriores, si [x — 2| < 1, entonces
f(x) = £(2)] < 94fx — 2|

Asi, para cada ¢ > 0, tenemos |f(x) — f(2)] < ¢ si |x — 2| < §, donde

€ \.
0 =min{ 1, —
win(1.5)

En general, para probar la continuidad de f en cualquier punto Xo, S€ pro-
cede del mismo modo, sustituyendo el namero 2 por xo.

Operaciones entre funciones continuas

Aqui se proporciona un teorema que permitira determinar la continuidad de
funciones obtenidas de otras mas elementales mediante sumas, diferencias, pro-
ductos y cocientes.

TEOREMA 3.1 Sean f y g funciones definidas en el intervalo abierto 1.
Si f y g son continuas en x,el y c € R, entonces:

1) f+g 2) o 3) f? 4) fg, son continuas en x,.
Si ademas g(xg) # 0, entonces: L o
5 Vg 6) f/g; son continuas en xo. - .00 T W =
IR o D .u,ginu;;’;,; : AR

'Demostracion
1) Sea ¢e>0, por ser f y g continuas en X9, entonces existen 6, >0 y
d, > 0 tales que

@ |f(x)— fixo) < &2 si |x — X, <d; y xel

(®) lgx) —gxo) <&2 si |x-x|<d y xel |

Si se elige 6 = min{J,,4,}, entonces |x — Xo| <8, y xel implica que

[(f(x) + g(x)) = (f(xo) + g(xo))] < &/2 + &/2 = & (por la desigualdad del trian-
gulo). A




98 CONTINUIDAD

2) La prueba se deja al lector como ejercicio.

3) Sean x,el y ¢ > 0. Para todo xe! se tiene

|£2(x) = f(xo)} = | f(x) +f(xo)| |f(x) ff(xo)|, < -
< (1) + | f x| f(x) —f(xo)l)

Por el lema anterior, existe 8, > 0 tal que | f(x)] < |f(xo)| + 1si|x — xo| < &,
y xel.

Asi, si |x — xo| < &; y xel, entonces |f(x) — f(xo) < M|f(x) — f(xo)];
donde M = 2|f(x,)| + 1.

Como f es continua en X, existe §, > 0 tal que |x — xo| < 8, implica
que |f(x) f(xo)l <¢/M.

Por ultimo, si & = min (,,5,), entonces |x — xo| <8 y xel implica que

|£3(x) = f2(xo)| <.

4) Obsérvese que para todo x el se tiene

Fgx) = H((£() + 9(0) = (£(0) = g(x)?)

Por los incisos anteriores, resulta que fg es continua en Xx,.

Para demostrar las dos ultimas afirmaciones enunciadas en el teorema se
requiere el lema 3.1.

Si aplicamos el lema 3.1 cuando &, es igual a |g(xo)|/2, con g(xo) # 0,
entonces concluimos que existe 6, > O tal que |x — xo| < &;, x eI implica que
lg(x)| > |g(xo)| — o

Por consiguiente, |x — x,| <., y x € I implica que |g(x)| > O (o sea, g(x) # 0).

Asi, 1/g esta definida en un intervalo abierto Io, que contiene a x,.

5) Supongamos que g(xo) # 0 y sea ¢ > 0; por lo anterior, existe 3, > 0

tal que |x — xo| < 8, y x €I, implica que |g(x)| > |g(xo)|/2.
Asi,

L 1] le) - gtxo)l _ , lgx) = glxo)
g(x)  g(xo) lg(x)| |g(xo)| h lg(xo)|?
si |x — xo] <8, y xelo

Por ser g continua en Xx,, existe 8, > 0 tal que |x — xo| < 83, y x€lo im-

plica que [g(x) — g(xo)| < &(|g(xo)|?/2).
De donde, si 6 = min{§,,d,}, entonces |x - xol < d,y xel, implica que

[1/g(x) — 1/g(x0)| < &.
6) Combinando 4) y 5) se sigue el resultado.

Familias de funciones continuas

En las secciones anteriores de este capitulo se probo que toda funcion lineal
es continua en R.
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En esta seccion se dan ejemplos de otras familias de funciones, en las
cuales cada uno de sus elementos es una funcién continua en su dominio.

Familia de las funciones x® donde n es un entero

A partir del inciso 3) del teorema 3.1, se tiene que las funciones x? = x - x,
x3 = x?.x, .., son continuas en R

Por consiguiente, de 5) se sigue que las funciones 1/x2, 1/x3, ..., son con-
tinuas en R — {0}.

En general, puede demostrarse, de forma inductiva, el teorema siguiente:

TEOREMA 32 Toda funcién x", con n entero, es continua en su
dominio. : S L PR U

RIS+ : o
Familia de funciones polinomiales

Del teorema anterior y del teorema 3.1, se tiene el teorema siguiente:

TEOREMA 3.3 Cada funcién polinomial, es decir, cada funcion del tipo

fX)=ax"+ a,_x"" ' +--- + aq, n=0

es continua en R.

EJEMPLOS Las funciones

@@ flx)=x*>+4;

(b) f(x) = 5x* + 2x3;

(© f(x)=x®—4x’ +4x* +2;
son continuas en R.

Familia de funciones racionales

A partir del inciso 6) del teorema 3.1 y de que toda funcién polinomial es
continua en R, puede demostrarse el teorema siguiente:

- TEOREMA 34 Toda funcién racional, es decir, toda funcion del tipo
_ P(x)
Q(x)’

donde P y Q son polinomios, es continua en su dominio, o sea, en todo pun-
to x donde Q(x) # 0.

R(x)

[Reage PREES NS PRI A winle gt
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EJEMPLOS

3x + 2
@ flx)= 15
12x% + 13x° — 1

es continua para todo x # —5.

b) fix)= N Yo es continua en R — {3, —2,1}.
3
© X s continua en R — {3, —1}.
, 5x° 3
¥ T2 73

Graficas continuas. Limites laterales

De manera intuitiva, puede decirse que la grafica de una funcion definida en un
intervalo I, es continua en ese intervalo si no se rompe en I, o, en otras
palabras, si podemos trazarla sobre I sin separar el lapiz del papel (Fig. 3.12).
En caso contrario, se dice que la grafica es discontinua (Fig. 3.13).

%

B | e —— —— —
[

Figura 3.12

En la figura 3.13(a), se observa que al aproximarnos por la izquierda a x,,
los puntos correspondientes en la grafica de g se aproximan a 4 en forma
analoga; al aproximarnos por la derecha a x,, los puntos correspondientes en la
grafica de g se aproximan a B; es decir, si Y ¢ YB son coordenadas de A y B,
respectivamente, entonces

g(x) = Y, para todo x < x, y suficientemente proximo a x, [3.71
g(x) = Yp para todo x, < x y suficientemente proximo a x, [3.8]
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Lo anterior sugiere la definicion siguiente:

DEFINICION 3.6 Sea f una funcion definida en cada punto de (a,b],
excepto, quizds, en xo. Un nimero o es el limite de f por la izquierda en xq
si para cada ¢ > 0 existe d > 0 tal que 0 < x5 —x <94, y xe(a,b]
implica que |f(x) — a| < ¢ (Fig. 3.14).

a A
71
J
g\

S0
LY T ¥

e
3/

Figura 3.14

Si a es el limite por la izquierda de f en x,, entonces escribimos

lim f(x) = a, o bien lim f(x) = «
XXg X—Xo
X< Xq

DEFINICION 3.7 Sea f una funcion definida en un intervalo [a,b),
excepto, quizds, en x,. Un ntumero B es el limite de f por la derecha
en xq si para cada ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que 0 < x — xo < J, y x€[a, b)
implica que |f(x) — B| < ¢ (Fig. 3.15).

o
: ¢ ——— >
L AN Yo X “b
S
\ L ﬂ J
S o
Figura 3.16 &

Si B es el limite de f por la derecha en x,, se escribe
" lmf(x)=p obien lim f(x)=p

x—=xq X—*Xg :
Xo <X
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Con esta nueva terminologia, las relaciones [3.7] y [3.8] pueden escribirse asi:

lim g(x) = YA
v X—=Xxg
lim g(x) = Y
En forma similar, si el punto C de la figura 3.13(b) tiene por ordenada
a Y., entonces
lim g'(x) = Y¢ y lim g'(x) = Y.
X —=xg x—x$
En el caso de la figura 3.13(c), lim g”(x) = Yp; sin embargo, el limite de
X=rXq
g" por la derecha en x, no existe, como se probara mas adelante.
Por dltimo, para la funcion f de la figura 3.12, se tiene que para cada
punto x, €(a, b) se cumple lo siguiente:
lim f(x) = xlirg S(x) = f(xo)

X Xq
X <Xq X > Xo

Esto sucede también con las funciones g, ¢’ y g” en los puntos donde
sus graficas no se rompen. Asi, podemos establecer la definicién siguiente:

DEFINICION 38 Sean a y b los extremos izquierdo y derecho, res-
pectivamente, de un intervalo I. La grdfica de una funcion f definida en I
es continua en ese intervalo si:

1) lim f(x) = lim f(x) = f(x,) para todo x4 €(a, b).

xX— x5 x—xg

2)  lim f(x) = f(a); en caso de que a pertenezca a I.
x—at

3) lim f(x) = f(b); en caso de que b pertenezca a I.

x—h~

En el capitulo siguiente se prueba que las condiciones 1) de las defini-
ciones 3.5 y 3.8 son equivalentes. Por ahora, aceptamos la validez de esta
afirmacion.

Por otra parte, lim f(x) = f(a) significa, segiun la definicién 3.7, que para

x—a
cadae > Oexiste d > 0,talque0 < x — a < § y x e I implica que |f(x)—f(a)|<s;
pero como la ultima desigualdad se satisface aun cuando x = a, concluimos:

lim f(x) = f(a)

x—a*
si, y solo si, para cada ¢ > 0 existe § > 0, tal que:
f(x)—f@|<e si |x—da<é 'y xel

Es decir, las condiciones 2) de las definiciones 3.5 y 3.8 son, también, equi-
valentes; y lo mismo puede probarse para las condiciones 3) de dichas definiciones.
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.Los hechos anteriores cabe resumirlos en la proposicion siguiente:

PROPOSICION 3.1 Una funcion definida en un intervalo I es continua
en I si, y solo si, su grafica es continua en ese intervalo.

De lo natural que resulta llamar grafica continua a toda aquella que no
se rompe y a partir de la Gltima proposicion, puede encontrarse apropiado
haber asignado a ciertas funciones el calificativo de continuas.

Recuérdese que una funcién, cuyo dominio sea una unién de intervalos
abiertos, es continua en su dominio si lo es en cada uno de estos intervalos.
De la proposicién anterior se sigue que cualquiera de tales funciones es con-
tinua en su dominio si, y solo si, en cada uno de los intervalos su grafica es
continua (no se rompe). En particular: las funciones trigonométricas son con-
tinuas en su dominio.

La proposicion 3.1 también permite intuir geométricamente el teorema del
valor intermedio*. Sea f una funcién continua en el intervalo [a,b]. Si ¢ es
un numero real entre f(a) y f(b), entonces existe xo€(a, b) tal que f(xo) = ¢
(Fig. 3.16).

vh
/o) __f_——-_:f—°_'_%’“_'7_—
c P cnm—— 4!
[ —— i
M |
| | o
| | i
] | |
| | ]
! ! i
i I L -
0 a Xo b x

Fig. 3.16 Como f es continua en [a, b], su gréfica no se rompe. Por tanto, la gréafica de f corta
a la recta y = ¢. Se infiere entonces que existe x, & (a, b), tal que f(x,) = c. En efecto,
en este caso existen tres puntos con esa propiedad.

-.Fl resultado siguiente. es consecuencia de la proposicion 3.1. o o

TEOREMA 3.5 Una funciéon definida en un intervalo abierto I es
discontinua en x4 €I si se da alguno de los casos siguientes:
1. lim f(x) # lim f(x)

X=Xy XX
Xo <X X < Xq

* La prueba de este teorema aparece en el capitulo 8, que estudia las sucesiones y series.
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Por ejemplo, la funcion g. [Véase Fig, 3.13(a).]
2. lim f(x) = lim f(x) # f(xo)

X —Xg X~ Xq
Xo <X X < Xxq

Por ejemplo, la funciéon g’. [Véase Fig. 3.13(b).]

3. lim f(x) no existe, o bien lim f(x) no existe.
X —xg X Xp
Xo <X X <Xg

Por ejemplo, la fupcién g”. [Véase Fig. 3.13(c)] .- ... h

v

EJEMPLOS ILUSTRATIVOS

1.

Pruébese que /x es continua en los puntos de su dominio.
Solucion Obsérvese que

x —a = (x!3 — g3 (x2/3 4 x13q1/3 4 g2/3)

Por lo que

PSS TP
x—d

Axt? — a'3 = ,xz/a o x1Bg13 1 aé/?.i

Sea a # 0. |x - a| |a|/2 implica que a y x tienen el mismo signo.
Por tanto, 7

x>0 si o |x—dl< I%'
Asi,

1
[x1? — a3 < e [x —a], si |x — a] < l—;—';

y por los comentarios de la pagina 94, se concluye que la funcién es con-
tinua en a # 0. Cuando a = 0, tomese & = 3.

Pruébese que sen x es continua en los puntos de su dominio.
Solucion Cuando se vea el teorema del valor medio para derivadas, se
probara que

|sen x| < |x| [3.9]

Asi, la funcion sen x es continua en el cero.
Si usamos [3.9] y la igualdad siguiente, se probara que la funcion es
continua en todos los demas reales.

senx — sena = 2cos4(x + a)seni(x — a)
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Por tanto,
sen x — sena| = 2|cos §(x + a)| [sen$(x — a)| <
<2send(x — a) < 26 |x — @) = |x — 4,
de donde se infiere nuestra afirmacion.

3. Pruébese que la funcion tan x? es continua en todos los puntos a de su
dominio, es decir, para a # ./(2n + I)n/2, para todo entero n mayor o
igual que cero.

Solucion Sea ¢ > 0. Como la funcion tangente es continua en b = a?,
existe ¢; > 0 tal que

tany —tanbl<e si |y—bl<e e yedomtan

Asi mismo, la funcion y = x? es continua en a, por lo que existe é > 0
tal que

|x* — a?| <&, i |x —al < $
Por lo que, finalmente,
tan x> — tana?| <e; si  |x—a/<d y xedomtanx?

4. Pruébese que la funcion [x] (el mayor entero menor o igual que x) no es
continua en los numeros enteros.
Solucion Se probara que si a es un entero, entonces para ¢ = 1 no existe
d > 0 tal que

Ix] —[a]] =|[x)—a/ <1, si |x—ad<$

Sea § > 0. El nimero real x = a — §/2 satisface |x — a| < y, por otra
parte, como [x] = a — 1, entonces

xX]—a=a-[x]=a-(a-1)=1

(Véase Ejercicio 3.5, de este capitulo.)
5. Determinese la constante ¢ de manera que la funcion

2 1

si XSQ'
2

f(X)={

X
c—x si. x>1%

sea continua en 1.

Solucién Como se sefialé en la pagina 103, después de la definicion 3.8,
una funcién definida en (a,b) es continua en xo, con xo€(a,b), si, y
sblo si,

lim f(x) = lim f(x) = f(xo)

X=X X x5
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Por tanto, debe buscarse un valor ¢ para el cual se cumpla

lim f(x) = lim f(x) =f@3) =2

x—4" x-3*
Sean f(x) = x2 y f,(x) = ¢ = x% Tanto f, como f, son continuas en .
Asi,

lim f,(x) =) = 3,

x—4"

lim fy(x)=f@) =c—2

x-3*
Por la definicion de f, es claro que

lim f(x) = lim f,(x) = %

x—=4" x—3

lim f(x) = lim f(¢) = ¢ — 4

x—3* x-3*

Por tanto, el valor de ¢ buscado debe satisfacer
¢ — % = %’
de donde

o
n
-

Pruébese que la funcion

cos 1/x si x#0

f(x)={0 si x=0

no es continua en x = 0.

Solucion Sea 0 < ¢ < 1, consideremos é > 0 arbitraria. Sea ne N tal que
2n > 1/, ya que m > 1 se tiene que 2nm > 1/4.

Por tanto, si x = 1/2nm, entonces 0 < x < J; asi, [x — 0| <J y

= |cos2nm| =1>¢

1
cos— — 0
X

Por tanto, f(x) no es continua en x = 0.

Pruébese que la funcion

(x)_{xsen 1/x si x#0
=0 i x=0

es continua en todo R.
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EJERCICIOS

31

32

33

34

35

Solucion Si x # 0, entonces g(x) coincide en una vecindad de x con el pro-
ducto de dos funciones continuas, por tanto, es continua en x.

Ahora, si x = 0, entonces para cada &> 0 tomamos 6 =¢. Asi, si
x#0y|x - 0] <é =g entonces

|g(x) — 0] = |x senl/x| < |x| <&  yaque  [senl/x| <1

Por otra parte, Ig(x) —0|=0<e¢ si x=0. Por tanto, g(x) es continua
en todo R

Dados los nimeros x, y ¢ > 0, determinese & > 0 tal que |f(x) — f(xo)] <&, si
|x - xo[ < é, para las funciones siguientes:

a) f(x)=1-=2x, xo=2ye=0001¢=00012, ¢ = 0.00014

b) gx)=x3=3x2+2x — 1, x0 =1, xo =2, xo = 3, & = 0001, & = 0.0012

O hx)=x? — 1, xo'= 1, £ = 001, & = 0.02, ¢ = 0.0003

d) hx)=x2—2x=3¢=05

e) f(x)=x2—x,%=1e=02¢=001¢=05

Usando directamente la definicién de funcion continua, demuéstrese que las fun-
ciones siguientes son continuas en el punto indicado.
a) fx)=3x—-5enx,=1 b) g(x) = —%x+j@enxo=—l
¢ fx)=3x>—5x+1lenx,=0 d) g(x)=1x> + . /3x en x4 =2
2
e) h(x)=%;—cx—£enxo=—l f) k(x)=2x3+x2—{c+'3¢nxo=l
g f(x)=1/kxenx,=1k#0 h) g(x) = [x] en x, = 0.75
i) h(x)=|x—3lenxo=1% j) «/2x — Senx = 3[Sugerencia: Véa-
: se el Ejemplo ilustrativo 1 de la pa-
gina 105.]

Pruébese, a partir de la definicién, que cos x es continua en R, usando una for-
mula similar a la empleada para el seno en el ejemplo ilustrativo 2 de este capitulo.

Utilizando resultados de este capitulo, digase en donde son continuas las funciones
siguientes:

— - ¥ —
a) f(x)= __Vx;(x3 —2x+ 1) b) g(x) = (sen x)([xl +_x e 2)

x + N
c) u(x) = sen(x + n/3) d) u(x) = cos? x '
tanx 2 2
€) h(x) = 2 f) g(x) = tan®x — sec? x
g) f(x)=tanx h) u(x) = secx

En términos de ¢, 8, establézcase cuando una funcién f:[a,b] — R no es continua
en xg€[a,b] ‘
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Basandonos en los términos empleados en el ejemplo ilustrativo 3 de este capitulo,
pruébese que las funciones siguientes son continuas.

a) u(x) = sen(x + 1)? b) v(x) = cos x*

¢) f(x)=tan x> d) g(x)=. x> -1
2

e hx)=t1 f) z(x) = sen 1/x

Determinese si las funciones siguientes son continuas en donde se indica.

)f(x) {f’—l si x>1

2x + 1 si xe[0,1] ; enxy,=1

|xl/x  si x#0
{ si. x=0;enx,=0
si x€[0,1]
o) = { (x -2 si x€[1,2]);en xo =1

‘d) K )_{ (x) si xe(ab]

gx) st xe[bo)
[donde f(x) y g(x) son continuas en b]; en x, = b.

Se dice que una funcién f es de Lipschitz si existe un niimero M > 0 tal que para
dos puntos x, y arbitrarios tenemos

|7 = fO)] < Mlx - y|
Pruébese que toda funcién de Lipschitz es continua.

(Es cierto que si | /] es continua entonces f es continua?

Sea f una funcién continua en [a,b]; supongase que f(a) <0 y que f(b) > 0.
Pruébese que existe c €(a, b) tal que f(c) =

Pruébese que

1) si x es irracional
x) = . .
x si x es racional,

es continua en cero.

Supéngase que f es continua en cero y que f(0) = 0 y que |g(x)| < |f(x)| para todo
x € R. Demuéstrese que g(x) es continua en O.

Sea f:(a, b) -~ R continua en x,€(a, b). Pruébese que si f(xo) > 0, entonces existe
una vecindad de x, en donde f es positiva.

Pruébese que la funcion

1) 0 , x es racional
x) = L
1 , x es irracional,

es discontinua en todo R. [Nota: En todo intervalo abierto hay nimeros raciona-
les y nimeros irracionales.]

(Es cierto que

a) f(x) < 3 «cerca» de 3 si f(x) = /x + 17

b) f(x) < a «cerca» de 0, donde a es fijo y mayor que 1 si f(x) = x> + 1?7
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3.16 Véase si en los incisos siguientes se cumple el teorema del valor intermedio:
a) f(x)=x3en[-1,1] b) g(x) = x* en {0,2]
¢) h(x)=x*+4x +4en [0,1]

3.17 Pruébese que la ecuacion
X+ T2 -3x—-5=0,
tiene una raiz entre —3y 0.
3.18 Pruébese que hay algin nimero x que satisface la ecuacion senx = x + 1.

(Sugerencia: Apliquese el-teorema del valor intermedio a f(x) =senx — x — 1
en el intervalo {—m, n].)
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René Descartes
(1596 a 1650)

Nacido en La Haya, Touraine, se le conoce como el padre de la filosofia mo-
derna. La geometria analitica que fundamenté se considera un «parteaguas» en
el desarrollo de las matemdticas.

Fue un nifio de inteligencia excepcional. Con los jesuitas del Colegio Real
de la Fleche, recibié una educacion fundamental en su formacion que generaria
en él, al cabo de 10 aiios, dudas e incertidumbre. Durante su servicio en el ejér-
cito del Principe de Orange, conocio a Isaac Beckman, quien le comunicé los
descubrimientos mds recientes del conocimiento matematico. j

Vivio en Holanda de 1628 a 1649 y alli escribié los trabajos que le hicieron
famoso. Entre ellos, cabe destacar: El discurso del método, 1637, donde presento
su nuevo método de naturaleza matemdtica; Las meditaciones, 1641, en el que
desarrollo la doctrina metafisica del Discurso; Principios de filosofia, 1634, donde
intento dar ‘una presentacion logica de todos los fenomenos naturales dentro de
un sistema simple de principios mecdnicos; Tratado de las pasiones, 1649, en
el que esbozo sus principios éticos.

Cabe hacer notar que, gracias a la geometria analitica de Descartes; Newton
y Leibniz pudieron fundamentar el cdlculo diferencial e integral.

En forma paralela a la vida de Descartes, se destacan, en otras ramas de la
actividad humana, los hechos siguientes:

LITERATURA

Corneille: El Cid, 1636; Horace, Cinna, 1641.
Inca Garcilaso: Comentarios reales 1, 1609.
Gongora: Soledades, 1631.

Ruiz de Alarcon: La verdad sospechosa, 1630.

MUSICA

Caccini: Nuove Musiche, 1601.
Monteverdi: El regreso de Ulises, 1641; La coronacién de Popea, 1642.
Schutz: Simphoniae Sacrae, segunda parte, 1647.




RENE DESCARTES

PINTURA

Hernandez, Gregorio: Cristo yacente, 1614.
Rubens: Rapto de las hijas de Leucipo, 1615.
Zurbaran: Cristo crucificado, 1627.

CULTURA EN GENERAL

Se construye la Mezquita Azul, Estambul, 1609.
Se construye el Palacio Barberini, Roma, 1628-1633.
Harvey (fisidlogo): De motu cordis et sanguini, 1628.

René Descartes
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INTRODUCCION

Uno de los problemas que preocupé a los matematicos desde la época de los
antiguos griegos, fue determinar la tangente a una curva en un punto. Para
las conicas, el problema fue resuelto mediante argumentos puramente geomé- .
tricos.

En el siglo xvI1, con la ayuda de la geometria analitica, Fermat encontrd
un método para determinar la ecuacion de las tangentes para una familia am-
plia de curvas, que incluye las graficas de las funciones polinomiales y tri-
gonométricas.

Como se verd en el capitulo 5, esto lleva a considerar funciones del
tipo

f(x) - fla) (a)

h(x) =
X —a

donde f también es una funcién, y a determinar el comportamiento de la
funcion h para valores de x localizados en vecindades pequefias de a. Obsér-
vese que cuando fes continua, tanto el numerador como el denominador, en esas
vecindades, son muy parecidos a jcero!

Al estudiar las funciones continuas en el capitulo anterior, se vio que si una
funcién es continua en un punto, los valores que toma en vecindades pequefias
de a, son muy parecidos al valor que toma en a. Para la funcién h antes
considerada, no tiene sentido hablar del valor de la funcién en a, pues no esta
definida ahi. Sin embargo, puede suceder que los valores que toma en puntos
proximos a a sean parecidos a cierto niimero; en otras palabras, es posible
que h(x) «tienda a» un valor L cuando x tienda a a (véase Fig. 4.1).

Este tipo de problemas queda englobado dentro del problema general de
determinar si cierta funcién f(x) tiende a un valor cuando x tiende a un valor
ﬁjO Xg-
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}
0 a x

Figura 4.1

DEFINICION DE LIMITE DE UNA FUNCION

Sea f una funcién definida en un intervalo (g, b), excepto, quizas, en un pun-
to xo del mismo.

Supédngase que al aproximarnos a x,, tanto por la izquierda como por la
derecha, los valores correspondientes de la funcion se aproximan a un mismo
numero L (Fig. 4.2). En este caso, se dice que existe el limite de fen x, y que este
limite es igual a L.

Podemos resumir lo anterior en la definicién siguiente:

DEFINICION 4.1 Sea f una funcion definida en un intervalo (a, b), ex-
cepto, quizds, en un punto x, del mismo. El limite de f en x, existe, y es
igual al numero L si

lim f(x) = lim f(x) = L

L S x—xd . X x5 EEP

il

N

Figura 4.2
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En este caso, se escribe

lim f(x) = L, o bien limf = L.

X—Xo Xo

A partir de las definiciones de los limites laterales de una funcioén, podemos
volver a formular la definicion anterior asi: ‘
- W BN

DEFINICION 4.2 Sea f una funcién definida en (a, b), excepto, quizds,
en xo. El limite de f en x, existe, y es igual a L si, y solo si, para cada
>0 existe § >0 tal que 0 <|x — xo| <8, y x€(a,b) implica que
|f(x) — L| < & (Véase la figura siguiente.)

v}

N

) N
7 7
b

Anterpretacién de las relaicioneé en términos.de la gréfica de la funcién.

De la definicion 4.1 se sigue que el limite en xo de una funcién f no existe
- si se da alguna de estas situaciones:

(1) lim f(x) no existe.

X —Xq

(2) lim f(x) no existe.
x—xg

(3) lim f(x) y lim f(x) existen, pero lim f(x) # lim f(x).
x—=Xg x—-xd x—=Xg x—xd

Nota En la definicion 4.1 se dice que quizds f no esta definida en x,,
pero de ninguna manera se excluye el caso en que si lo estd Es decir, es
posible también que una funcién tenga limite en un punto en que si esta de-
finida. Lo anterior se tiene en el segundo de los siguientes ejemplos.
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EJEMPLOS
1. Sea f la funcidn cuya regla de correspondencia es
x> -4
f (x) - x — 2 >

S esté definida en (— o0, ), excepto en xo = 2. La grafica de f aparece
en {3 figura 4.3. A partir de la grafica, es claro que

lim f(x) = lim f(x) = 4
x—2" x—2*
Por tanto,
limf(x) = 4

x—2

2. Sea g la funcién cuya regla de correspondencia es

Cogx)=x+2
g esta definida en (— oo, o) y su grafica aparece en la figura 4.4,
lim g(x) = 4,
L x—2
x /'—2 x
Figura 4.2 Figura 4.4

pues de la inspeccion de la grafica resulta que'

Jim g(x) = lim g(x) = 4.

T X2 x-2%

3 Sea h(x) = 1 + [x]. Su gréfica sobre [u—é,é] aparece en la figura 4.5, y de
ésta se sigue que lim h{x) no existe, ya que

x—=C
lim h(x) = 0,
x—=0~
lim h(x) = 1

x-0*




O /
.20 este intervalo.

118 LIMITE DE UNA FUNCION

N
1 gmme———O
O —Co- } -
—-1/2 0 12 x
Figura 4.5

Para las funciones f y g de los ejemplos 1 y 2 se tiene

lim f(x) = lim g(x) = 4
x—2 x—2
Esto no es casual; se debe a que la existencia y el valor del limite de una
funcién en un punto x, no dependen del valor de ésta en el punto (de hecho,
la funcién puede no estar definida en x,), sino de los valores que toma en
puntos proximos a x,. En el caso que nos ocupa, f'y g toman exactamente los
mismos valores para todo x # xo.
En forma general podemos enunciar la proposicion siguiente:

PROPOSICION 4.1 Sean f y g dos funciones tales que
f(x) = g(x)

para todo punto x de un intervalo (a, b), excepto, quiza, para un punto x, de
ese intervalo. Entonces,

limf =L si limg = L,

Xo Xo

y a la inversa.

De este resultado se infiere que los limites indicados en la primera co-
lumna de la tabla 4.1 existen si, y solo si, existen los correspondientes de la
segunda columna.

Sea f una funcion definida en un intervalo (a, b), y tomemos un punto x,

. En la seccion de limites laterales se sefiald, aunque sin demostrarse, que

" f'es continua en xq si, y s6lo si,

lim f(x) = lim f(x) = f(xo)

BRI x—=Xg x—=xg
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TABLA 4.1

2
lim’; : limx + 1
x-1 - =l

3-8

lim’; : lim x? + 2x + 4
x-2 &7 e

x® — 3%
lim ——— lim x* + 3x* + 9x* + 27x + 81
x=3 X7 =

- = b)(x —

i & =9 — Bx = 9 lim (x — b)(x — ¢)
x—a x—a e

Lo anterior se resume en ¢l teorema siguiente:

TEOREMA 4.1 Sean f una funcién definida en (a,b) y xo un punto
de ese intervalo; f es continua en x, si, y sélo si,

lim f(x) = f(xo)

-

L2

Demostracion
Supdngase que f es continua en x,. Sea ¢ > 0, entonces por ser f continua en
Xo existe & > 0 tal que

|x — xo| < 8 y xe(a, b) implica que |f(x) — f(xo)] < &
Por tanto, :
0 < |x — xo| < & y x€(a, b) implica que |f(x) — f(xo)| < ¢
Asi,
lim f(x) = f(xo)

X - Xg

A la inversa, supOngase que

lim f(x) = f(xo),

X = Xg

y sea ¢ > 0, entonces existe & > 0 tal que 0 < |x — xo| < 8 y x €(a, b) implica
que |f(x) — f(xo)] < & Pero es claro que

| f(xo) — f(x0)] < &
Asi,

|x — xo| < 8, y x €(a, b) implica que |f(x) — f(xo)| < ¢
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En virtud de este teorema, se tienen los resultados siguientes:

(a lim3x=3-0=0

x—=0

(b) limx®—-5x+3=13-5-1+3= -1

x-+1

(¢©) lim

(d) lim senx =senn/2 =1
Coxon/2
(e) La funcidn g definida como
x? -1
g(x) =
x—1

, para todo x # 1 y ¢g(1) = 2, es continua.

En seguida se generalizan estos resultados.

LIMITES DE CIERTOS TIPOS DE FUNCIONES

Como ya se indico, toda funcion lineal, polinomial, racional o trigonométrica
es continua en cada punto de su dominio. Por tanto, del teorema 4.1 se

concluye que si f es una de tales funciones y x, €s un punto de su dominio,
entonces

limf = f(xo),

Xo
. es decir,

1. lim (ax + b), para todo xg€ R

X—*Xo

2. lim (a,x" + - + ao) = x4 + = + ao, para todo xR
X Xg
ax" + -+ ap Xy + -+ ag

3. lim = , para todo x, tal que:
X"+ + by b + — + by’ ¥ ol d

X = Xg

X8 4 =+ bo # 0

(a) lim sen x = sen x,, para todo xo e R

X—Xq

(b) lim cos x = cos xo, para todo xoe R

X—=Xq
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() lim tan x = tan xo, para todo xo # (2n + 1)n/2 con n entero.

X~ Xg

(d) lim cot x = cot xq, para todo xo, # nn con n entero.

XX

(e) lim sec x = sec xo, para todo xo # (2n + 1)n/2 con n entero.

X = Xg

(f) lim cscx = csc xq, para todo x¢ # nm con n entero.

X Xg

ALGUNOS TEOREMAS SOBRE LIMITES

TEOREMA 4.2 Sea I un intervalo abierto ybx(,feﬂlb. :8i- para - cada
X # Xo se tiene que

S(x) < g(x) < h(x),

y
“lim f(x) = lim h(x) = L,
Xo Xo
entonces
limg(x) = L

Xo

N D)

f
T N
! R 7
Xo ’ é x
1
EP Figura 4.6

<

Demostracion D . e ‘
Sea x eI, x # xq, entonces '
gx)—L si gx)—L=20

lot) = L] = {L — g(x) si gx)— L<0
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En ¢l primer caso se tendra que

lg(x) = L| < h(x) — L < |h(x) — L|
En el segundo caso, se tiene

lg(x) — L| < L — f(x) < [f(x) — L|
Asi, para todo x €I, se tiene que

lgx) = L| < hx) = L| + |£(x) = L|
Sea ¢ > 0 existen 6, > 0 y 4, > 0 tales que

|h(x) — L| < ¢/2 si 0 < |x — xo| <, y xel,

[fx) —Li<e2 si O<|x—x|<d, 'y xel
por tanto, si 4 = min {d,, §,}, entonces se tiene que

O<|x—x| <8 y xel implica que lox) — L < &

TEOREMA 4.3 Sea f una funcién definida en un intervalo abierto I,
excepto, quizas, en xo. Si lim f(x) = Ly L # 0, entonces existe 6, > 0 tal que
0 < |x — xo| < 8o, y x €I implica que f(x) # 0, (mas adn, f(x) tiene el mismo
signo que L). ‘

Demostracion
Sea ¢ = |L|/2. Existe 8, > 0 tal que

0 < |x — xo| < o, y x€ I implica que |f(x) — L| < |L|/2;
aplicando la desigualdad del tridAngulo, concluimos que
|[f&) >|L))2 si O<|x—xo|<do 'y xel

Por tanto,

Ao

|f(x)| # O para tales puntos.
Si f(x) y L fueran de signos contrarios, entonces
£ = L = |76 + L] > |L)2
lo que contradice el hecho de que

If6) — L < L2 .

TEOREMA 4.4 Sea f una funcion definida en (a, b) excepto, quizas, en
Xo. Si limf = L, entonces existen M > 0 y 6 > 0 tales que

Xo

<M si 0<|x—xg| <8 'y xe(@b)
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Demostracion

Para e=1 tenemos que existe 6>0 tal que

lfx) - L| <1 sii. O<|x—xo/<dé6 'y xe(ab);

usando la desigualdad del triangulo, concluimos que

lfx)| <1 +|L] sii O0<|x—xo|<d 'y xe(ab);

tomando M = 1 + |L|, se tiene la afirmacion.

LIMITES DE SUMAS, PRODUCTOS Y COCIENTES
DE FUNCIONES

Con los resultados del parrafo anterior, puede demostrarse el teorema siguiente:

TEOREMA 45 Seanfyg funcwnes definidas en (a, b), excepto, quizas,

en xp. Supongase que

limf =a y limg=2§

Entonces,
1) lim(f+g)=a+p
2) lim(f-g)=af
3) Si, ademas, B # 0, entonces,
) @
o ‘ L o Xo .
g
Demostracion
1) Seae > 0. Existen d;,d, > O tales que 0 < |x — Xo| < 8, y x€(a, b) implica
que |f(x) — o] < g/2y0 < |x — x| < 95, ¥ x €(a, b) implica que |g(x) — Bl <
< g2
Sea 6 = min {4,,d,}, entonces 0 < |x — x| < 8, ¥y x€(a,b) implica que
| /() + g(x) = (@ + B < |f(x) —of + |g(x) — B| < &2 + &2 ==
2) Sea xe(ab), x # xo |f(x)g(x) = af| = |f(x)g(x) — B) + B(f(x) — a)| <

<|f (x)||g(x) Bl + |B||f(x) — ], por el teorema 4.4 sabemos que existen
M> y 6 > 0 tales que

|f)) <M si O<|x—x|<é; 'y xe(ab)
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Por tanto,
[f(x)g(x) — aBl < Mig(x) — BI + |Bl|f(x) — of
10 < |x — xo| < 8, y xe(a,b).
Sea ahora ¢ > 0; existen J, y 03 positivas que
[fx)—of <e/20B]+1) si O<|x—x|<d, 'y xe(ab)
’ ox) — Bl <e2M  si  O<|x—xo| <85 y xe(ab)
Escojase 6 = min{él, 62, 83} ; entonces,
s

— =g, -

2(|ﬂ|+1) 2 -2

l’m

|f(x) - g(x)| < M it Bl

si 0 <|x — xo| <3y xe(ab)

3) Por el inciso anterior basta demostrar que lim 1/g = 1/8.
Xo
Sabemos por el teorema 4.3, que existe un intervalo (¢, d) < (a, b), con
xo €(c, d), tal que 1/g esta definida en este intervalo excepto, quizas, en
Xo; es decir, para todo x €(c, d) distinto de xo, se tiene g(x) # O.
Sea xe€(c,d), x # xo. Entonces,
L1 o) -4

gx) Bl |Bllex)|

Ahora existe §; > 0 tal que

ld

|g(x)—ﬁl<? si. O0<|x—xo|<d; y xelcd

Por consiguiente,

lg(x)| > Iﬂl sii O<|x—xo/<d; 'y xe(cd)

y, por ultimo,

1 2
I;(;)—'<m si 0<|x—xo| <8 y.  xe(cd
Sea ¢ > 0, existe §, > 0 tal que
Iﬂl2
lgx) — Bl <e=— si O<|x—x|<d, y xe(cd

Escéjase,é = min {51,52},

’ 11 |ﬁ|’ -
(x) ﬂ Iﬂlz

=e si O<[x~x|<d y xe(d
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COROLARIO 4.1 Sean f,g como en el teorema ahterior.

1) limc¢f =ca, ceR

Xo

2) lim(-f)= -

Xo

3 lim(f-g)=a—-§

Xo

EJEMPLOS
(@ lim (x> + senx —secx) = lim x? + lim senx + lim secx =
x-n/3 x—»n/3 x—n/3 . x-»n/3
\/3
=_ + y-
9
Hm 3-—,/§+x 3-- lm /5 +x
(b) llm v 5 + = ""4( ) x4
S | +\/5—x lim (1 +J5—x) 1+ hm /__S—x

x—4

En algunos casos puede ocurrir que el limite de un cociente de funciones
exista aun cuando el limite del denominador sea nulo. Por ejemplo, ya se

indicé que
, x> —4
lim

x—o2 X —

existe y es igual a 4, aunque limx — 2 =0.

PROPOSICION 4.2 Sean f y g dos funciones tales que f/g esta defi-
nida en un intervalo abierto I, excepto, quizas, en un punto x, Si lim f/g
Xo

y lim g existen y este ultimo es igual a’cero, entonces limf = 0.

Demostracion
De la igualdad
J(x)
J(x) = g(xy—
g(x)’
para todo x eI — {x,}, se sigue que
. f6)
lim f(x) = lim g(x) lim — =0
X—Xq X—Xq X—Xg g(x)

En el ejemplo considerado se tiene en efecto que
lim (x2 — 4) =

x—2
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Otros casos de la situacion descrita, que seran de suma utilidad, son

1 —cosx sen x
— y — [4.1]
X x

para los cuales se tiene que

limx =0, limsenx =0 y lim1l—cosx=0
x—0 x—0 x—=0

Y si se obtienen con ayuda de una calculadora los cocientes [4.1] para varios
valores de x préximos a cero, podra intuirse que

, 1 —cosx , senx
lim ———— y lim —,
x—0 X

existen y son iguales a 0 y 1, respectivamente.

Ejercicio Calcilese (sen x)/x para x = 0.01, 0.001, 0.0001 y 0.00001.
Ahora se demostrard formalmente que
1 — cos
(@ lim——2 =0
x—0

Prueba La distancia entre el punto P, del circulo unitario de coor-
denadas (cos x, sen x) y el punto (1, 0) no excede a la magnitud del
arco x, es decir (Fig. 4.7), ~

0 < f{cos x — 1)? + sen®x < |x|

P, (cos x, sen x)

x | C(1,sen x)

—_gs_»;_——

0 A(cos x,0) B(1,0) x

Figura 4.7
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Si elevamos al cuadrado y simplificamos, se obtiene
0<2-2cosx < x?
Al dividir entre x resultan dos desigualdades:

1—cosx x

0 ——< ¢ si x>0
X 2

x 1-—cosx .

€ —" %0 si x<0

2 x

Si se aplica el teorema 4.2 (valido también para limites laterales),
se tiene que los limites laterales

1 —cosx . 1 —cosx
lim ———— y lim ——
x-0 X x—0 X
x>0 x<0

son iguales a cero. De donde se sigue (a).
sen
(b) Ilim 2%

x—0

=1

Prueba Si 0 < x < n/2, entonces los puntos P,(cos x, sen x), A(cos x, 0),
B(1,0) y C(1, sen x) son tales que

distancia (P,, A) < x < distancia (P,, C) + distancia (C, B) (véase
Fig. 4.7).
Esto se expresa analiticamente asi:
senx < x < (1 — cosx) + sen x
Por tanto,
x<(1 —-cosx)+senx <(l —cosx)+ x
Si dividimos entre x, tenemos

1—cosx senx 1 —cosx
1< + <

RS +1
X X X

Aplicando el inciso (a) y el teorema 4.2, se tiene

, senx
lim—=1
x—=0 X
x>0

En forma analoga se procede para

. senx

lim ——

x

x—=0
x<0

De donde se sigue (b).
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La proposicion 4.2 indica que, si para un cociente de funciones
f/g se tiene que limg = 0 y limf no es nulo, entonces

Xo X0

limf/g no existe.

Xo
Por ejemplo,
, 1
lim )
x-0 %
no existe, pues

limx2 =0
x—0

liml1=1%#0
x—0
En forma mas general, J
] a
xX—Xo (x - x°)2

no existe si a # 0.

Es posible establecer proposiciones similares a la anterior para limites la-
terales. Por ejemplo:

PROPOSICION 4.3 Sean f ‘y g funciones tales que f/g esta definida
en un intervalo [a, b), excepto, quizds, en xo; si

lim '—f—(zc—) y lim g(x),
x—»x;’ g(x) x—»x&

existen, y este ultimo es igual a cero, entonces,

lim f(x)=0
x—=xg
(Véase Fig. 4.8))
En vista de esta proposicién, se tiehe que ' /b
lim no existe,
x—xd X — Xo

como se indicé en la seccion de limites laterales.
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Xo X

Figura 4.8

PROCEDIMIENTOS PARAR EL CALCULO
DE ALGUNOS LIMITES

Esta seccion se inicia con dos ejemplos ilustrativos que reducen a un limite
conocido el limite buscado mediante un «cambio de variable».

D lim sen 3x _3
x~+0 X ’

Solucion Hagase v = 3x; por tanto,

sen 3x _3 sen v
x v

y como v tiende a cero cuando x tiende a cero, entonces

. sen3x sen v
lim =3lim——=3
x—0 X v=0 U

1— 1
x—0 X 2

Solucién Obsérvese que 1 — cos x = cos 0 — cos x. Por tanto, si se usan
identidades trigonométricas, se tiene
x x 1 x x
. 2sen sen - =sen=sen—
1 —cosx  cosO—cosx 2 _2 2 2

x2 o x? 2

"X N

X
LR
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Hagase u = x/2; asi, como lim (sen u)/u = 1, tenemos que

u—0

I I—cosx 1
Im — 73— =3
0 X 2

Analicemos otros casos mediante ejemplos.

3) Calculese

x3 -1

lm:x -1

Por la proposicion 4.1, el calculo de este limite equivale a calcular el si-
guiente limite:

Lo x2+x+1 3
lim ————— =
x—1 x+1 2
3 _9x2 _ _ R
4 limx 4x x+2 — lim x=Dx*=-x-2) _
o1 XY —4x +3 x_,,(x—l)(x + x2 +x-3)
X —x =2

Por tanto, el limite no existe ya que el limite del numerador es dis-
tinto de cero y el del denominador es cero.

5) Calctlese

ﬁ—l

x—bl Yx -1

Solucion Hagase x = y'2. Asi, limy = L

x—1
Por tanto,
3 3 2
+ +1 4
hm\/_ —limy 2y ty = -
x-»l\/;— y—=1 y +y+1 3

6) Calcilese

IE-2Yx+1

i
im = 1)

x—1

Solucién Hagase x = y3. Asi, limy = 1.

x—1
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Por tanto,

32 23 1 2 _ 2 1 — 1)2
tim ¥ ‘/;‘2+ —imP 2y G-
x=-1 (x - 1) y—=1 (y - 1) y—»l(y - 1) (y +y+ l)

m— 1
a0 +y+1)2 09

Observacion En estos dos ejemplos, al cambiar x por y, resultd que
ambas tendian a lo mismo; en general, esto no tiene por qué ser asi.

LIMITES INFINITOS Y LIMITES CUANDO
LA VARIABLE TIENDE A INFINITO

Si se observa la grafica de la funcion 1/x2, se nota que esta funcién se comporta de
manera interesante cerca del cero, pues mientras mas nos aproximamos a éste, los
valores de la funcidon son cada vez mis grandes. Dado que interesa estudiar el
comportamiento de las funciones en la proximidad de un punto, conviene tener
una manera de seiialar que los valores de una funcién crecen en forma indefinida
al aproximarnos a un punto.

DEFINICION 4.3 Sea f una funcion definida en un intervalo abierto I,
excepto, quizds, en X,.

Se dice que f tiende a + o© (o simplemente a o) cuando x tiende
a xo, si para cada nimero M > 0 existe 6 > 0, tal que f(x) > M si
0 < |x = xo| <dy xel (Figs. 49 y 4.10).

Do

En este caso, se escribe
lim f = o0, o bien lim f(x) = «©

Xo X—Xo

para sefialar que f tiende a oo cuando x tiende a x,. Sin embargo, esto no
significa que el limite de la funcibén f existe, sino solo que f crece en forma
indefinida conforme nos acercamos a x,.

Xo ez |
fal Vs L —_— N
. —— x \ 7 4
d
| ¢ |
0 M f(x)

Figura 4.9
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y

S

N

W e e - —

-—/

0

s, e ————— — —— ———— —

b
\J/

—_——x
-]
-
®

h
T
W
Y

I~

Fig. 4.10 interpretacion de las relaciones en términos de la gréfica de la funci6n.

EJEMPLO

SeaM > 0,setomad = 1/,/M.Si0 < |x| < i/JA_l,entonces X =[x < M.
Por tanto, 1/x* > M si 0.< |x| < 1/J/M. = C

Al considerar la grafica de ia funéién ~1/x? (Fig. 4.11), se observa que,

conforme nos acercamos a cero, los valores de la funcion son negativos y, en
valor absoluto, cada vez mdas grandes. Fsta idea se precisa en la definicién 4.4.

y A

Y

Figura 4.11
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DEFINICION 4.4 Sea f una funcién definida en un intervalo abierto I,
excepto, quizds, en Xq; se dice que f tiende a —co cuando x tiende a x,,
si para cada nimero M >0 existe 6 >0, tal que f(x) < —M si
0 <|x — xo| <d y xel (Figs. 412 y 4.13).

é - .
: y /I/' I
V.4 Pl o deme), o
\ ~ v 7 - 4
Xxq x b

P

N iy i
T

fx) -M 0
Figura 4.12

<N
N

f(x)

Fig. 4.13 Interpretacion de las relaciones en términos de la grifica de la funcion.

Se usan las notaciones

limf = — oo, o bien lim f(x) = — o0,

Xo X—Xo

para denotar que f tiende a — oo cuando x tiende a x,. Aqui también debemos
tener presente que el limite de tal funcién no existe y las notaciones anteriores
solo sirven para expresar una forma de comportamiento de la funcién en la
proximidad de x,.
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EJEMPLO

] 1
lim - — = -

x=0 X

Sea M > 0. Se toma 6 = 1/\/M;
si 0 < [x| < 1/{/M, entonces x*> < 1/M.

Asi, —M > —1/x*5i 0 < |x| < 6.
El analisis de la grafica de la funcién 1/x (Fig. 4.14) lleva a las definiciones
de los conceptos correspondientes a los simbolos,

lim f(x) = o© y lim f(x) = —oo

x—xg X—Xg

Figura 4.14

DEFINICION 4.5 Sea f una funcién definida en un intervalo I = [a, b),
excepto, quizds, en un punto x,. Se dice que f tiende a oo cuando x tiende
a xo por la derecha, si para cada M > 0 existe § > 0, tal que f(x) > M
si0<x—x9<éyxel (Figs. 415y 4.16))

é
a Xo X b
ya Vel hy hY hY
< < T r4 g
N . S(x)
T < t
0 M

Figura 4.15
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¢ l
!
|
fop—=—= F
l |
wbmms ot
gf KI !\
—— SN X T “b X

Fig. 4.16 Interpretaciobn de las relaciones en términos de la grafica de la funcion.

En este caso, se escribe

lim f=o0
x—Xg
EJEMPLO
L1
lim - =
x-0* X
En forma mas general,
, 1
lim = 00

x—=xd X — Xo

e

DEFINICION 4.6 Sea f una funcién definida en un intervalo I =(a, b],
excepto, quizds, en x,. Se dice que f tiende a — o0 cuando x tiende a x,
por la izquierda, si para cada M > 0 existe 5 > 0, tal que:

fx) < =M s5i 0 <xo—x <94, xel (Figs. 4.17 y 4.18).

a
Ve
~

W o

f(x) -M 0
Figura 4.17
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i

Jx)-

Fig. 4.18 Interpretacion de las relaciones en términos de la grafica de la funcién.

En este caso, se escribe

lim f= —o
X—Xq
EJEMPLO
1
Iim - = —o0
x—=0" X

En forma semejante pueden definirse los conceptos correspondientes a los
simbolos
lim f(x) = o©

X—Xg

lim f(x) = —o©

x—xg

Al analizar de nuevo la gréfica de la funciéon 1/x, se observa que se apro-
xima cada vez mas al eje x conforme nos alejamos del 0 por la derecha o
por la izquierda. Es decir, los valores 1/x son cada vez mas pequefios mientras
x es cada vez mas grande en valor absoluto, ya sea x positivo o negativo.
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DEFINICION 4.7 Sea f una funcién definida en un intervalo (a, o).
Se dice que f tiende a L cuando x tiende a oo, si para cada &> 0
existe M > 0, tal que

|[fx) - Ll<e . .si = x>M .y  xe(a )

“En este caso, se escribe S T
limf =L, o bien lim f(x) = L (Figs. 4.19 y 4.20)
a M x
€ € t
L N

" f

Figura 4.19

by
6{L ————————————— T
H ]
| 1
y 1 |
1 1
1 1
el e 4
< T T
0 a M X X

Fig. 4.20 Interpretacion de las relaciones en términos de la grafica de la funcién.

EJEMPLO
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DEFINICION 4.8 Sea f una funcién definida en un intervalo (— oo, b).
Se dice que f tiende a L cuando x tiende a — o0, si para cada ¢ > 0 existe
M > 0, tal que

|[f(x) = L| <esix < —M y xe(—oo,b) (Figs. 421 y 4.22).

En este caso, se escribe
imf =1L, o bien lim f(x)=L

— X— -
4 Y 4 Y
J 7 T 7
x -M 0 b
&
=+ + t
fxy L
Figura 4.21

Fig. 4.22 Interpretacion de las relaciones en términos de la grafica de la funcién.

EJEMPLO

1
lim -=0

x—»—wx

Queda como ejercicio definir los conceptos correspondientes a los simbolos

lim f = o limf=-w
[ee] [ee)
lim f = o0 limf = —o0

— bl ¢
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y probar que, segun estas definiciones, se tiene que:

1) lim x*=o 2) lim x*=
xX— 0 X— — 0
3) lim —-x?= - 4 lim x*= -
X =0 X —0
ASINTOTAS

Una recta vertical es una asintota vertical de la grafica de f si se cumple
alguna de las igualdades siguientes:

lim f(x)=c0 , lim f(x)= -0 , lim f(x)=o o lim_=—oo

x—a* x—a* x~a~ x-a

Es decir, a medida que nos acercamos a a por la derecha (o izquierda), la
grafica y la recta se aproximan cada vez mas. (Fig. 4.23.)

N

Figura 4.23

EJEMPLO La recta x = 0 es asintota de la grafica de la funcién 1/x
(véase Fig. 4.23, haciendo a = 0).
Una recta no vertical y = mx + b es una asintota de la grafica de f si
cuando x — oo (x - — o) la distancia de (x,f(x)) a la recta tiende a cero.
Sea d(x) la distancia de (x,f(x)) a la recta y = mx + b. Recuérdese que

|f(x) — mx — b]
J1+m?

Se observa que |f(x) — mx — b| es la distancia medida, en forma vertical,
de (x,f(x)) a y = mx + b.

dix) =



140 LIMITE DE UNA FUNCION

ok

(x, f(x)

Y

Figura 4.24

Asi, la recta es una asintota si, y solo si, f(x) — mx — b — 0 cuando x —» o
(0 x - —o0)

En el caso particular en que m = 0, se dice que la recta es una asintota
horizontal.

Sea f una funcion definida en un intervalo, excepto, quizas, en un nimero
finito de puntos, para determinar las asintotas de la grafica de f, se procede
como sigue:

(a) Se determinan los puntos donde f es discontinua (en particular donde no
esta definida). ¥s

Si a es uno de ellos y lim f(x) o lim f(x) es ® o = oo, entonces la recta

x—at x—a
X = g es una asintota vertical.

(b) Si f esta definida en un intervalo del tipo (a, o), calculese :

" S(x)

x> ®
3

Si tal limite es finito y vale m, calcilese lim (f(x) — mx).'Si este Gltimo li-
X+ 0
mite es finito y vale b,entonces la recta y = mx + b es una asintota de la
grafica de f. .
En efecto, en este caso, lim (f(x) — mx — b) = 0;- mas alin, si una-recta
X—=C
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y = myx + b, es una asintota tal que lim (f(x) — mox — b,) = 0, entonces m,
X =0

y bo pueden obtenerse de la manera indicada, pues en ese caso,

lim (f(x) — mox) = by

y
- b
lim (&—)—mo)— lim =2 =0
X0 X xs0 X
Por tanto,
f( )
— = mo
X

X—®©

(c) f esta definida en un intervalo del tipo (— o, b).

Si lim f(x)/x es el namero real my lim (f(x) — mx) es el namero real
xX—+ - X= — a0

b, entonces la recta y = mx + b es una asintota de la grafica de f.
EJEMPLO
Sea f:{xe R||x| 2 1} —» R la funcién definida como
f0) = 7T
Entonces, W
%3 — 1

im i YT 1oL oy
X=X x x—ux)' x ) x—»oo x

es decir, m = 1.

lim (f(x) — mx) = hm (VxT=1-x) = lim ————— \/—_+ - =

por tanto, una asintota es la recta y=2Xx
Por otra parte,

71 [1
x=» - X x> —wm ’ﬁlxixl"'.x—vmcoa x

y ,
: -1
1i —(=Dx)= 1 ~ =~ =,
x:Tw(f (x) = (=1)x) Nim s
por tanto, una asintota es y = —x.

Ademas, no tiene asintotas verticales.
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EJERCICIOS

4.1 Dados los nimeros x, L y ¢ > 0, determinese § > 0 tal que |f(x) — L] < ¢si 0 <
< |x — xo| < 6 y xedom f para las funciones f siguientes.

a) f(x)=1—-2x,xo=—1,L=3ye¢=001, ¢ =0.0001, ¢ = 0.02
b) f(x)=x2—4,x0=2,L=0ye=0.1,¢= 0001, ¢ = 0.0001

2 _
O f() =2 xo=—3 L= —6yz=005¢= 000 ¢ = 00004
x+3
d) f(x)=23x,x0=1L=1ye=0002 ¢=00001¢ =001
1
e) f(x)=x’; ,xo=1,L=2ye=0001, & = 0002, ¢ = 0.003

Lo
f) f&x)=5, % =2 L=ye=0002¢=002¢=02

4.2 A partir de la definicion de limite, demuéstrese que

2 —
a) lim*—2_4 b) limx =2
x—=2 X = x—2
o lim3Yx=233 d) lim L
Xl xa2X+1 3
h3 I |
o lim ——z -1 f) Emo T a0
xe-3% +2 h=s0 h
[Sugerencia: Desarréllese el binomio.]
2x
g) lim(1-x3)=0 h) lim =0
x=1 xe0 1+ X

i) lim|x| = |q|

x—a
43 (En qué puntos son continuas las funciones de la pregunta anterior?

En los ejercicios siguientes, Usese el método empleado en los ejemplos 1 y 2,
pagina 129, y digase cual es el limite.

en 5 en h?
44 lim == 45 lim®
x—=0 X P
3 5
46 lim 2 47 lim =2
xs0 X vog S€N 2X
sen h sen x — sen
48 limh —p 49 lim_’;T“
h—=0 P
oS X — COS -
410 lim X084 411 lim SR+ R) — senx
x—a X - a 0 h
412 lim EDX T OOSX A13 lim SEP

im
xome 1 —tanx x0 Xéan x
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sen x tan x

414 i
im o

x—0

En los ejercicios siguientes, usese el método empleado en los ejemplos 3 y 4, pagi-
na 130, y digase cual es el limite.

x -1 3x2 —5x -2
415 lim >—— 416 i
S Ime o — 22 +3x—6
x> 4+ 6x + 8 x2 4+ x-20
417 lim 512210 lim 52X~ =
- 2x—8 X —2x—8
x*+x?-2 x4+ 1
' T TX 72 lim 22—
41 ]mllx‘—IOx +9 xlm,x +1
x2 -4 x? 4+ 6x — 16
421 lim S —— 22 lim S 0
X +8 42 m e  Tox =16
-7
23 time =7
x—+3 x_3

En los ejercicios siguientes, usese el método empleado en los ejemplos 5 y 6, pagi-
na 130.

424 lim ‘/_ 8
st Yx — 4
-1
425 lim J=/— Vx
1 Jx—1
426 lim 3-J5+x
x—4 1- LY, 5—-x
[Sugerencia: Primero higase 5 — x = y?; después, multipliquese y dividase la expre-
sién en y por 3+ /10 —y2]

427 lim vx -

x—81 \/«;‘ "i .
428 im Vit x+x2—1

x-+0 x
[Sugerencia: Multipliquese y dividase por /T + x + x2 + 1.]
429 lmYLtsenx—J1-senx 430 tim Y21

x"-oO x ) x=1 \/;—
nf. _n
31 tmZ=Ye
X—a

x—a

[Sugerencia: Hagase b = \"/;.e y= ('/; y recuérdese que y" — b"=(y — b)" "' +
+ byt 4+ +b"7 )]
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Calculense los limites siguientes:

-3
43 lim Jx¥6+x 433 m 223
x——6* x—3" X %
434 ‘—"—_—x—' 435 lim (1 — x)tan =
x—n" xX—=x x—1- 2
i n n
[Sugerencia: Recuérdese que cos (5 x) = sen [E (1- x)].]
o , 1
436 limx [1+— 437 lim x [1+ 5
x-0* x x-0- Vu X

438 lim LT ¥Z 10 Vi";lo' 439 lim (x - /16 = )
X

x-5* x—4"
i <2
440 lim f(x) donde f(x)= {3" xS
x—2* si x>2

i x<
441 lim f(x) donde f(x)={3f stox<2

2" si x>2
442 tim - 42% 443 lim [x], donde ne Z
’ wea- 2+ x — x2 ) soon™ ’
444 lim [x], donde ne z 445 lim x — [x], ne
446 lim x — [x], neZ. 447 lim(x + 2),/4 — x?
x—n* x—2"

t 3
448 lim X - F=xF 449 lim >

x—0 X” SEN X COS X

x——3*
o x2-9 J2x+1-3
450 lim —os—oo 451 i :
x_?;x — 2x? —.3x xl_r,r::;x—Z—\/f
X242 2 —9x -5
4.52 lim‘L——— 453 i
ro /2 +9 -3 (T —6x+ SYx +3)
454 limsenxsen2x
7 .o 3sen3x

4.55 Supéngase que lim f(x) =0 y limg(x)=c

X -0 X— 0

Pruébese que

lim f(x)g(x) =

X =00

o si ¢>0
-0 si ¢<0.

[Sugerencia: Obsérvese que si ¢ > 0, entonces existe M, > 0 tal que g(x) > M,
para x suficientemente grande.]




456 Para la funcién racional R(x) =

Pruébese que

EJERCICIOS

X" + Gy X"+ - 4+ ag
BuX™ + bp_1x™ "1 4 =+ bg

-

b s on=m
b h
0 si m>n
lim R(x) = n
X0 () = ; ® si n>m y ;:—>0
. a,
—0 si n>m y b—<0

\
e 'm

145

[Sugerencia: Dividase el numerador y el denominador entre la maxima potencia

de x, que aparece en R(x).]

4.57 Establézcanse y pruébense resultados anilogos a los de los ejercicios 4.55 y 4.56,

Determinense los limites siguientes:

4.58

4.59

4.60

4.61

4.62

4.63

4.64

4.65

4.66

4.67

cuando x tiende a —co.

lim x24+2x+5
i 2X2 = 6x + 1
x2—-5x+1

m — 13

Pand’

a4 _ 1)3
lim 2x + 3?, 4x — 1)
o x7 +4

lim2x’+7x+5
row X2+ 2x+1

x> x+3

[Sugerencia: Dividase el numerador y el denominador entre x y en el numerador

introduzcase x al radical.]

L, 22 -3x—-4
lim =————
o X —1

-

lim y¥ -3

xow X3+ 4
2
lim vx*+4

x+2

X~ -0

lim ((/x2 + a? — x)

X~ 0

lim (/% + 1 — /32 — 1)
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4.68

4.69

4.71

4.73

4.75

4.7

LIMITE DE UNA FUNCION

lim — %
e 10+ x5
[Sugerencia: Hagase y = \/;c.]
s .
;f—;—_fﬁ ' 4.70 Iln: (Vx* + 2x — x)

lim (VX2 +2x — x) 472 lim ——

lim
X=X

X— - x—>24_x
1 x?

lim Y- ¥ 474 lim 2

x—=0 X X-’ll - X

— %2 1
lim Y4 =x 476 lim

=2 f6 = 5x + x2 x=0 2/ — X
(x3 + 2)1°

I E

Hallense las asintotas de las curvas siguientes:

4.78

4.80

4.82

4.84

x x
= 4.79 =
T Y= +3
1 sen x
- 481 y=20*
T Y=
=1-2x? 4.83 = 2
y= R A |

La siguiente «demostracion» esta equivocada; digase por qué. Se trata de probar que
lim (f/g) = lim f/lim g, suponiendo que lim f existe y que limg # 0.
Xo Xg X, Xp X,

Demostracion Sea h = f/g. Por tanto, f = hg, y como sabem:)s, lim hg = lim A lim g,

Xo Xo Xo
tenemos lim f = lim g lim h; despejando, tenemos por ultimo que lim f/lim g=lim f/g,
Xo Xo Xo Xo Xo Xo

que es lo que queria demostrarse.
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Francesco

Bonaventura Cavalieri
(1598 a 1647)

En su juventud, se unié a una orden religiosa llamada «Clérigos Apostdlicos de
San Jerdnimo», seguidora de las reglas de San Agustin, y que fue suprimida
por el papa Clemente IX en 1668.

Su interés por las matemdticas nacio y fue estimulado por los trabajos de
Euclides; posteriormente, al conocer a Galileo, se consideré a si mismo su discipulo.

En 1629 fue nombrado profesor de matemdticas de la Universidad de Bolonia;
ya entonces habia terminado su teoria del método de los indivisibles, mediante
el cual determinaba magnitudes de figuras geométricas en forma semejante a la
de los métodos del cdlculo integral. Como una deferencia a Galileo, quien traba-
jaba en un tema semejante, retrasé seis afios la publicacion de sus resultados.
Por fin, en 1638, aparecié su trabajo titulado: Geometria Indivisibilibus Con-
tinuorum Nova Quadam Ratione Promota. («Cierto método para el desarrollo
de una nueva geometria de los indivisibles continuos» ).

Como él mismo comento en su Geometria, el método presentado no era satis-
Sactorio, siendo acremente criticado por el matemdtico suizo Paul Gulding. Como
respuesta, Cavalieri, en 1647, escribié Exercitationes Geometricae Sex («Seis
ejercicios geométricos» ), tratado, ampliamente utilizado por los matemdticos del
siglo XVI1I, que establece de manera mds satisfactoria el principio de los in-
divisibles.

Ademds, escribié Directorio general de uranometria, que introdujo en Italia
el método de logaritmos como herramienta para hacer cdlculos.

Otras obras suyas son: Tratado sobre las secciones cédnicas, Trigonometria
lineal y logaritmica del plano y de la esfera.

En forma paralela a la vida de Cavalieri se destacan en otras ramas de la
actividad humana, los hechos siguientes:

LITERATURA

Lope de Vega: Peribdiiez y el comendador de Ocafia, 1612; Fuenteovejuna, 1613;
El caballero de Olmedo, 1623.
Quevedo: E! buscon, 1626; Los sueiios, 1627.
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MUSICA

Brisefio: Método para aprender guitarra, 1626.
Cavalli: Bodas de Peleo y Tetis, 1639.

PINTURA

Ribera: Sileno borracho, 1626; Inmaculada Concepcion, 1635; Cuadros de la Car-
tuja de San Martino, 1638; El milagro de San Genaro, 1646.

ARQUITECTURA
Se construye el Taj Mahal (1630-1648).

CULTURA EN GENERAL

Comenius: Diddctica magna, 1641.
Descartes: Discurso del método, 1637,
San Francisco de Sales: Tratado de amor de Dios, 1616.

Francesco Bonaventura Cavalieri
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LA DERIVADA

Desde ahora el trabajo de Isaac Newton influira en forma notable nuestro
texto, pues él pudo concretar ideas que habian prevalecido bastante tiempo
en el medio matematico acerca de los conceptos de area, tangente a una curva,
longitud de una curva, etc. No se pretende menospreciar a otros fundadores
del calculo, y si se menciona a Newton, deberia citarse a Wilhelm Leibnitz,
Isaac Barrow, Galileo Galilei, etc.; sin embargo, las inquietudes que empujaron
a Newton a convertirse en uno de los creadores del calculo serviran de base
para ilustrar a nuestros lectores. Se recomienda leer algunos libros, incluidos
en la bibliografia, al final del libro.

TANGENTE A UNA CURVA

Como se menciond en el capitulo 4, el concepto de limite permite resolver,
para una amplia clase de curvas, el problema de determinar la tangente a una
curva en un punto de la misma.

En efecto, consideremos la situacion mostrada en la figura 5.1.

y

Qb, f(b)

Ay

fl) Pla, f(a))

N e
a Ax b
Figura 5.1
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La recta | intersecta a la grafica de la funcion y = f(x) en los puntos

Pla, f (a)) y Q(b, f(b)) (digamos que la recta forma el angulo respecto al eje x).
En la misma figura se observa que

Ay
tang = —, 5.1
a= [5.1]

pero Ay = f(b) — f(a) y Ax = b — a; por tanto,

tan o ﬁ’%# (cociente de Fermat); [5.2]

o sea, la pendiente de la secante ! de la curva esta dada por [5.2].

Ahora bien, si se usa esta secante, ;como podra determinarse la pendiente
de la tangente a la grafica de f en P? Podria procederse asi: considérese la
familia de rectas secantes obtenidas al hacer que Q tienda a P, es decir,
que b tienda a g, lo cual significa que |a — b| - 0.

v}
/ .
| 9
|
|
|
|
P [
|
| |
| |
| : -
0 ;1 ————— t'o x'
Figura 5.2

Se llama recta tangente a la grafica en el punto (a,f(a)), al limite de las
secantes, o la recta que pasa por (a,f(a)) y tiene por pendiente

i L)~ 1@

b—a b_a

si tal limite existe; esto se denota en forma analitica de la manera siguiente:

b) —
pendiente de la tangente a la grdficade f en P = limf(—)———f(-a—)

53
b—a b—a [ ]
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Si se designa con m a este limite, la ecuacion de la recta tangente es
y = fl@) = m(x — a)

Notese que la tangente a una curva en un punto se define como el limite
de las secantes a esa misma curva que pasan por ese punto, y no como la recta que
«corta» a la curva en un solo punto (quiza la «definicion» familiar para el lector).

y y y
L
P 0 : 2 L
//\\/F\J[\\ '
0 x 0 X 0 x
(a) (b) E ©
Figura 5.3

En la figura 5.3(a), 1a recta L es tangente a la grifica de f en P y no lo es
en Q. En la figura 5.3(b), la recta L es tangente a la curva en P y en Q; en
la figura 5.3(c), la recta L no es tangente a la curva en ningun punto.

Si el limite [5.3] existe, se dice que la funcion f es derivable en el punto a.
(Recuérdese que al aproximar el punto Q al punto P se ha fijado la abscisa a
y se ha «movido» la abscisa b.) A continuacién, tenemos la definicion siguiente:

DEFINICION 5.1 Al limite [5.3], si existe; se le conoce como li deri-
vada de f en el punto a.

Observacion 5.1 En la figura 5.1, si b # a, entonces existe un real h # 0,
tal que

b=a+h,
por tanto, el cociente [5.2] puede escribirse como

_fa+h - f@
=

tan o (cociente de Newton);

y una forma equivalente de expresar la formula [5.3] sera:

h) —
pendiente de la tangente a la grdficade f en P = lim M

[5.3']
h-0 h
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En forma geométrica, lo anterior se anota asi: si § es el angulo que forma
la tangente con el eje x, entonces

A
lim tana = lim 2 tan f,
Ax—0 Ax—0

donde Ay = f(a + h) — f(a) y Ax = h (Fig. 54).
Observacion 5.2 Si la funcién f es derivable en un punto a, entonces

d
f’(a), o bien a—f (a) denotara el limite [5.3].
x

fe+hp————————g———————_ =

e

~ 0 a+h x
— J/
h
Figura 5.4

DEFINICION 5.2 Se dice que f es derivable en un mtervalo (a,b) si
es derivable en cada punto del mismo mtervalo

La funcién derivada f’ de f se define como aquella que asocia el niimero
real f'(x) a cada x en el dominio de f para el cual exista f'(x).

EJEMPLOS

1. Hallese la derivada de la funcién f(x) = x2 + 4 en el punto x.
Sea h>0, f(x+h) =(x+h?+4=x>+2xh+h?+4; f(x) = x* + 4
Por tanto,

f(x + h) — f(x) = 2xh + h?;
y asi,

Jlx + k)~ f(x)

=2x + h;
h +
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de modo que

f'(x)=1lim(2x + h) = 2x
h-0

2. Hallese la ecuacion de la recta tangente a la curva y = 3x2 + 1, en el pun-
to de la curva cuya abscisa es 1.
Se escribe el cociente de Newton, y se tiene

St )= f0) (B + =@+ 1) _6xh+307 o 4

h h h
por lo que

f'(x) = lim 6x + 3h = 6x.
h—>0

Este resultado es valido para todo x. Asi, en el punto cuya abscisa
es 1, se tiene f'(1) = 6(1) = 6. Por tanto, la recta tangente buscada tiene por
pendiente 6, donde su ecuacion es

y =6x + b.
Perosi x = 1, entonces f(x) = 3(1)> + 1 = 4; en consecuencia, b = —2,
de donde la solucion es, por ultimo, y = 6x — 2.

En el ejemplo siguiente se vera una aplicacion del concepto de limite lateral,
tratado en el capitulo 3.

3. Calculese la funcion derivada de la funcion f(x) = |x}.
|x| no es derivable en x = 0 ya que
0 + B -0 0 + h| — |0
(o OEH=T 4K
h—0" v h=0* h

De hecho, se tiene que ‘ s

W . —h
lim — =lim — = -1
h—0- h h—=0" h

(recuérdese que |a| = —asia <0). Y

h h
lim l—-—l = lim - =1
h-0+ poo+ B
Por tanto, no puede hablarse de derivada en el origen.
Para calcular la derivada en x # 0, supongase que x > 0, y sea & lo
suficientemente pequefio para 'que x + h > 0; entonces,

[x + A = |x] _
- h

h
=1
h b
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por lo que

1im|"_+_"ﬂx_| =liml=1
h—-0 h—-0

Ahora, supongase que x < 0, y sea h lo suficientemente pequefio para
que x + h < 0; entonces,

e+ bl -6 _ —x+ B0 _

h h L
por lo que '
L, el DN
h—0 h: h—0
En resumen,

1six>0

£/(x) = (|x} ={no existe si x = 0
—1six<0

Si existe el limite
i fx + b) — f(x)
im —————
ho0* h

se dice que la funcién es derivable en x por la derecha. En forma ana-
loga, si existe el limite

i B = S)

h—0" h

se dice que la funcion es derivable en x por la izquierda.

En general, al decir que una funcion es derivable en [a,b], se entiende
que es derivable en (a,b), y es derivable en a por la derecha y en b por
la izquierda.

Sea f(x) = [x] (recuérdese que este simbolo denota a la funcion el mayor
entero menor o igual que x). ;Cuanto vale su derivada por la izquierda
en x = 17; y, jcuanto vale su derivada por la derecha en x = 1?

y

14

Fig. 5.5 Griéfica de la funcién derivada de |x|.
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Recuérdese que la grafica de la funcién [x] es como la ilustrada en la
figura 5.6.

y
—()
—C)
—C
} + } 0 < { } t x>
—
—C

——O

Figura 5.6

Veamos, primero, cuanto vale la derivada por la izquierda en x = 1.
1+h]-11 0-1
[+ h -1

1 ,
li = lim —— = lim —-= 4+
h—0" h roo- B hoo- b

Ahora, cuanto vale la derivada por la derecha en x = 1.

lim w: lim u= im0=0
h—0* h h—0* h—>0*
Por tanto, f(x) = [x] no es derivable en x = 1, su derivada por la izquierda
no existe y la derivada por la derecha es 0.
El ejemplo 3 muestra que para que una funcién sea derivable, no es su-
ficiente que sea continua. Sin embargo, la proposicién inversa si es cierta.

TEOREMA 5.1 Sea f una funcién definida en (a, b) con valores en
R. Si f es derivable en x, €(a, b), entonces f es continua en x,.
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Demostracién Consideremos la igualdad siguiente:

109 = Sl + (=) LD, o
o sca,
lim (9 = lim {(x - M +fix 0)}
= lim (x—xo)lim———f(: JGo) ¢ fxg) =
- lzm (x = x)f (%) + (50
Por tanto,

lim f(x) = f(xo),

X=X

o sea, la funcion f es continua en x,,.

ALGUNOS TEOREMAS SOBRE DERIVACION

En los teoremas siguientes se supondra que las funciones tratadas tienen por
dominio un intervalo abierto I, y que tanto x como x + h estan en el dominio
de definicion de las funciones 1 95

TEOREMA 5.2 La derivada en cada punto de la funcién constante
f(x) = ¢ (c = constante) es igual a cero.

Demostracion Para hacer las demostraciones de- este teorema y el si-
guiente, se recomienda simplemente recordar la relacion existente entre la de-
rivada en un punto y la tangente en ese punto a la grafica de la funcién.

TEOREMA 53 La derivada de la funcién identidad i(x) = x es en
cada punto igual a 1.

TEOREMA 54 Sean f y g funciones derivables en x,, entonces, la
derivada de la suma de las dos funciones en x, es igual a la suma de sus
derivadas en x,; es decir,

(f + g)(x0) = f'(X0) + g (xv)
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Demostracion Considérese el cociente de Newton para nuestra funcién.

(f + 9)xo + B) — (f + g)(xo) - f(xo + h) + glxo + h) - f(?‘o) - g(xo) _

h : h
_ S(xo + B) = f(x0) + g(xo + h) — g(x,)
B h h
Por tanto,
I (f + @)X +h)=(f +9)x0) ., {f (xo+h)—f(xo) , glxo +‘h)—y(Xo)} _
im = lim + =
h=0 h v ko h h
i L0t B =) | glxo+H) =g
R0 h B0 h

Ya que, por hipétesis, las funciones 'y g son derivables, asi

lim & 190 + B) = (f +9)(x0)
m
h—=0 h

= f'(x0) + ¢'(x0);

o sea,
(f + 9)(x0) = f'(x0) + g'(x0)
En general, se tiene, inductivamente, que

(f1+ -+ fa)(x0) = f1(x0) + -+ + fu(Xo)

TEOREMA 5.5 Sean f y g funciones derivables en x,. La derivada del
producto de dichas funciones es igual al producto de la derivada de la primera
funcidn en x, por la segunda funciéon en x4, mas el producto de la derivada de
la segunda funcién en x, por la primera funcién en x,; es decir,

(/9)(xo0) = g(x0)f"(x0) + f(x0)g'(xo)

Demostracion v
(Jg)xo + B) — (fg)xo) _ flxo + h)g(xo + h) — f(xo)g(xo)
h o ) h
Stmese y réstese en el numerador g(x,)f(x, + h); asi,

Sf(xo + h)g(xo + h) — f(x0)g(xo) _
h

S(xo + h)glxo + h) — glx0)f(xo + h) + g(x0)f (X0 + h) — f(xo)g(xo) _
h

_ f&xo + Pglxo + k) = g(x0)] | gxo)lf(x0 + k) = f(x0)]
h A h
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Por tanto,
lim J(xo + h)glxo + h) — f(xo)g(x0) _ lim f(xo + A lim g(Xg + h) — g(xo) +

h-0 . h ) ) h-0 h—-0 h

+ 1im g(x) lim L %ot A = f(x0)
h-0 h-0 h

Recuérdese que f es derivable; por tanto, es continua, segin se enuncié en
el teorema 5.1, de donde

lim f(xo + h) = f(xo)

h—0

Pero g es también derivable, por hipotesis; entonces,

(f9) (x0) = f(x0)g'(x0) + g(x0)f (xo)

Como caso particular se tiene el correspondiente a la derivada del producto
de una constante por una funcién, la cual es igual al producto de la constante
por la derivada de la funcién.

EJEMPLO
Calculese la derivada* de la funcién

h(x) = x* + 3x + 2

Por el teorema 5.4, basta calcular la derivada de cada sumando y des-
pués sumar; asi,

dx? dx dx

> ntiRTE
Por otra parte,
d dx d3
a 3x = 3d__; de = 3
Y, ademas,
d
EZ =0
Por tanto,

d
—(x2+3x+2)=2x+3
dx

Al generalizar en forma inductiva el teorema 5.5, se tiene:

* Para abreviar, se usara el término derivada en vez de funcion derivada.
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TEOREMA 5.6 La derivada del producto de n funciones derivables en
Xxo es igual a la suma de los productos de la derivada de cada funcién en
Xo por todas las funciones restantes evaluadas en x,.

TEOREMA 5.7 Sea f una funcién derivable y tal que f(x) # 0 para
todo x en el dominio de f. Entonces, la derivada de 1/ f(x) existe en x, y es igual a

1
———— f"(xo) para cada x, del dominio de f .. s¥fn%

T o]

Demostracion Considérese el cociente de Newton para la funcion 1/f(x).
Tomando en cuenta que f(x,) # 0, entonces f(xo + h) # O para h suficiente-
mente pequeiia y, asi,

1 1
S+ 1)~ Jlro) _ flxo) = flxo + ). I flx)=f(xo+Hh)
h fxo + h)f (Xo)h S(xo + h)f(x0) . h

Ahora, como f es una funcién continua en x,, se tiene que

1 1 )
. fxa+h) fx)) 1 . f(xo) = f(xo + h)
o h oo f(xo + B) (xo) hero h
, J(xo + h) — f(xo)> 1 ,
= 1 - =
Focop h‘i‘?,( Th Tt ok

lo que se queria demostrar.
Combinando los teoremas 5.5 y 5.7, se tiene que

TEOREMA 5.8 , :
( f ) (xg) = #X0S (x0) = S (xa)g (xo)
g/ ° [g(x0)]?

Demostracion Se recomienda que el lector haga la prueba.

Basandose en los teoremas anteriores, se mostrard que la formula
—x" = nx""1, [5.4]

es valida para todo entero n distinto de 0.
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En efecto, sea n > 0. Por el teorema 5.4, se tiene que la derivada de la
funcién g(x) = x", donde n es un entero positivo, es

d dx dx net 1 1
—X"=x...X—+ -+ X.X—=X + o4+ X" =nx""",
dx ——~dx —~—dx
(n—1) (n—1)
factores factores
n sumandos
por lo que
d
—x" =nx""!
dx
Para n < 0, procedemos a escribir n = —m, donde m es un entero positivo,
de este modo
ax"
ix":ix-'":i i =_£_
dx dx dx \ x™ xam’
por el teorema 5.6, y en consecuencia,
d xm1 m et
ax = —-m xz"' =—x———m+l=—mx M
por tanto,
d
—x"=nx""!
dx ?

donde n es un entero negativo.

La féormula [5.4] es también valida para exponentes racionales; es decir,
n=p/q, con py q enteros y q # 0. Por ahora sb6lo se probara esta afirma-
cién para exponentes del tipo 1/g, con g entero positivo. Sea xoedom x'/4,
con xo # 0

X = Xg = (x19 — xbaO)(x1 -1 4 xt=2iaxdla 4 ... 4 xh= 1),

por tanto, |
<l xia I:fff" SRR
X — X = ,‘c“lf§l¢‘,+ x1—2/¢x(1’/¢ IS x“)_”"'
Finalmente, '
lim X~ xgt 1 | = 1x},/q—1
1-1/q ’

X = Xp X — Xo qxo q
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ya que

lim xl—p/qx(op—l)/q — x(l)—llq

X = Xq

DERIVACION DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Se probara que las funciones trigonométricas son derivables en sus dominios
naturales.

TEOREMA 5.9 Las funciones sen y cos son derivables en R.
Mas aun, ’

sen’ x = cosx
cos’ X = —senx

para todo xe R.

Demostracion : ; : oyt
El cociente de Newton

sen(x + h) — sen x
h

puede escribirse de la manera siguiente:

sen xcosh + sen hcos x — sen x
h

Al dividir esta expresion en dos partes y factorizar a senx en la primera,
tenemos

cosh — 1 sen h
—— senx + Tcosx

Al tomar el limite cuando h tiende a 0, se sigue que

sen(x + h) — sen x
lim = COS X
h-0 h

a partir de los limites calculados en la pagina 125.

La segunda igualdad del enunciado se demuestra en forma similar, dejan-
dola como ejercicio para el lector.

Si se conocen las derivadas de las funciones sen y cos, se sigue de inmediato
el teorema siguiente.
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TEOREMA 5.10 Las funciones trigonométricas tan, cot, sec y csc.son
derivables en cada punto de sus dominios naturales; sus derivadas son

tan’ x.= sec? x sec’ x = tan x sec x
cot'x = —csc? x CSCX = —COt X CSC X
en cada x del dominio correspondiente.

Demostracion Se probara sélo la primera igualdad, y de manera ana-
loga se deja al lector la demostracion de las restantes.
Sea x + 2n + )nf2, neZ.

sen’ x cos x — sen x cos’ x

tan’ x = 3 =
cos? x
cos? x + sen? x 1 5
= = = sec? x

cos? x cos? x

COMPOSICION DE FUNCIONES

Considérense las funciones f:4 - B y g:B — C. Se hablara de otra funcion,
cuya regla de correspondencia es

hia) = g(f(a))

Es decir, aplicamos primero f al elemento a y, después, g al elemento f{a).
El dominio natural de h es 4 y su codominio, C.
Por ejemplo, sean f:R— {0} >R y g:R— R* tales que f(x)=1/x y
g(y) = y*; entonces, la funcidn h tendra por dominio R — {0} y por imagen los
reales positivos, y serd tal que

h(z) = ~Zl—2 [5.5]

(se dice que h es la composicion de f seguida de g, o bien que 4 es una
funcidon compuesta). Veamos por qué se tiene [5.5].
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Sea ze R — {0}. Primero se manda a su reciproco, 1/z. A continuacion
se manda 1/z a su cuadrado mediante la funcion g, es decir, a 1/22.

Para la composicion de funciones se utiliza una notacién especial, que con-
siste en un pequefio circulo intercalado entre las dos funciones, es decir,

gef

Puesto que en el ejemplo anterior h era la composicion de S seguida de
g, entonces

h=gof

Este concepto se extiende a mas de dos funciones. Por ejemplo, para tres
funciones, la regla de correspondencia seria

f g h

e Y

k= hogof
Figura 5.7

k(a) = (h > g)(f(a)) = h(g(f(a)

EJEMPLO
sen (x2 + 1)
Aqui, se tiene que
f(x) =x*
gy) =y +1
h(z) =senz

iCompruébelo!

DERIVADA DE UNA FUNCION COMPUESTA

El lector encontrara a menudo expresiones de funciones de aspecto compli-
cado, pues a partir de funciones que se denominardn elementales, podemos
construir otras mas descriptivas y, por tanto, mas utiles, aunque mas complicadas.
Con objeto de derivar (si es posible) funciones compuestas, se enunciara y aplicara
el teorema siguiente, cuya demostracion aparece en la pagina 177.
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TEOREMA 5.11 Sean f y g funciones derivables, de manera que g
se encuentra definida en todos los valores de la imagen de f. Entonces, la
funcién gof es derivable y se tiene:

(g°f)(x) =g (f(x)-f(x)

A este teorema se le conoce también como regla de la cadena.

Como aplicacién de esta regla, se probara que

d
— (xy = Bx”/"", donde ? es un racional.
dx q q

Sean f(y) = y" y g(x) = x'/ (puede suponerse que ¢ > 0).
xPM = (f o g)(x)

Por la regla de la cadena, se tiene

d daf d
— bl — —
=X Ty (9(x) 2 9
Pero,
df 3 - dg(x) _ xlllq—l
E;(Q(X)) = p(x'%) & - g
por tanto,
d_)i/q = I_)x(p—l)/qxl/q—l = fxr'/q-l
dx g q

La formula [5.4] es valida para cualquier exponente real; mas adelante se
probara que es valida también para exponentes irracionales.

EJEMPLOS
(@) Sean f(x) = x* + 1y g(u) = u>.
Por lo ya visto, tanto f como g son derivables en todo R; asi,

(g° N)x) = g(f(x)) = g(x? + 1) = (x? + ?;
por tanto,

Zd;(wf)(X) = 2(x* + 1)(2x) = 4(x* + x)

(b) Sea y = sen?x. Calcﬁlese;— y.
X

Para ser congruentes con nuestra notacion, se dira que f(x) =senx y
g(u) = u?. Por tanto,

(g ° N)x) = g(f(x)) = glsen x) = sen? x;
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entonces,

(g°f)(x)=g'(f(x)- f'(x) = 2 sen x cos x
1

x2+3

Hagase f(x) = x> + 3 y g(y) = 1/y. Entonces,

(c) Calculese la derivada, respecto a x, de

1
(goNx) =g(f(x) =g(x* + 3) = m;

por tanto,

e /)(x)=g'(f() f() =~

-
(x2 4+ 3)? X

Ejercicios
Calcilese la derivada respecto a x de las funciones siguientes:

x? -1

1. donde x # —1

1
2. sen? <;> donde z#0

3 (x2+1)»

sen? x

cos? x

1 2
((z + 1)’)

DERIVADA DE LA FUNCION INVERSA

TEOREMA 5.12 “ Sea y = f(x) una funcion derivable tal que su derivada
no se anula en el punto x,; supongase que existe su funcion inversa x = ¢(y).
Entonces existe la derivada de ¢ en y, = f(x), y se calcula asi:

1 .
!df, .

fa (xo)

do
dy (Yo).=
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Demostracion No se demuestra la existencia de la derivada de ¢ en y,,
por no corresponder al objetivo de este libro. Para demostrar la otra afirmacion,
derivemos respecto a x ambos miembros de x = ¢(y), con lo que se obtiene

do dy
1= — —(x0);
dy (.VO) dx (xo),

por tanto,

d(p( ) 1
ay T df‘( )
—(x

dx ¢

El hecho enunciado en el teorema puede ilustrarse en forma geométrica ¢
considérese la grafica de la funcién y = f(x) (Fig. 5.8). Cuando en la mis:...
grafica se consideran los valores y correspondientes a la variable independi~te
y los valores x correspondientes a la variable dependiente, entonces tenenic.
también ilustrada la grafica de la funcion x = ¢(y) (aunque, como es natural,
con los ejes intercambiados).

Sea o el angulo formado con el eje x, por la recta tangente a la curva
que pasa por el punto P; y sea f el angulo que forma, a su vez, la misma
recta con el eje y.

De acuerdo con lo ya visto sobre el significado geométrico de la derivada,
se tiene que

af

E(XO) =tana

‘;—"’(yo) = tan f [5.6]
Y

Figura 5.8
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Ahora bien, si a < 7/2, entonces

b=35-u

pero si o > n/2, entonces se tiene
B=3mn—a (véase Fig. 5.9)

pues, por trigonometria, resulta que

(n—ﬁ)+(n—a)=g,dedondeﬁ=%n—a
4
8
N
p
o
0 x

Figura 5.9

De cualquier manera, se tiene que

1
tan f = cotor = —— [5.7]
tan o

Sustituyendo en [5.6], se tiene, por ultimo, que

do _ 1
2;(}’0) = df—

d_x (xo0)
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DERIVADAS DE LAS FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS INVERSAS

TEOREMA 5.13 Las derivadas de las funciones trigonométricas in-
versas son:

1) (ang sen)' (x) = xe(—-11)

1 .
JT =%

2) (ang cos) (x) = — xe(—1,1)

;
X2

1
vi-

1
3) (ang tan) (x) = mf; x€(—o0, 00)

4) (ang cot) (x) = ﬁ'?; x€(—o00,00) -
5) (ang sec)' (x) = x€(—o0, —1)u(l, )
- |x IJ
”1%
6) (ang csc) (x) = — W;‘T—“_—f’ xe(—o0, =1)u(l, )

Demostracién En la prueba de cada uno de los incisos se hace uso del
teorema 5.12.

1) Sea xe(—1,1). Existe un unico real ye(—n/2, n/2) tal que seny = x
(o sea y = ang sen x). Asi,

(ang sen)’ (x) = co_sy’,
como
sen’y +cos?y=1y cosy>0
(recuérdese que —7/2 < y < m/2), se sigue que
cosy = ,/T —sen?y

Es decir,

(ang sen)’ (x) =

JT=x
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3) La afirmacion se sigue de las igualdades . - .

1 |
(ang tan)’ (x) = ——, |
sec® y |

sec2y —tan?y = 1,
donde
y = angtanx
5) Sea xe(—o0, —1)uU (1, o). Si y = angsec x, entonces,
, 1
(angsec) (x) = ———
secytany
Como
sec?y —tan?y = 1,
se tiene
tan y| = /secZy — 1
Por otra parte, la funcién tan es positiva en (0, 7/2), y negativa en (rn/2, n).
Asi,

N —secty = 1; ye(n/2,m)
|tan y| =
JsenZy =1; ye(0,n/2)

Por tanto,
‘ 1
- —=—=; Xx€(—00,—1)
/2 — 1 v
(ang sec) (x) = WX 1
Q}?{_—TT x €(1, 00),
por lo que

1
x| /x* =1

La prueba de los demas incisos se deja como ejercicio para el lector.

(ang sec) (x) =

DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

Obsérvese que si una funcion es derivable en cierto intervalo, entonces su funcion
derivada también es una funcién definida en ese intervalo. Sin embargo, no es
posible asegurar que la funcién derivada también sea derivable.
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Por ejemplo, considérese la funcion
xtsenl/x si x#0
fx) = {0 si x=0

Para x # 0, existe en un intervalo I tal que xeI y tal que en cada punto
de ese intervalo

f(x) = x? senl
x

Por tanto,

1 1
f'(x) = 2xsen— — cos —
x x

Ahora, si x = 0, se procede a formar el cociente de Newton

1
h’sen;-— 0

Por tanto, f'(0) = 0. Asi,

, 2xsenl/x —cosl/x si x#0
f(x)= .
0 si x=0,

y esta funcion no es continua en cero, pues si lo fuera, entonces la funcion

) {cosl/x si x#0
X)) =
g 0 si x =0,

seria continua en cero, lo cual no es cierto, de acuerdo con lo visto en el capitulo 3
sobre continuidad. ’

Si existe la derivada de la derivada de una funcion, llamamos entonces a
esta nueva funcidon la segunda derivada de f, y usamos para ella en forma
indistinta la notacién f”, o bien '

d2
— f{x
o f(x)

En forma similar podra hablarse de derivadas de mayor orden; por ejemplo,

la derivada de orden 6 de una funcion se denotara

f® o bien d—sf(x)
’ dx*

En general, si la derivada es de orden n, se denotara de la manera siguiente:

(n) : —
f*™, o bien T

f)*

* Para n = 0 se define f*(x) = f(x).
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EJEMPLOS
1. Encuéntrese la derivada de orden 3 respecto a u de la funcién

S =u®+2u+1
Solucién La funcion dada se deriva tres veces, esto es,
@ f'(u)=3u?+2
(b) f"(u) = 6u
() f"'(u) = 6; por tanto, el paso (c) da la respuesta.
2. Encuéntrese la derivada, respecto a t, de orden 2 de
h(t) = 2t*> + 4t en el punto t = —1
Solucion Se observa que h'(t).= 4t + 4, por lo que K(—1) = 0, mientras
que h”(t) = 4, por lo cual h"(—-1) = 4.

En este ejemplo se anula la primera derivada, mientras que la segunda es
distinta de cero; esto se utilizara en el capitulo siguiente.

Ahora, se pregunta: ja qué sera igual la derivada, por ejemplo, de la deri-
vada de una suma de funciones, es decir, (f(x) + g(x))" = ?

Se sabe que

(f) + gx)) =(f'(x) + g'(x)) =f"(x) + ¢"(x); por lo que
(f(x) + g(x))" = f"(x) + g"(x); en forma semejante, se tiene que
(f(x) + g(x))" = £"(x) + g"'(x), etc. '

Para la segunda derivada del producto de dos funciones, se tiene

(f(x)g(x)" = () = (f(0)g'(x) + [ Xglx)) =
=f(x)g"(x) + ' (x)g'(x) + f"(x)g(x) + f'(x)g'(x) =
= /(9" (0) + 2 '(x)g' (%) + £ (0)g(%)

Para la tercera,

(f(x)g(x))m = f(x)g""(x) + 397 (x) f'(x) + 3f"(x)g'(x) + g(x¥)f"(x)

Nétese la semejanza de este desarrollo con el correspondiente al binomio
de Newton.

Primitivas

El lector estara ya familiarizado con determinadas funciones resultantes de de-
rivar otras funciones. Quizas, inclusive, haya elaborado sus propias tablas de
derivadas.

Ahora, se plantea el problema inverso; a saber, dada una funcién f, encontrar
una funcién F tal que F'(x) = f(x) para todo xedom f. A esta funcion F
se le llama funcién primitiva (o antiderivada) de la funcién f.
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En capitulos posteriores se estudiarin métodos para encontrar primitivas;
sin embargo, en este momento podemos determinar las primitivas de algunas
funciones con una tabla de derivadas. Por ejemplo, como dx?/dx = 2x, entonces
‘una primitiva de 2x es x2.

Obsérvese que si una funcién F es primitiva de f, entonces la funciéon F + k (k
constante) es también una primitiva de f. En la pdgina siguiente se expone una
tabla de primitivas, que podra comprobarse haciendo la derivacién en cada caso.

DIFERENCIAL DE UNA FUNCION

Sea x, un punto fijo, y supéngase que existe f'(x,). La siguiente funcién de
h, df (xo, h), se define como

df (xo, h) = f'(x0) - h [5.8]

Esta funcion se conoce como la diferencial de la funcién f en x,. Para
cada h, se tiene que

Sf(xo + h) = f(xo) + f'(x0)h = f(xo) + df (xo, h),

o, lo que es igual,

f(xo + h) = f(x0) = f'(xo)h = df (xo, h),

cuyo significado geométrico consiste en que una aproximacion al valor del
incremento Af(Af = f(xo + h) — f(x,)) de la funcion, esta dada por el cateto QS
del tridngulo PQS (Fig. 5.10). El error de esta aproximacion lo determina QR, el
cual serd tanto menor cuanto mas pequeiio sea h.

Figura 5.10
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Funcién f Primitiva de f
x2
x —+k
2
x"; n entero distinto de —1 x4k
n+1
¢x"; ceRy n entero distinto de —1 —x"tl 4 k
n+1
ax" + b; a,beRy n entero distinto de —1 T 1x"+1 +bx + k
n
sen x —cosx + k
COSs X senx + k
! tanx + k
an x
1+ x? g
sec? x tanx + k
csc? x ~cotx + k
1 X
———; a€eR ang sen— + k
Jat - x? a
! +k
———— ang sec x
S =) g
sec x tan x secx + k
csc x cot x —cscx + k
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De la figura 5.10 vemos que tana = QS/PS, pero, ademas, f'(x,) = tana,
de donde
QS =tana- PS =tana-h = f'(xo) - h;
y por la ecuacion [5.8], se tiene que

QS = df (xo, h)

EJEMPLO
Calculese aproximadamente ,/9.18.

Puede considerarse, en este caso, que xo =9 y h = 0.18. Por tanto, de
acuerdo con lo ya estudiado, se tiene que si f(x) = ﬁ, entonces,

V918 = f(xo + h) = f(xo) + f'(x0)h = f(x0) + df (x0, h);
es decir,

1 0.18
I8 9+ 5 0.18 =3 + — =303

El valor de \/9.18, exacto hasta siete decimales, es 3.0298514, por lo que
el error en nuestro calculo es de 0.0001486; asi, puede considerarse que obtu-
vimos una buena aproximacion al valor de \/9.18, no obstante que el valor de
h no es muy pequeiio.

Ahora se vera porqué la aproximacién propuesta para Af es buena.

Sea h # 0, entonces,

flxo + h) = f(x0) + f'(xo)h + [f(x0 + h) — f(x0) — f'(x0)k]
Al dividir y multiplicar por h la diferencia f(xo + h) — f(xo,), se tiene

(x0 + B} — f(x0)
h .

f(xo + k) = f(xo) + f'(xo)h + [f “h— f(xo) h];

sacando h como factor comun, se obtiene

Flxo + h) = flxo) + £ (xo)h + h[f Sk S f'(Xo)]
Definimos
Ef(xo:h) = JZ M=) _ pih G hg0 y Ef(x;0)=0

h

Obsérvese que debido a la definicion de f'(x,), se tiene

lim Ef (xo ; k) = lim (f (xo + h) = f(x0)
h—0 h-0 o h

- f'(xo)> =0;
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por tanto, Af — df = hEf(x,; h) es pequefio cuando k lo es, dado que al mul-
tiplicar dos cantidades muy pequefias se obtiene otra mas pequefia atn; por
esto, en un principio utilizamos la notacién

S(xo + B) = f(xo) + f'(xo)h,

para h pequeiia.
En sintesis,

f(xo + h) = f(xo) + f'(x0)h + hEf(x0; h), [5.9]
donde

lim Ef(xo; ) = 0y Ef(x0;0) =0
h—0

Considérese la recta y = f(xo) + f'(xo)(x — xo). El nimero f(x) — f(xo) —
— f(xo)(x = xo) es la diferencia de ordenadas de los puntos (x, f(x)) y
(%, f(xq) + f'(xo)(x — xo)) pertenecientes a las graficas de f y la recta, respec-
tivamente. :

Por lo expuesto con anterioridad,

o SO0 = fx0) = f ol xa) o i
X Xp »: R X - xO ' : - |

Es decir, las diferencias de ordenadas f(x) — f(xo) — f'(xo)(x — xo) se hacen
cada vez mas pequefias conforme x se acerca a x,. Por tanto, en la proximi-
dad de x,, las graficas de la funcion y la recta se aproximan. Mas aun, se
aproximan con mayor rapidez que x — xo a 0.

Se probara que la recta antes considerada es la unica con las propiedades
descritas. En efecto, supongase que la recta

y=b+ mix — xq)

es tal que |
- b - -
lim (B =bomx-x) _, [5.10]
xwxp X T Xo
Entonces, '
lim (f(x) — b — m(x — x0)) =0
por tanto,
lim f(x)=b

Pero como f es continua en x, por ser f derivable en x,, se tiene que

b = (o) }

e




DIFERENCIAL DE UNA FUNCION 177

Si se sustituye en [5.10], se tiene

= lim f(x) — f(xo) — m{x = xo)

x—xp X — Xo

0

= f'(x0) = m,

por lo que
m = f'(xo)

La regla de la cadena puede probarse mediante la igualdad [5.9].
Sean f y g funciones tales que f tiene derivada en x, y g tiene derivada
en f(xq), entonces

gef
tiene derivada en xq y
(g°f)(xo) = g'(f(xo))f'(xo)

Demostracién Considérese la diferencia (g ° f)(xo + h) — (g ° f)(xo) que
es, por definicion, '

g(f(xo + h) — g(f(x0)) [5.11]
Si se hace |
u = f(xo),
y
k= f(xo + h) — f(xo),
entonces

S(xo + h) =u+ k;
por tanto, la ecuacion [5.11] se escribe como
g(u + k) — g(u)
y por [5.9], se tiene
glu + k) — g(u) = g'(u)k + kEg(u; k)

Al dividir entre h, se obtiene

(g° f)(xo + h) = (g° f)xo) _ g'(u),f + EEg(u; k), [5.12]
h h h
cuando h — 0, resulta que _
lim © = fim L&t 7;') —J(xo) _ £(x0);
h—=0 h—0

ademas, cuando h — 0, entonces k = f(xo + h) — f(x,) tiende a cero, ya que
f es continua en x,.
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Por tanto,

lim Eg(u; k) = lim Eg(u; k) = 0,
h—-0 k-0

asi, tomando limites en ambos lados de [5.12], se obtiene

(g ° f)(x0) = g'(f(x0)) f(x0)
Razén de cambio

En fisica interesa calcular variaciones de ciertas cantidades respecto al tiempo.
Asi, por ejemplo, se habla de la velocidad promedio en que un movil se
desplaza en linea recta, en un intervalo de tiempo [¢,, t,], y se calcula como

s(tz) — s(tq)

I -1

donde s(t;) es la posicion final del moévil, y s(t;), su posicion inicial. Este
cociente se conoce también como razon de cambio promedio de la posicion
s(t) respecto a t.

El lector reconocera este cociente como un cociente de Fermat. Por tanto,
de existir el limite de esa raz6n cuando t, tiende a t,, sera la derivada de la
funcién s respecto a t en el punto ¢;. En consecuencia, esa derivada se conoce
como razon de cambio instantanea de s respecto a t.

En general, cuando una cantidad y se expresa en funciéon de otra x, la
derivada dy/dx se conoce como razén de cambio instantdnea de y respecto a
x, aun cuando x no sea el tiempo.

Con frecuencia, la variable x mencionada en el parrafo anterior es a su
vez funcion del tiempo ¢, por lo que y es también funcién de ¢. En este caso,
para determinar la razén de cambio de y respecto a t, en un instante t,, se
emplea la regla de la cadena de la manera siguiente:

d d d
§w=ﬁmwgm)

EJEMPLOS
1. Densidad lineal. Supongase que a y b son extremos de una varilla rectilinea
con seccion transversal despreciable. Se escoge un sistema de coordenadas
-con el eje x conteniendo la varilla y con origen en a, entonces a cada
punto P de la varilla correspondera una abscisa x. Se llama densidad lineal
en el punto Py(x,) al limite de

m(x) — m(x,)
X = Xo

cuando x — xg, donde m(x) es igual a la masa del segmento que une a con
el punto de abscisa x.
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La importancia de este concepto radica en que al conocerse la densidad
lineal en cada punto pueden obtenerse aproximaciones de la cantidad de
masa existente en cada porcidon de varilla, pues, como se recordara del
concepto de la diferencial de una funcion, en este caso se tendra que

m(x) — m(xo) = m'(xo)(x — Xo);

el miembro izquierdo representa la cantidad de masa del segmento determi-
nada por x y xo. Cuando la densidad de masa es constante, se dice que la
varilla es homogénea; en caso contrario, se dice heterogénea.

Como ejemplo, considérese una varilla heterogénea de 12 cm de longitud.
La masa del segmento [a, x] es proporcional al cuadrado de la distancia
de a a x y la densidad de masa es igual a 10 g/cm en el punto x, que
dista 2 cm de a. Hallese la masa de toda la varilla y la densidad lineal en
cualquier punto x.
Solucion Se sabe que m(x) = kx?; por tanto, la densidad de masa es igual
a 2kx. Asi, (4k) = 10, de donde k = 2.5. En consecuencia, la masa total es
2.5(12%) = 144 x 2.5 = 360. La densidad lineal en cualquier punto x es 5x.

Una piscina tiene 10 m de ancho, 20 m de largo y una profundidad
de 1 m en un extremo y 3 m en el otro, siendo el fondo un plano incli-
nado. Si se vierte agua en el interior de la piscina, a razén de 1 m®/min,
;a qué velocidad se eleva su nivel cuando éste es de 1 m en el extremo
mas profundo?

Solucion Si se observa un lado de la piscina, se encuentra la siguiente
relacion

<18
I
% 1IN

de donde
y = 10x;

por lo que el volumen del agua, cuando ésta se encuentra a una altura
de x metros del punto mas hondo de la piscina, es

V = ($10x - x)- 10 = 50x?




180 LA DERIVADA

Debido a que x = x(t), el volumen también es funcion del tiempo ¢ y

V(x(t)) = 1-t sit se mide en minutos, entonces

av
=1
dt
y por la regla de la cadena
av .
i 100x(t) - x'(t), m/min.

al igualar y evaluar para cuando x(ty) = 1, se tiene
100x(to) = 1,
de donde x'(t,) = 0.01 m/min.

3. Al arrojar una piedra en un estanque, se forma y propaga lo que se conoce
como «rizo» (de hecho se forman varios rizos concéntricos), segin se aprecia
en la figura.

AN
VAVAURVAVAY

r |
[ —— ]

Supdngase que el rizo en cuestion es perfectamente circular y se desplaza
a una velocidad constante de 30 cmy/s. ;Cual serd la razén de cambio del
area comprendida por el rizo circular cuando el radio de éste haya alcanza-
do la longitud de 1 m?

Solucién Se tiene que A = nr?, por lo que, en este caso, r' = r'(t) = 30 cm/s,
y como r interesa cuando es igual a 100 cm, entonces

dA
T 27 x 30 x 100 = 6000% cm?/s
EJERCICIOS

5.1 Buscando el limite del cociente de Fermat o de Newton, si existe, para la funcién
en cuestién, determinense las derivadas de las funciones siguientes en los puntos
indicados:
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EJERCICIOS

a) f(x)=x%enx,=1 b) f(x)=}cenxo=%

¢ gx)=x—1lenxy=2 d) g)=x*+1enx,=0
€) h(x)=x%—-2x+ 3en x, =025

f) Ax)=x(x-1*(x—3) enx,=0,1y3

Calcilese la derivada de las funciones siguientes:
a flx)=x3+3x*-6 b) g(x) = 3x* — 17x — 2
h(x) = 6x> — x d) h(x)=(x*—1)(x2+x+2)
(x + 1) 5 R
e g(x)= - f) flx)=(?+ Dix = 1)x* + 3)
. 2x% + 3 2x + 3
g) ilx)= B h) flx)= 512
. (3 2 ‘
) Ix)= Jﬁxzi)z) J) m(x) = 2x/x + 3Yx% - 5x Ix2.
) S0 = B+ Y5+ D b == 3’,‘:/: + 2P
m) g(x) = (2x + 313 n) e = i +x
- x
0) f(x)=(x*—3x+2° P) i) = x+ Jx + x
. _ (2x - 6)_1 B (x-l + x2).—1
q) jix)= F 122 1 glx)= @ =52
_(x+ 42 _ 42 =x?)
s) flx) = <+ 3 t) h(x)—(—l——xziz_
u) ex)=(1+ 3/3;3 V) f(x) = ("3_‘:33"___)(&‘"6)

--_3x;'

w) m(x) = T+ P - YT + x)° v

X) () =0Qx+ D3x +2)33x + 2

Y) g0x) =3G/x7 +FxYx +3xYx + i x2/x)
1

2) f(x)=

2x2 +2x + ) Y(x + x + 3)

Calciilese la derivada de las funciones siguientes:
a) h(x) =senx + 3cosx b) f(x) = xtanx ’
c) g(x) = 2senxcosx d) h(x) = xangsen x
sen x + €os x —

e) f(x)= onx —cosx f) m(x) = angsen /sen x
g) i(x) = (sen x)1°0 h) j(x) = (cos x)°°
i) Kx) = xsenx + cos x i) f(x) = \/tan2x

= y21an2> _1 : o 2x
k) g(x) = x?tan 3 ) m(x)= 2ang cot1 e

m) h(x) = (1 + sen? 2x)!/? n) f(x) = sen (cos x)

181
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cotg
0) h(x) = sen nx (sen” x) p) g(x)=
— cot? =
1 - cot 3
1 cos X
D S = 8(1 — 4cos x)*- 7S T 2senx —sen?x
4sen x x
s) h(x) = angcot Epm 5‘cosx t) g(x) = angsen T2
e ' =angcot3x
u) h(x) = ¥sen?x + oo ol V) o(x) T
x2n— 1
w) f(x) = angcos ——— ey x) f(x) = angtan(3tanx)
y) g(x) = ¥YxT =4 - 2angtan(} ¥/x* - 4)

5.4 Encuéntrense las ecuaciones de las rectas tangentes a las curvas siguientes en el
punto indicado:

a) x2+y*=1 ! L

en x=—§, y"—‘T

b) La grafica de la funcion f(x) = 3x2 — 3x — 1 en (0, — 1)

5.5 Derivense las funciones siguientes hasta el orden 3.

a) f(x)=x3— 3x2 +2x —- 1 b) g(x) = ang sen x?
1+x
h d
¢) hit) = ﬁ( _ ) a(x) =
e) m(x) =2a-— x) f) n(x) = cos x(sen 2x)

5.6 Para cada una de las funciones siguientes, determinense los puntos donde existe su
derivada y dése la regla de correspondencia de la funcion derivada.
x si xe{0,1)
a) f(x)={2——x si xe[l,2]
x—2 si xe(2,3]

Si xEtO,OO)
b f=1% “
-3 +l si xe(—0,0)
x+1 si XE[Oyl]
0 flx)= { —-x2+3 si xe(1,3]
x*+4x -2 si xe[1,2]
d) f(x)= { %x + 2x si xe(2,3]
& 1) = {" s°"‘ §ox#0
0 si x=0
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Usando el concepto de diferencial, encuéntrese un valor aproximado de lo que se
indica.

a) f(1.01) donde f(x)=2x*—x b) sen (60 3')
c) tan(45°4' 30”) d) /4.003

3
e) angtan1.05 f) q19_19

Demuéstrese, usando la ley de Ohm, i = V/R, que una pequefia variaciéon de la
intensidad de la corriente i, originada por una pequefia variacion de R, puede de-
terminarse de manera aproximada por

i
Ai = ——AR
R

Hallese la razén de crecimiento de un tridngulo equilatero cuando el lado mide
20 cm, si la longitud de cada lado crece a razén de 3 cm/min.

¢En cuanto aumenta aproximadamente el volumen de una esfera, si su radio r = 5 cm
s¢ aumenta en 2 mm?

Se aplica una capa de pintura, con espesor uniforme igual a t centimetros, a las
caras de un cubo con una arista de a centimetros. Utilicense diferenciales para
calcular, aproximadamente, la cantidad de centimetros clibicos de pintura empleada.
Comparese este valor con el valor exacto obtenido calculando los volumenes
antes y después de aplicar la pintura.

Un tren sale de una estacion en determinado momento y se dirige al Norte con
una rapidez igual a 60 km/h. Un segundo tren sale de la misma estacién una
hora después del primero, dirigiéndose al Oeste a 50 km/h. Encuéntrese ia rapidez
con la que los trenes se separan dos horas y media después de la salida del se-
gundo tren.

Se sueita un globo, al nivel del suelo, en cierto instante en un punto que esta a
75 m de un observador situado también en el suelo. Si el globo sube en forma
vertical a una velocidad de 6 m/s, jcon qué rapidez estara alejandose del obser-
vador 20 s después?

Un globo se infla con una rapidez de 15 m3/min. ;A qué velocidad crece el dia-
metro del globo 20 min después? (Supdngase que el diametro det globo es igual a
0 en el instante ¢t = 0.)

(Problema para aficionados al béisbol) El Gordito corre de la primera base a la
segunda con una rapidez de 25 pies/s. (A qué velocidad disminuye su distancia
a la tercera base en el instante en que se encuentra a 30 pies de la primera?
(Recuérdese que la distancia entre las bases es de 90 pies.) ;Con qué rapidez aumenta
su distancia a «<home» en el mismo instante?

Cierto individuo de 1.6 m de altura se aleja de un arbotante de 3 m de altura cuya
lampara en la parte superior esta encendida. ;Cual es la longitud de su sombra
cuando se encuentra a 1.5 m de la base del arbotante?, jcon qué rapidez crece su
sombra si se aleja del arbotante a una velocidad de 2 m/s?
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Un depésito tiene 10 m de longitud con extremos en forma de tridngulo isdsceles, de
2 m de altura y 2 m de base (véase la figura).

Si se vierte vino en este deposito a razén de 3 m>3/min, (a qué velocidad sube el
vino cuando la profundidad de éste es de 1 m?

Una escalera de 7 m de longitud esta recargada en la pared vertical de una casa.
Si su base desliza en forma horizontal, separandose de la casa con rapidez de 4 m/s,
{a qué velocidad se desliza la parte superior de la escalera cuando la base se encuentra
a 3 m de la pared?

Un hombre levanta un bote de leche hacia un andamio situado a 30 m de su
cabeza, mediante una cuerda que pasa por una polea situada en el andamio. Si la
cuerda mide 60 m y el hombre mantiene su extremo a la misma altura mientras
camina a una velocidad de 4 m/s, alejéndose del punto situado bajo la polea, jcon
qué rapidez sube el bote de leche cuando el hombre se ericuentra a 20 r, del
punto indicado?

Un punto se mueve en la parabola y = x? + 2x. Encuéntrese el punto so.re la
curva en la cual la razén de cambio de la coordenada y es cuatro veces la razén

Aa mnmahia Ao Ja annadoo 1
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Pierre de Fermat
(1601 a 1665)

Nacido en Beaumont de Lomagne, tuvo como profesion la de jurista y como
pasion, las matemdticas. Sus numerosos resultados han contribuido al estado ac-
tual de las matemdticas en muchas de sus ramas. En forma independiente de
Descartes, descubrio el principio fundamental de la geometria analitica y se le
considera un precursor importante del cdlculo diferencial.

Su correspondencia con Blaise Pascal contiene los principios de la teoria de la
probabilidad, considerdndosele por ello fundador de esta rama de las matemadticas.

Por su aficion a las matemdticas y no vivir de ellas se le conocié como el
«principe de los aficionados». Muchos de sus resultados fueron simples notas
escritas en mdrgenes de libros.

Al comentar el problema nimero 8 del segundo libro de Aritmética, de
Diofanto, que pide la solucién en nimeros racionales de la ecuacion x* + y* = a2,
Fermat escribié: «..por otra parte, es imposible separar un cubo en dos cubos,
una potencia cuarta en dos potencias cuartas o, en general, cualquier potencia
mayor que 2 en dos potencias del mismo grado. He descubierto una prueba ver-
daderamente maravillosa (de este teorema) que, sin embargo, es demasiado
extensa para quedar contenida en este margen.» En lenguaje moderno, este teore-
ma conocido como «ultimo teorema de Fermat», establece que la ecuacion x" +
+ )" =a"en la que x, y, a y n son enteros positivos, no tiene solucion si n es
mayor que 2. Cabe sefialar que hasta la fecha este resultado no ha sido probado.

Aunque los resultados de Fermat fueron numerosos e importantes, por su re-
ticencia a escribir, solo escribio un libro, publicado después de su muerte, titulado
Introduccion a los lugares geométricos (1679).

En forma paralela a la vida de Fermat se destacan, en otras ramas de la
actividad humana, los hechos siguientes:

LITERATURA

Gracidn: El criticon, 1651.
Optiz: Libro de la poesia alemana, 1624.
Vélez de Guevara: El diablo cojuelo, 1641.
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MUSICA

Allegri: Miserere, 1650.
Couperin: Libro de organo, 1650.

PINTURA

Jordaens: El rey bebe, 1637.

Le Nain: La carreta, 1640.

Van Dyck: Los tres hijos de Carlos 1, 1635.

Velazquez: La rendicion de Breda, 1634, El primo, 1644; La Venus del espe]o
1651; Las meninas, 1656; Las hilanderas, 1659.

ARQUITECTURA

Borromini: S. Carlo allequatro fontane, Roma, 1641; Sant’lvo alla sapienza,
1650; San Andrés del Quirinal, 1658,

CULTURA EN GENERAL

Descartes: Principios de la filosofia, 1644,
Hobbs: El leviatdn, 1651; Elementos de filosofia, 1658.

Pierre de Fermat
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6 DIBUJO DE GRAFICAS.
TEOREMA DEL VALOR
— MEDIO

INTRODUCCION

Para trazar una grafica, nunca se recurre solo a la intuicién, se requieren
resultados sélidos que justifiquen lo que se dibuja.

Puede decirse que, en general, asi se procede en matematica. Si se observa
a un profesor dibujar en el pizarron la grafica de la funcion tangente (véase,
por ejemplo, Fig. 6.1), se tiene la seguridad de que sabe determinar de ma-
nera analitica donde la grafica corta al eje x o al y, si existe alghn punto
donde la grafica tenga un maximo o un minimo, si se extiende en forma infi-
nita y en qué sentido, en qué intervalos estd definida y en cuales otros es
concava hacia abajo o hacia arriba, como se comporta la funcién cuando la
variable crece indefinidamente...

Y —a)2 0 nf2 32n x

Figura 6.1
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En los siguientes parrafos se analizara en qué se ha basado el profesor
para hacer un dibujo tan complicado como el de la figura 6.1.

Algunos resultados importantes

En secciones anteriores se vio qué es una funcién creciente (y decreciente);
ahora bien, al contar con el concepto de derivada de una funcién, se proce-
dera a analizar la curva de una funcién de manera sistematica.

En términos comunes, imaginese que se toma una vara recta que desliza
sobre la curva (suponiendo que esto es posible), como muestra la figura 6.2.

Do
g}

Figura 6.2

La vara mencionada ayuda a determinar cuando la curva se dobla, como
lo hace, si la pendiente se anula o tiende a pronunciarse; o bien, si la curva
crece o decrece y en qué puntos lo hace, etc.

DEFINICION 6.1 Supdngase que f estd definida en [a, b] y sea c € [a, b].
Se dice, entonces, que f tiene un maximo absoluto en ¢, si resulta que
f(c) 2 f(x) para todo x en [a,b]. Se dice también que f alcanza su valor
mdximo absoluto en c.

EJEMPLOS
1. Sea f(x) = x? en [0, 1], entonces en 1, f alcanza su valor maximo, ya que
f(1) =1y, para todo x en [0, 1], se tiene que f(x) < 1 [véase Fig. 6.3(a)].

2. Sea h(x) = cos x en [0, /2]; en este caso, en 0 se tiene un maximo abso-
luto, pues para todo x en [0, n/2] se tiene que h(x) < 1 = h(0) [véase Fig. 6.3(b)].

Observamos que existen funciones que tienen en mas de un punto un maximo
absoluto, aunque como cabe esperar, el valor (maximo) de la funcidn en cada uno de
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h(x) = cos x

Y

x nf2 x

(a) L]
Figura 6.3

— e

ellos es el mismo; por ejemplo, la funcidn seno alcanza su maximo en los
puntos {.., —3 7, n/2,3m,..} y el valor (maximo) de la funciéon en cada uno de
ellos es igual a 1. [Véase Fig. 6.4(a).]

Considérese la situacion representada en la figura 6.4(b). ;Qué sucede en
los puntos a,b y c? Resulta que si se toman vecindades de cada uno de ellos,
contenidas en el intervalo (ao, by) y de radio suficientemente pequefio, entonces

también van a ser puntos donde la funcion alcanza valores maximos en tales

(®

1

a bere—mee—— o
o kbem———————
< pem——————————

3

(b)
Figura 6.4
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vecindades, pues f(a) > f(x) para todos los puntos x de una vecindad de a;
lo mismo sucede con los puntos b y c¢. Pero como fly) > fla), fly) > flb) y
f(») > f(c), entonces ni en a, ni en b, ni en ¢ ocurren maximos absolutos (en
realidad, s6lo y es el punto donde f alcanza el maximo absoluto); sin em-
bargo, se dice que la funcion alcanza sus mdximos relativos o mdximos locales
en esos puntos; formalmente tenemos:

DEFINICION 6.2 Sea f una funcién definida en [a,b] y sea ce(a, b).
Entonces f tiene un mdximo relativo en c si existe una vecindad V de c tal
que f(x) < f(c) si xeV n[a,b].

Las definiciones de minimo relativo y minimo absoluto pueden establecerse
en forma semejante.

Es claro que si f:[a,b] » R tiene un maximo o un minimo absoluto en
¢, entonces ¢ tiene un maximo local o un minimo local, respectivamente.

Al hablar de maximos (minimos), nos referimos indistintamente a valores
relativos o absolutos, siempre y cuando queden claros en el contexto; en caso
contrario, se especificara de qué se trata. Asi mismo, los valores maximos y
minimos se conocen como valores extremos de f. Si los valores maximos o
minimos son absolutos, se dice que los valores extremos son absolutos.

f'(c) = 0 significa que la pendiente de la recta tangente a la curva de la
funcion £, en el punto ¢, es horizontal. El punto ¢ se conoce, en este caso, como
punto critico de la funcion f (Fig. 6.5).

EJEMPLOS

1. Encuéntrense los puntos criticos de y = x2 — 1.
Solucion La derivada de la funcion dada es y' = 2x, la cual se anula
s6lo en x = 0; entonces, de acuerdo con la definicion 6.1, sélo hay un
punto critico, y es el origen.

2. Encuéntrense los puntos criticos de y = 3x3 — 3x + 1.
Solucion La derivada es y' = 9x — 3 y se anula en x; = l/ﬁ y X, =
= -—1/\/§. Por tanto, estos son los puntos criticos.

y

1
I
1
i
I

A bm———————
o p———————

b
Figura 6.5
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TEOREMA 6.1 Sea f una funcién derivable en (a,b). Sea ce(ab)
un punto donde f alcanza un maximo (minimo) relativo. Entonces f’ (c) =0,
es decir, ¢ es un punto critico de f

AR S ETRLE R LR fh

Demostracién ’
Sea h un numero suficientemente pequefio ta1 que ¢ + he(a b) Supdngase
que h > 0; entonces, por ser ¢ un punto donde f alcanza un maximo rela-
tivo, se tiene que

)z fle+h
De este modo f(c + h) — f(c) < 0y, asi,
Jeth -1l

Tk
Por tanto, .
im LE+R =10 _ o
hoot - oh

Ahora, si h < 0, entonces f(c + h) — f(c) < 0, por lo que

fe+h =10,
. h = Vs

y, asi,

lim
h-0~

fe+h -1
< h >

Ambos limites deben ser iguales, pues f es derivable en c. Pero para que

) c+h - f(c ) c+h)— flc
i JE+ P =1 _ - fle + B = f(0)
h—=0* h ‘ h—0" . h ) v
se requiere, por lo anterior, que ambos sean iguales a cero; por consiguiente,
fe) =
Si ¢ es un punto donde f alcanza un minimo relativo, entonces la prueba
es analoga a la anterior. P

EJEMPLOS

1. Hallense los mdximos y los minimos de la funcién y = 2x2 + 4.
Solucién En este caso se tiene un sélo punto critico: 0; ademas, para
todo valor de x, f(0) < f(x); por tanto, 0 es un punto donde la funcién
alcanza su minimo absoluto, y el valor de éste es 4. Por otra parte, la
funcién no tiene maximo relativo en ningin punto.

2. Hallense los maximos y los minimos de la funcién y = x* —
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Solucién Los puntos criticos son x; = —1/,/3 y x, = 1//3. Probaremos
que en — 1/,/3, falcanza un valor maximo. Se tiene que f(=1//3) = 2/3./3,
y consideraremos una vecindad V con centro en —1/,/3 y de radio V3
Cualquier x e V puede escribirse como —1/,/3 + h, donde |H < /3. Cal-
culemos f(x) en x; + h = —1/\/3 + h,

fx +h)—<—1+h>< 2 2h+h2>
1 =\ "7"= —_— 0= —= =

A5

Y G 1 PP S

_3\/§+< N ﬁ)h +h 3\/§+(h NE),
Como h < |h| < /3, se sigue que h — /3 < 0. Por tanto,

2 1
f(X)Sf/_S= <_ﬁ>

Procediendo en forma analoga, se prueba que en x, = 1'/\/'5, la funcion
f alcanza un valor minimo (Fig. 6.6).

2

v
—————— 077

! w /S

T-o0.385

Figura 6.6

Para los siguientes teoremas (de suma importancia, como se vera mas
adelante) se requiere el resultado siguiente, cuya demostracién aparece en la
pagina 288. -

TEOREMA 6.2 Si f es una funciéon continua en el intervalo [a, b],
entonces f alcanza su valor maximo absoluto y su valor minimo absoluto en
ese intervalo. -

Es fundamental que el intervalo sea cerrado, pues, en caso contrario, la
funcién puede ser continua en un intervalo y, sin embargo, no tener maximo
ni minimo absolutos. Por ejemplo, si se considera la funciéon tangente en el
intervalo (—m/2, n/2), se observa que no tiene valores extremos en ese intervalo.
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Lo mismo ocurre con la funcion f(x) = 1/x definida en el intervalo (0, o).
[Véase Fig. 6.7(b).] ,

PROPOSICION 6.1 Sea funa funcion derivable en (g, b) y continua en
[a, b]; entonces, f alcanza sus valores extremos absolutos en los extremos de [a, b]
o en un punto critico de (a, b).

Prueba En efecto, por el teorema 6.2, f alcanza sus valores extremos
absolutos en algunos puntos de [a, b]; si dichos puntos pertenecen a
(a, b), del teorema 6.1 se sigue que tales puntos deben ser criticos. En
caso contrario, tendran que ser alguno de los extremos del intervalo.

|
2
o

®
=]
=

(b

]

(a)
Figura 6.7

Criterio operacional

Sea f:[a,b] — R continua y derivable en (a, b). Para determinar en qué puntos f alcanza
sus valores extremos absolutos, procédase de la manera siguiente:
1. Determinense los puntos criticos de f en (a, b).
2. Calculese el valor de f en cada punto critico, en a y en h.
3. Determinese en cuél o cuales de estos puntos alcanza f el valor mas pequefio
y en cual o culles el mas grande.
4. En el primer caso, se tratara de puntos donde f alcanza su minimo; en el
otro, de puntos donde f'alcanza su valor maximo (en ambos casos se trata de va-
lores extremos absolutos).

TEOREMA 6.3 (Teorema de Rolle.) Sea f una funcion conltinua en
[a,b] que es derivable en (a,b) y supdngase que f(a) = f(b) = 0. Entonces,
existe un punto c e(aq, b) tal que f'(c) = 0.
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Demostracion
Si f'es una funcién constante, entonces su derivada es igual a cero y, asi, ¢ puede
ser cualquier punto del intervalo.

Si la funcion no es constante, entonces existe algin punto donde es distinta
de cero (por hipdtesis, este punto no puede ser ninguno de los dos extremos
del intervalo). Puede suponerse que la funcion tiene algan valor positivo; por
el teorema 6.2, la funcion alcanza su valor maximo en algun punto del in-
tervalo [a, b], que designamos por c; entonces, f(c) debe ser mayor que cero y,
por consiguiente, c €(a, b). Por el teorema 6.1, se concluye que f'(c) = 0.

Si la funcion es negativa en el intervalo dado, entonces alcanza su valor mi-
nimo en (a, b). Por el teorema 6.1, f'(c) = 0 (Fig. 6.8).

v y y

[\

Figura 6.8

El teorema del valor medio para derivadas*

Teorema del valor medio. Sea f una funcion continua en [a,b] y
derivable en (a, b), entonces existe un punto c €(a, b) tal que

b)-fla
f—b'_— =f)
- a
A continuacion se ilustra este teorema en forma grafica.
y
-
() S——— :
|
A G ) S— A :
1 .
L !
0 ac b x

* Al final del capitulo se presentardn dos generalizaciones de este teorema.
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Obsérvese que el teorema afirma la existencia de un punto c €(a, b), donde
la pendiente de la recta tangente a la curva de la funcién f en ese punto es
igual a la pendiente de la recta que une los extremos, cuyas coordenadas

son (a, f(a)) y (b, £(b)).

Demostracion
La idea de la demostracion es considerar para cada xe[a,b] la diferencia
de la ordenada f(x) del punto (x,f(x)) de la grafica de la funcion f y la
ordenada y del punto (x,y) localizada en la recta que pasa por los puntos,
cuyas coordenadas son (a, f(a)) y (b, f(b)).

Asi, la ecuacion de la recta que pasa por los puntos mencionados es

b
y— f()_f() f() x— a)

pendiente de la recta

Llamese g(x) a la diferencia mencionada en la idea de la demostracion;
por tanto,

g(x) = f(x) —

N
IO T o)~ s

Y
Asi, .
g(a) = g(b) =

Por la manera de definir g(x), se observa, ademas, que es continua en
[a,b] y derivable en (a, b). Por tanto, es posible aplicar el teorema de Rolle
a la funcién g; con esto se sabe que existe un punto ¢ e(a, b) tal que g'(c) =
Pero como

b
g0 = 1'(x) - w
se tiene que i
b
0=g'(c) f(c) f( )_i(a)

Al despejar se obtiene finaimente el resultado enunciado.

COROLARIO 6.1 Sea f:a,b]—+ R continua. Si la fancién [’ existe
y se anula en cada x €(a, b), entonces f es canstante en [a, b].

Demostracion
Sea x, €(a, b]. Por el teorema del valor medio, existe ce (a b) tal que

f(x0) = fl@) = f(c)(xo — @)
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Pero f' se anula en todo (a, b), luego f(x,) — f(a) = 0; por tanto, f(xo) = f(a).
Como x, es un punto arbitrario de (a, b] se infiere el aserto.

El reciproco de este corolario se demostré al ver las propiedades de la
derivada. Es decir, si f:[a,b] - R es constante, entonces f'(x) = 0 para todo
x € [a, b].

EJEMPLO
Sea f(x) = x? + 2x. Hallense los nameros ce(l, 2) para los cuales
, f) - f(1)
FO="5-1

Solucion La funcion discutida cumple con la hipétesis del teorema

del valor medio y, ademas,
f'(x)=2x+2 [6.1]
fQ=8y f(1)=3 )

De este modo,
fQ-f) s
2-1 1

hagase f'(c) = 5; entonces, pbr ‘[6.1]‘, se tiene que 2¢ + 2 = 5. De donde

C =

lw

Como ver que una funcion crece (decrece)

En secciones anteriores se definio la funcion creciente y decreciente; ahora, a
través del teorema del valor medio se relacionaran estos conceptos con el de la
derivada.

TEOREMA 6.4 Sea f una funcién que es continua en [a,b] y deriva-
ble en (g, b). Si f"(x) > 0 para todo x €(a, b), entonces fes estrictamente creciente
en [a, b]. Sif'(x) < 0 para todo x €(a, b), entonces Ses estrictamente decreciente en

La, b]. ‘

PRe e

Demostracion
Sean x4, x, € [a, b] tales que x; < x,; entonces, por el teorema del valor medio,
existe ¢ e(xy, x,) tal que
S(x3) = flxy)

Xy — Xy

fe)=

Si f'(x) >0 para todo xe(a,b), entonces f'(c) > 0. Por tanto, como
X3 — x; >0, se tiene que f'(c)(x; — x;) >0y, asi, f(x;) ~ f(x;) >0, por lo
que f(xz) > f(xy).

Esto implica que la funcién es estrictamente creciente.
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Cuando f'(x) < 0, se procede de manera semejante a la descrita.
Si la derivada f’'(c) > 0 en (a, b), entonces f es creciente.
Si la derivada f’'(c) < 0 en (a, b), entonces f es decreciente.

EJEMPLOS
1. La funcién f(x) = 2x2 + 3 tiene por derivada a f'(x) = 4x.

Asi, f'(x) > 0 para x > 0; por tanto, la funciéon f es estrictamente
creciente en [0, c0). Asi mismo, f'(x) < 0 para x < 0; en consecuencia, f
es estrictamente decreciente en (— 00, 0]. Esto es, el teorema anterior per-
mite determinar intervalos, en ciertos casos, donde la funcién crece o
decrece.

2. Pruébese que sen x < x para x 2 0.
Sea h(x) = x — sen x; por tanto, se tiene

h0)=0—sen0 =0

Ademas, h'(x) = 1 — cos x. Pero en secciones anteriores vimos que
cos x < 1 para todo xe R, por lo que h'(x) = 0 para todo x€R; y, por
el teorema demostrado, h es creciente en R, por lo que h(x) = h({0) > 0
para x = 0.

Esto indica que sen x < x para todo x = 0. -

El siguiente corolario es util, pues proporciona otro criterio para deter-
minar cuando una funcién es creciente o decreciente.

" COROLARIO 6.2 Sea f una funcién cuya derivada f' es continua en
un intervalo (a,b). Si f’ > O(f' < 0) en algin punto de (g, b) y, ademas, no se
anula en ningin punto de (a, b), entonces f'es estrictamente creciente en (a, b) [ fes
estrictamente decreciente en (a, b)]. Las mismas conclusiones se tienen para [a, b]
si, ademds, se pide que f sea continua en [a, b].

Demostracion A ) '

Por el teorema del valor intérmedio se tiene que la funcién f' es positiva en
todo punto de (a, b); por el teorema anterior, resulta que f es estrictamente
creciente.

EJEMPLO
Determinese en qué intervalos crece o decrece la funcion

fxX)=x*—x+5
Soluciéon La derivada de la funcién dada es
f(x)=2x -1

Asi ' es continua y f'(x) = 0 sélo en el punto x = %; por el teo-
rema del valor intermedio se observa que el signo de la derivada no
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Concavas hacia arriba

y y

. Concavas hacia abajo

y y
0 x 0 x;
' Figura 6.9

infiere que f es concava hacia arriba en (a, b). El inciso b) se demuestra en
forma analoga.

TEOREMA 6.6 Sea f una funcion derivable en:(a, b).
1) Si f'(xo) =0y f es concava hacia abajo en (a,b), entonces f tiene un
maximo relativo en x,.
2) Si f'(xo) =0y f es concava hacia arriba en (a, b), entonces f tiene un
minimo relativo en x,.

Demostracion
1) Si f es concava hacia abajo en (g, b), resulta que, segin la definiciéon 6.4,
f' es decreciente en el intervalo (a, b); es decir, f'(x) > f'(xo) > f'(x") para
x € [ag, o), X" € [xq, bo), donde ay y by son tales que a < ay < xo < by < b.
Pero, como f"(xy) = 0, entonces

a) f()>0 'y b fix)<0;

por lo que a) y el teorema 6.4 implican que la funcion es creciente en [ag, Xo]-
Ademas, b) y el mismo teorema sefialan que la funcién es decreciente en
[xo, bo); O sea, en una vecindad V de x, contenida en (a, b), se tiene f(x) <
< f(xo) si xe V.
2) Para este inciso se procede igual que para 1).

A menudo se recurre al siguiente criterio, que es una reformulacion del teo-
rema recién demostrado.
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|
|
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|
I
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}
X X

Figura 6.10

Criterio de la primera derivada para determinar mdximos y minimos

Sea f derivable en (a, b) y sea x, € (a, b).

1) Si f'(x) es positiva para todo x e(a, xg) ¥ f'(x) es negativa jpara x € (xo, b),
entonces x, es un punto donde la funcién alcanza un maximo absolto en (a, b).

2) Si f'(x) es negativa para todo xe(a, xo) ¥ f'(x) es positiva para x € (xq, b),
entonces x, es un punto donde la funcion alcanza un minimo absoluto en (a, b).

Demostracion
1) Por el teorema 6.4 se sigue que f es estrictamente creciente en (a, xo] y
estrictamente decreciente en [x,, b). Por tanto, f(x) < f(x,) en (a, xo] ¥ f(xo) >
> f(x) en [xo, b). En resumen, f(x) < f(x,) para todo xe(a, b)
2) Este inciso se prueba de manera semejante. - )
TEOREMA 6.7 ( Crzterzo de la segunda derivada.) Sea f una funcién
doblemente derivable* en ce(a; b).
1) Sif'(c)=0y f"(c) <0, entonces f tiene un valor maximo relativo en c.
2) Sifi(¢)=01y f"(c) >0, entonces f tiene un valor minimo relativo en c.

S -

Demostracion - - . > C
1) -f"(c) < 0, implica’ que ° ¥

i LB =L .
x-c x—=c
por tanto, para x suficientemente préximo a ¢ y x < ¢, se tiene
(x) - f(c
J'(x) f(,)r< 0
xX—-c -

como x — ¢ < 0, se concluye que
f'(x)> f(e);

* De acuerdo con nuestras definiciones, pedir que f sea doblemente derivable en ¢, implica
que ' existe en una vecindad de ¢.
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pero, por hipotesis, f'(c) = 0; por tanto, f'(x) > 0 en un intervalo (x,, c];
de manera analoga, f'(x) < 0 en un intervalo [¢, x,); por lo expuesto en el
criterio de la primera derivada, se concluye la afirmacién del inciso 1).

2) Para probar este inciso se procede en forma semejante.

El que la pendiente de la recta tangente a una curva se anule, no implica
necesariamente que la curva tiene un maximo o un minimo. Considérese la
grafica de la funcién y = x3 (Fig. 6.11).

y

Figura 6.11

Aqui, la tangente en el origen tiene pendiente nula y, sin embargo, no
existe ningiin punto en R donde la funcién alcance un maximo o un minimo.

DEFINICION 64 Un punto de inflexion de una funcion. f es aquel en
el cual f' tiene un mdximo o un minimo.

Por ejemplo, si se toma la funcién y = x* se observa que su funciéon de-
rivada es y* = 3x%, con un valor minimo en el origen; esto puede compro-
barse con facilidad por los resultados obtenidos. Por tanto, la funcién y = x*
tiene un punto de inflexion en el origen (Fig. 6.11).

La concavidad de una curva cambia en un punto de inflexién, como se
ilustra en las graficas de la figura 6.12.

v y y

Figura 6.12
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Pasos a seguir para dibujar la grdfica de una funcién

Busquense las intersecciones con los ejes de coordenadas.

Véase en qué puntos la funcion es continua.

Determinense los puntos criticos.

Hallense los intervalos donde la funcion crece o decrece.

Determinense los maximos, los minimos y los puntos de inflexiéon de la

funcién, y analicese la concavidad de la curva.

Establézcanse las discontinuidades, si existen, de la funcién, y calctlense,

en su caso, los limites laterales (finitos o infinitos) en esos puntos de dis-

continuidad.

7 Analicense los limites al infinito de la funcidn, si es que estad definida en
un intervalo infinito.

8 Determinense las asintotas.

[V B NN S

)

EJEMPLOS
1. Dibujese la grafica de la funcion

(x) = —
X)= ———7
T =1
1 g(x) = 0 sélo para x = 0. Es decir, g corta a los ejes sdlo en el origen.
2 Como g es el cociente de dos funciones continuas en R, se tiene
que g es continua en su dominio D = R — {1}.
3 La derivada de g es

, (x — 12 = 2x(x — 1) x?~1 x+1
g'(x) = ry = - riaiiag 3
(x—-1) (x—1) (x —1)
y se anula sélo en x = —1.

4 g'(x) es negativa si |x| > 1 y positiva si |x| < 1. Por tanto, g es
estrictamente decreciente en (— o0, —1] U (1, 00) y estrictamente creciente en
[—1,1).

5 Como

2x*-6x+4 xX’+x-2 _ x+2
x-1% T x-1 “x-1*

es positiva en x = — 1, concluimos que, en ese punto, f tiene un minimo.

El Gnico punto critico de la funcién g'(x) es x = —2 y, como g"”(x) <0
six< —2yg"(x)>0si x> —2, se concluye que g'(x) tiene un maximo en
x = —2; por tanto, en ese punto f tiene un punto de inflexié: Por otra
parte, en (— %0, —2], g'(x) es decreciente [ya que ahi g”"(x) < 0] yen [-2,1) U
U (1, ), ¢'(x) es creciente. Asi, g es concava hacia abajo en (—o0, —2] y
concava hacia arriba en [ -2, 1) U (1, o).

6 limg(x)=o00 y lim g(x)= co.

x-1* x—=1"

g'(x) =
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7 limgx)=0= lim g(x).
X—= 0 X = . .
8 De acuerdo con el paso 6, se tiene que x = 1 es una asintota vertical
de la grafica de g. Para determinar si tiene asintotas no verticales, calctlese

X X

a " i i,
x — ;12 — 1)2

x— X x> =do 4 X

Ambos limites son iguales a cero y

lim —— im =0

X =00 (x‘ - 1)2 X0 — 00 (x - 1)2 ’

segin el paso 7. Asi, la recta y = 0 es una asintota de la grafica de g.
Por lo anterior, la grafica resulta ser

4
y

Punto de inflexion
1 -1

*y

Minimo relativo

Figura 6.13

2. Dibujese la grafica de la funcién y = f(x) = x + sen x.

1 Si x =0, entonces y =0; de esta manera, la grafica pasa por el
origen.

Para ver en qué punto la grafica corta al eje x, se escribe
x+senx =0

Esta ecuacion es satisfecha por x =0 y s6lo por este punto, pues, como se
probara en el paso 4, la funcidn es estrictamente creciente y, por tanto, inyec-
tiva. En consecuencia, la grafica cortara a los ejes solo en el origen.

2 Tanto la funcién x como la funcién sen x son continuas en R, y
como la suma de funciones continuas es continua, se tiene que f es con-
tinua en R

3 Al derivar, resulta

f'(x) =1+ cosx;
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al igualar a cero, se obtiene
1 = —cosx,
por lo que
x=02n+ ln, nelZ
4 Por el paso 3, se tiene que
f'(x) =1+ cos x;

por tanto, f'(x) = 0, dandose la igualdad sélo en x = (2n + l)n, ne Z. Asi,
[ es estrictamente creciente en cada intervalo de la forma [(2n + )n, (2n + 3)z],
conn = 0, y en aquellos de la forma [(2n + 3)r, (2n + n], conn < 0. Por ello,
S es estrictamente creciente en todo R.

8 No existen valores extremos, dado que la funcidén es estrictamente
creciente en todo R; para calcular los puntos de inflexion considérese la se-
gunda derivada de f, es decir,

f"(x) = —senx,

que tiene como raices x = nzn, con ne Z.

La tercera derivada calculada en estos puntos es distinta de cero; por
tanto, la funcion tiene un punto de inflexién en cada uno de ellos.

Para analizar la concavidad, considérense intervalos de la forma

[2nn,(2n + D] o [(2h + Dm, 2(n + D)r]

En el primer caso, se tiene f''(x) < 0, por lo que f'(x) es decreciente y, asi,
f es concava hacia abajo en esos intervalos; en el segundo, f"(x) > 0, por
lo que f'(x) es creciente y, asi, f es concava hacia arriba en esos intervalos.

6 No hay puntos de discontinuidad.

7 lim(x +senx) =00, lim (x +senx)= —o0

X— %L X~ —00.

dado que x +senx >x — 1y x + senx < x + 1 para todo xe R

8 La funcién no tiene asintotas verticales, pues f'es continua en todo R.
Tampoco existen asintotas no verticales, dado que

X + senx S senx.

lim — = lm1+lxm—-=l,
X=X x X=X X=X x
ya que
Y lsen'x| 1
0 | s
X |x|
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por otra parte,

lim (f(x) — x) = lim sen x,

X =0 X -+ 0
y este limite no existe porque los valores de la funcién oscilan entre 1 y —1
cuando x tiende a co. En forma analoga,

X + senx ,  senx
lim ————= lim 1+ lim

X— —00 X X— —00 xX——00

=1,

lim (f(x) —x)= lim senx,

X—= — 00 xX— -0

tampoco existe.
Con todo lo anterior, la grafica se ve asi:

A
y /
/
//
y=x
/
/s
/
s/
// y=Xx-+senx
s/
/
s/
Ve
7/
4

4
L) x'

/,

, n
7/
/
/
/
s
/
7
Figura 6.14

PROBLEMAS DE MAXIMOS Y MINIMOS
PLANTEADOS CON PALABRAS

A continuacién se muestran aplicaciones de una parte del material estudiado,
cuyo planteamiento y solucion correctos dependeran de la habilidad que el
lector logre adquirir. Por este motivo, se recomienda resolver muchos problemas,
como los mostrados en la secciéon de ejercicios de este capitulo.
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PEMEX desea adquirir envases cilindricos circulares (véase Fig. 6.15) con
capacidad de 5 1, para envasar aceite, y requiere que la capacidad de hoja de
lata empleada en su fabricacion sea minima para abatir costos de produccion.
(Cudles tendran que ser las dimensiones de los envases?

Solucién El cilindro sera de radio r y altura h. La cantidad de hoja de
lata que se utilizara coincide con la superficie total del cilindro, mas la
superficie de las dos tapas; es decir,

S =2nrh + 2nr? [6.2]

> h

-4
T

Figura 6.15

Por otra parte, el volumen de este cilindro debera ser igual a 5 1. Ahora,
como h y r se mediran en decimetros y, ademas, 1 litro = 1 decimetro ci-
bico, entonces

nr’h = 5dm?;
al despejar h y sustituir en [6.2], se tiene
10
S =—+2ar?
r

Obsérvese que la superficie es funcién sélo de la variable r, y el pro-
blema requiere encontrar el valor minimo de esta funcién. Asi,

ds 10 _

e = ~ " + 4nr;
si se iguala a cero, resulta

=10 + 4nr® =0,

por lo que
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Calculese ahora la segunda derivada de S,

s 20 20 + 4mr?
woErt T

Como r, > 0, entonces d%S/dr? > 0 en r,; por tanto, para este valor ry,
se tiene un minimo. Asi, las dimensiones son

5 1/3
Fo = (E&) dm,

5
h=———=dm

25 1/3
™| an?

2. En un local situado en el extremo E del pasillo de un edificio, cuyas di-
mensiones se indican en la figura, se desea construir muebles mediante el
uso de tablas. El proveedor que entregard el material en el extremo F
del pasillo recibe la solicitud de tablas que tengan la longitud maxima que
permita su transportacion por todo el pasillo. ;Cual es esa longitud?

"3

1
E a
!

o

Nota Se supone que las tablas seran transportadas en forma paralela
en relacion al suelo. )

Solucién La longitud buscada coincide con la del segmento minimo AB
que toca la esquina y las paredes exteriores. Cada uno de los segmen-
tos que componen AB mide

AC = asect
CB = bcscl

A

E l /]
|

o
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Entonces, el problema consiste en minimizar la funcién
AB = AC + CB =asecl + bcsc
Para esto, la longitud de 4B se deriva respecto a 6, es decir,

dAB d
20 —;E(asece + besc) = asec tan @ — b csc 6 cot 8;

al igualar a cero, se tiene

dAB

- = 0, lo que implica asen®@ = bcos®6;

de donde tan 8 = 3/b/a; o sea 6, = ang tan 3/b/a es la solucién de la
ecuacion dAB/df = 0.

Obsérvese que las condiciones del problema indican que 8 varia entre
0 y n/2. Calcilese la segunda derivada
dzAB 3 3
207 = af(sec 6 + tan 0) tan 0 + sec® 8] + b[(csc 8 cot 0) cot 6 + csc3 6],

por lo que
d*AB 0 0 . 3b
W > en o = angtan ";,

Y, asi, para este valor de 8y, AB resulta ser la longitud del segmento
de recta buscada. Es decir, el valor buscado es (a®/® + b?/3)3/2,

Se pretende recortar un disco de radio r para obtener un rectingulo cuya
area sea maxima. ;Cuales son las dimensiones del rectangulo?

Solucion Los cuatro vértices deben estar sobre la circunferencia; véase
la figura.

N
N

Como los angulos A y B son de 90°, las cuerdas BD y AC son dia-

metros y, por consiguiente, su punto de interseccion O es el centro del
circulo.

Llamese a y b a las longitudes de los lados del rectangulo inscrito.
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Por tanto, el area es ab. Al aplicar el teorema de Pitagoras al triangulo
ABC, se obtiene

b= J4r?* - g

Al sustituir en la férmula correspondiente al area del rectangulo, obte-
nemos ésta como funcion de a, de acuerdo con la regla siguiente:

A(a) = Area = a,/4r2 — a2

Asi, el problema planteado se resuelve al ‘encontrar el valor de a para
el cual la funcién A alcanza su valor maximo.

A'(a) = \J4r? — a® —

Si se iguala a cero, se tiene

4’ —a? — a2 =0,

4r

y, por tanto, ao = ﬁr es la dnica solucion positiva de la ecuacion.
De la misma forma

Y vy Y ¥
Al calcular la segunda derivada, se observa que
A"(J2r) < 0;

por esto, en ay = ﬁr se tiene un maximo para A. Asi se encuentra que
el rectangulo buscado es el cuadrado de lado /2r.

4. Babe Ruth arroja una pelota con determinada fuerza y el alcance de su
tiro esta gobernado por la férmula

visen20
g
donde vy es la velocidad inicial con la cual arroja la pelota; g, la acele-

racion de la gravedad, y 0, el angulo de inclinacion al lanzar la pelota
(véase la figura).

-
//
// 4
- 0

A=

-t

{Cémo debe ser § para que el alcance A sea maximo?
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Solucion A es una funcién del angulo 6; por las condiciones del pro-
blema, 0 < 0 < #/2.

dA _ 2v§cos 2
g
Al igualar a cero para hallar los puntos criticos de la funcién A,
resulta
d4d 0= 203 cos 20
o g ’
de lo cual se obtiene que 6, = n/4 es un punto critico.

Con objeto de aplicar el método de la segunda derivada, derivese la
funcién dA/[dO; asi,

A 4vfsen20

do? g -

al evaluar esta ultima expresion en 6, = =n/4, se tiene que
d*4 4vd
°d0—2 (00) = - 70 <0

De esto se infiere que en 6, = n/4 la funcidn 4 = A(f) alcanza su valor
maximo, que es igual a vi/g.

Por tanto, Babe Ruth debe arrojar la pelota con una inclinacién de
45° para sacar out con el menor esfuerzo.

UNA GENERALIZACION DEL TEOREMA DEL VALOR
MEDIO. TEOREMA DE CAUCHY

La presente generalizacion del teorema del valor medio, debida a A. L. Cauchy,
tiene diversas aplicaciones mediante la regla de L’Hépital.

Teorema del valor medio (Cauchy). Sean f y g funciones continuas en
[a, b] y derivables en (a, b). Entonces existe ¢ €(a, b) tal que

L/ ®) — f(a)g'(c) = [g(b) — g(a)]f ()

Demostracion
Sea

h(z) = Lf(b) — f(a)][9() — g(a)] — [9(b) — g(a)]Lf(®) — f(a)]

Entonces h(t) es continua en [a, b] y derivable en (a,b) y h(a) = h(b) = 0. Para
probar el teorema, solo es necesario demostrar que existe ce(a, b) tal que
h'(c) = 0, pero esto se sigue del teorema de Rolle.
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LA REGLA DE L'HOPITAL Y LA FORMA
INDETERMINADA 0/0

TEOREMA 6.8 Sean fy g derivables en (a,b) y g'(x) > 0(<0) para
todo x €(a, b).
Supongase que
O
x=a* g'(x)

lim f(x) = lim* g(x) =

x—a*

Entonces,

f(x)
m — =
x—a* g(X)

(el teorema también es vilido cuando se sustituye a* por b7).

Demostracion

Supéngase que g'(x) > 0 para todo x € (a. b). Entonces g es estrictamente cre-
ciente en (a, b).
Se sabe que

o L) _
x—a* g'(x)
Por definicion de limite, dada & > 0 existe 5 > 0 tal que
c—s<f(x)<c+8,
g'(x)
sia<x<a+d<b

Sea y un punto tal que a < y < x < a + 4, entonces, por el teorema del
valor medio (Cauchy), existe t € (y, x) tal que

fO) -/ _f@

cC—&< <c+e

g0) —gx)  g'(0)

[los dos cocientes tienen sentido, ya que g es estrictamente creciente y ¢' no
se anula en (a, b)].

Al hacer tender y a a, resulta, por la segunda parte de la hipotesis, que
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para todo x €(a, a + J), de donde
im — =
x—a* g(x) ¢

Cuando g'(x) < 0 para todo x €(a, b), se procede de igual forma para de-
mostrar el teorema.

LA REGLA DE L’'HOPITAL Y LA FORMA INDETERMINADA 0/0
CUANDO LA VARIABLE CRECE INDEFINIDAMENTE

TEOREMA 6.9 Supéngase que f'(x) y g'(x) estan definidas para todo
x > M, para algin M > 0, y que

lim f(x) =0 , limg(x)=0

X = 00 X—= 0

Si g'(x) > 0(<0) para todo x > M y

" f(x)
m —— =g,
x> g'(x)
eritonces
i )
im — =¢
. x~o0 g(x).

Demostracion
Supdngase que g'(x) > 0 para todo x > M. Sean F(x) =f(l/u) y G(u) = g(1/u);
F'y G estan definidas en (0, 1/M); asi, para u = 1/x, con ue(0,1/M), se tiene
que x> My
f) _ F),
gx)  Gu)’

acemas, u —» 0% cuando x — 0. Por la regla de la cadena, se observa que

1 1 1 1
F'(u) = *;‘—zf'<;> y G)= —?9(;)

y, también, G'(u) < 0si 0< u < 1/M.
Cuando x = 1/u 'y x > M, se tiene que
F _fx)
G g
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Por tanto, si

i 0
m ———- =,
[ x> g'(x)
entonces, v
F'(w)
m ——— =¢
u—0* G'(u)
y, por el teorema 6.8,
Fu) f(x)

lim — = lim L2 =
un0” G)  xa g(®)

Cuando ¢’ es negativa en (a, b) la prueba del teorema se hace de la misma
forma.

Un resultado anilogo al anterior existe cuando x - — oo. Como ejercicio,
enunciese y pruébese ese resultado.

LA REGLA DE L’'HOPITAL Y LA FORMA
INDETERMINADA o/

Existen varias extensiones de la regla de L’Hdpital auxiliares en la inves-
tigacion del comportamiento de un cociente f(x)/g(x) que adopte en el limite
la forma oo/co. Como una extension del teorema 6.8, se enuncia el siguiente:

TEOREMA 6.10-7 Supéngase que f'(x) y g’iic) estan definidas para todo
x €(a, b) y que

lim f(x) = lim g(x) =
x—a* x—a*

Supodngase que g'(x) > 0(<0) para todo x €(a, b). Si

"(x
G
x—a* g'(x)
entonces
X
m I
x—+a* x)=
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OTRA GENERALIZACION
DEL TEOREMA DEL VALOR MEDIO.
TEOREMA DE TAYLOR

De las funciones estudiadas, las mas sencillas son las polinomiales, que simple-
mente llamaremos polinomios. Resulta sencillo calcular sus valores, en especial si
se cuenta con calculadoras de gran capacidad y alta velocidad de computo; sus
derivadas se calculan también con facilidad y, como se verd mas adelante, sus
integrales se obtienen en forma inmediata.

Es natural que esas funciones se consideren adecuadas para aproximar otras
de naturaleza mas complicada. Aqui se trataron ya ciertas aproximaciones
polinomiales. Se ha visto que si una funcién f definida en un intervalo I es
continua en a € I, entonces f(x) = f(a). Es decir, el polinomio Py(x) = cq, con
¢o = f(a), es una aproximacion de f. Al estudiar la diferencial de una funcién
se vio también que, si f es derivable en a, entonces f({x) = Py(x), donde
Py(x) = co + c1(x —a), con co = f(a) y ¢; = f'(a).

Las diferencias Ro(x) = f(x) — Po(x) ¥ Ry (x) = f(x) — Py(x) se llamaran
residuos (para las aproximaciones P, y P, de f, respectivamente). Notese ;.2

lim Ro(x) = lim Ry(x) = 0

X—u X—a

Cuando, para una aproximacion, se tiene la posibilidad de estimar el error
cometido, es decir, evaluar su grado de exactitud, se incrementa la utilidad de
la aproximacion. Por esto interesa tener criterios que permitan estimar los errores
de aproximaciones polinomiales.

Por el teorema del valor medio se sabe que si f es derivable en 1, entonces para
cada xel existe un punto c, entre a y x tal que

J(x) = Polx) = ftx) — f(a) = [ '(c:)(x — a),

0 sea, Ry(x) = f'(c,(x — a). Por tanto, si la funcién f” tiene una cota superior M
en una vecindad V(a) (V' puede ser mas pequefia que I), lo cual sucede, por
ejemplo, si f' es continua en I; entonces |Ry(x) < M|x — a| para todo
xeVl.

Asi, bajo las hipétesis adicionales impuestas a fy f' fue posible encontrar
una expresion para Ro(x) y una estimaciéon del error |Ro(x)| de la aproxima-
cion de f dada por Py, en una vecindad de a.

Para R,(x) y otros residuos de aproximaciones polinomiales, se podra hacer
lo anterior mediante el uso de los resultados de esta seccién. Aqui se da una
generalizacion del teorema del valor medio, aplicable a una amplia gama de
funciones (que incluye las trigonométricas, la exponencial y la logaritmica) que
permite expresar a los residuos de ciertas aproximaciones polinomiales (de
Taylor) de manera analoga a la sefialada para R,.
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Polinomios de Taylor

Para la funcién f del apartado anterior y sus aproximaciones Py y Py, se tiene

Po(a) = f(a) y el grado de P, es menor o igual que 0 [menor cuando
fla) =0].

Py(a@) = f(a), Pi(@) = f'(a) y el grado de P; es menor o igual que 1
[menor cuando f’(a) = 0].

Supdngase ahora que, para algin entero n 2> 0, la funcién f tiene derivada
de orden n en a (para esto es necesario que en a existan las derivadas de orden k de
fpara todo 0 < k < n — 1). (Es posible encontrar entonces un polinomio P, de
grado menor o igual que n tal que las igualdades

Py(a) = f(a), Pi(a) = f'(@), P(@) =f"(a), .., (@) =f"(a)  [63]

sean verdaderas?
Analicense los casos particulares siguientes:

Sean f(x) = sen x y a = 0. Se comprueba con facilidad que los polinomios

3'.
Po(x) = 0, Py(x) = %, P5(x) = x, P3(x) = x — =,

3!
x3 x3 xS
P4(x)=x—§yP5(x)=x—§+—5—!?
satisfacen las condiciones sefialadas en la pregunta, paran = 1,2,3,40 5, -

respectivamente.

Recuérdese que sen (0) = 0, sen’ (0) = 1, sen” (0) = 0, sen” (0) = —1,
sen™ (0) = 0 y sen™ (0) = 1. ;Encuentra alguna relacion entre estos valo-
res y los coeficientes de los polinomios indicados arriba?

v}

T sen x

x — x33

-+

Fig. 6.16 La gréafica de P, es el eje x.
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*Sean f(x) = e* y a=0. Para cada n > 0 se tiene que el polinomio
P,, definido a continuacién, responde en forma afirmativa la primera

pregunta
2
X
Pox) =1, Py(x) =1+ x, Py(x) =1 + x + 37
%2 X3 R o
P3(X)=1+x+5+§, ...,P,,(x)=1+x-+—i+§+....*.E

¢Encuentra alguna relacion entre los coeficientes de estos polinomios y las
derivadas e* en 0?7

y
ex
Graf. de
Graf. de Py(x) = P =1+x
=1+x+x%2
. Graf. de Py(x)
/ x

Figura 6.17

Todos los polinomios incluidos en esta secciéon son ejemplos de los
que se llamardn polinomios de Taylor para la funcién f.

DEFINICION 6.5  Sea f una funcién definida en un intervalo abierto
que contiene al punto a. Supdngase que para algun entero n > 0 existe
la derivada de orden n de f en a. Entonces, el polinomio

f"(a)

2!

Py(x) = f(a) + f'(@)(x — a) + x—a?+- -+

se denomina el polinomio de Taylor de orden n para f, alrededor de a.

El teorema siguiente responde a la pregunta planteada al inicio de.este
apartado.

* En el capitulo siguiente se vera que (e*)™ = ¢* para todo neN y xeR, y que ¢® = 1.
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TEOREMA 6.10 Sea f una funcién definida en un intervalo abierto
que contiene al punto a. Si f™(a) existe para algin entero n > 0, entonces
el polinomio de Taylor de orden n para f, alrededor de aq, es el unico de
grado menor o igual que n que satisface las igualdades [6.3]. '

Demostracion :
Sea P, el polinomio de Taylor de orden n para f, alrededor de a. Es claro que
su grado es menor o igual que n, y con facilidad se comprueba que satis-
face [6.3]. Asi, solo falta probar que es el Gnico polinomio con estas dos pro-
piedades.

Sea P(x) un polinomio de grado menor o igual que n. Si en P(x) se sus-
tituye x por (x — a) + a y se agrupan los términos en (x — a) del mismo grado,
entonces se tiene que P(x) = co + ¢1(x — @) + ca(x — @) + .-+ + culx — a)",
para algunos nimeros reales cg, €1, ..., C,. NOtese que

P(a) = co, P'(a) = c1, P"(a) = 2lcy,
P"(a) = 3lcs, ..., P"(a) = nlc,

Por tanto, si P satisface [6.3], entonces

@ [ 1)

co=fla)ci=f(a),c, = , €3 = y vy Cp
31 n!

2!

Es decir, P es el polinomio P,

FORMULA Y TEOREMA DE TAYLOR

Sea f una funciéon definida en un intervalo abierto I y supdngase que ael.
Si P, es el polinomio de Taylor de orden n para f alrededor de a, entonces
para cada xel la diferencia R,(x) = f(x) — P,{(x) y su valor absoluto |R,(x)|
se llamaran residuo en x y error en x para la aproximacién de f dada
por P, Asi mismo, las funciones R, y |R,| definidas ya por lo anterior, se
llamaran residuo y error para dicha aproximacion.

La férmula

J(x) = Py(x) + Ry(x) LY [6.4]

se denomina formula de Taylor.

TEOREMA 6.11 (Teorema de Taylor) Sea f una funcién definida en
un intervalo abierto I que contiene al punto a. Supdngase que f*(x) existe
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para algin entero n >0 y todo xel. Entonces, para cada xel, existe ¢,
entre a y x, tal que
(n+1) n+ 1
x—a
R = L0 edlx = artt
n+ 1)

donde R,(x) es el residuo en x para la aproximacion de f dada por el polino-
mio de Taylor de orden n para f, alrededor de a. Asi,

" (n)
@ =r@+ fa-a+ L0 —ar v s T gy
f(n+l)( x) e
TS (n ,+ 1)' ( a)

Demostracion

Esta se basa en el teorema’de Rolte, por lo que se recomienda revisarlo.
Si x = a, cualquier punto de I sirve para obtener la conclusion del teorema.
Supéngase que x > a (cuando a > x, se procede en forma analoga). Se define

A= Rx =y o) =0~ @) + @t — )+ + LoD _ap

+ At —a)"* ).

Es claro que ¢g™(a) = 0 para 0 < k < n y, por la definicion de A4, también
se tiene que g(x) =

La funcién g es derivable en [a, x]. Al aplicar el teorema de Rolle, resulta
que existe x; tal que a < x; <x y ¢g'(x;) =0. Si n =0, entonces x,; es el
punto ¢, buscado. Si n > 0, entonces de nuevo se aplica el teorema de Rolle
a la funcion g’ en [q,x,], obteniéndose un punto x, tal que a < x; <
<x;<xyg'(xy)=0 Si n=1, entonces x, es el punto ¢, buscado. En
caso contrario, el proceso continia. Es decir, después de aplicar el proceso
anterior n veces, se obtienen n puntos x,, ..., x, tales que a < x, < --- < x; < Xx
Y 470 = ¢ P(Xp-1) = =g'(x)) =0

Puesto que g'™(a) = 0, se concluye, por el teorema de Rolle, que existe un
punto ¢, tal que a < ¢, < x, ¥y g"* c,) = 0. Es decir, 0= f"* V(c,)—(n+ 1)!(A4);
por tanto, A = f"*(c,)/(n + 1)!, y asi queda demostrado el teorema.

Nota En general, el teorema anterior se enuncia suponiendo que I es
un intervalo cerrado, del que a puede ser un extremo. Si se da este caso, entonces
las derivadas en a se interpretan como derivadas laterales.

La expresion para R, en el teorema anterior se llama forma de Lagrange para
el residuo. En otro capitulo se dard la conocida como forma de Cauchy.

COROLARIO 6.3 Bajo las hipotesis del teorema anterior y suponiendo
que existe M > 0 tal que |f*"*(x)] < M para todo x'e I, entonces se tiene
Mlx — aln+l

y,‘ R. \_——— ,. I
" |()| T si. xel
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Demostracion

Sea xel. Por el teorema anterior, existe c, entre a y x (por tanto, c,el)
tal que

f(n+l)(cx)
R" - n+1
(x) ey 1), ——(x ~ a)
Asi,
Mpx—aptt
|Ru(x)] € ————'si xel

(n+ 1)!

EJEMPLO

Encuéntrese el enésimo polinomio de Taylor para la funcidén e, alrededor del
punto a = 0, y una cota para el error |R,(x)| si |x] < M.
Solucién Dado que (e*)™ = e* para todo n y todo x, se tiene que el
n-ésimo polinomio de Taylor correspondiente a e*, alrededor de 0, es

2 3 x"
1+X+E+"3"+ +E
Asi,
. x2 x"
e"=1+x+-+---+—+R,,(x),
2! n!
donde
e,cxn+l
Ryx) = —, .
=G

siendo 0 < ¢ < x.
Ademas, para todo x tal que |x| < M, se tiene que

W .
(n+1)!

ya que, como también se verd en el capitulo siguiente, e* es creciente.

n+1

|Ru(x)| <

DESARROLLOS ESPECIALES DE LA FORMULA DE TAYLOR

En algunos casos, para ciertas funciones puede obtenerse en forma directa una
expresion coincidente con la férmula de Taylor. Por ejemplo: si x es un real
distinto de 1, se tiene para n natural que

1 - x“ 1, ':~=; x"

Il+x+ X" = = L
I-x 1-x 1-x
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[Multipliquese (I + x)}(1 + x 4+ --- + x"~!) y se obtendra 1 — x"]; por tanto

1 x"
=l+x+x*+--+x""1 +
1-x 1—x

[6.5]

El polinomio 1 + x + x + --- + x"~! es el polinomio de Taylor de grado me-
nor o igual que n — 1, de 1/1 — x alrededor de 0. Compruébese.

Asi, para n — 1, el residuo en la formula de Taylor para 1/(1 — x) alrede-
dor de 0 es

x"

Rn—l(x) = 1 —x

y se tiene

<"

Re- il = 7=

Por consiguiente, para n suficientemente grande y |x| < 1, se tiene que
|x|" es muy parecido a cero; asi pues,

1

—— =l + x4+ x"1
1 —x

Ahora, si se utiliza el desarrollo de 1/(1 — x), se tiene

1 1 (—1x"
= — =1 - 24 ... —qp iyt g Y
l+x 1-(<% o A S e e
Asi mismo, a partir de [6.5], se tiene que
1 (xZ)n x2n
=1 2 224 ... 2wm—1 = 2 4., 2(n—1)
-2 + x4+ (x*)* +- -+ (x?) +—1_x2 1+x*+x*+---+x +v————1_x2
donde .
x2n 1

1—x2<1—x2 si x| <1

Por ultimo, para la expresion 1/(a + tb), a # 0 se tiene
1 1 1

SRECEEE)

con lo cual
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Al efectuar operaciones, resulta

1 1 bt b b=t (=1
=———+— -+ +(=-1y!
2 a3 +( ) Cat + a"(a + bt)

a+th a a

Por tanto, si

.lb
-t <1
a
0, lo que es igual, si
|t < "BI’ con b + 0,
entonces, para n grande ‘
1 bt+b2t2+--~+( 1)"_lb"'lt"_1
a+th a a a3 a
EJERCICIOS
6.1 Encuéntrense los puntos criticos de las funciones f(x) si
a) f(x)=x>—2x+3 b f(x) = —x*+ 2x?
¢ fl)=4x-2x2+3x+4 ) f(x)=8x*
e) f(x) = 8x? ‘ f) f(x)=senx —x
g) f(x) =x + tan(x) h) f(x) =cotx + x
) fG)=(x~2P2x+1 i) fl) = 3x°
x2~3x+1 1
k) f(x)=m ' 1) f(X)=X+‘;
m f(x)=x+.J1—-x n) f(x) = (sen x)cos? x
o) f(x) =2x + ang tan x p) f(x)=r6";—;—‘—1—6-‘
=l — x2 : __x -
qQ f)=|x—x? ) f(x) T+
s) f(x) = i -!-x‘lxl t) f(x) = 2sen2x + sen4x
1
u) f(x) = ang cos x V) f(x)=x—x2
w) f(x) = |x* + 3x% + 6x]| x) f(x) = x — [x] donde [x] es la funcién

mayor entero menor o igual que x
Y) f(x) = x'0 4 x1 z) f(x)=x*



6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

6.9

6.10
6.11

6.12
6.13
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En cada uno de los incisos el ejercicio anterior, determinese si la funcion tiene
valores extremos y, en su caso, digase en qué puntos los alcanza y cuales son los
valores extremos.

f(x) = 3/(x = 3)? alcanza valores iguales en los extremos del intervalo [0, 6]. ;Vale
el teorema de Rolle para esta funcion en ese intervalo?

Sea f(x) = (x — a)"(x — b)", donde m, n son enteros positivos. Demuéstrese que el
punto ¢, cuya existencia asegura el teorema de Rolle, divide al intervalo [a, b] en
la razén m/n.

Sea f(x) = cx? + dx + e definida en [a, b]. Pruébese que el punto k, cuya existencia
asegura el teorema del valor medio, es €l punto medio del intervalo [a, b].

Generalicese el teorema de Rolle, y demuéstrese que si f es una funciéon derivable
y f(x) es igual a cero en s puntos distintos de un intervalo [a,b], entonces f'(x)
es igual a cero, por lo menos en s — 1 puntos distintos de [a, b].

Apliquese el teorema de Rolle para probar que si f es una funcion derivable en

[a,b] y f'(x) # 0 para a < x < b, entonces f(x) es igual a cero, a lo sumo, en un
valor x en [a,b].

La ecuacion tan x = — x tiene por raiz x = 0. Pruébese que en el intervalo {0, n/4]
no tiene ninguna otra raiz.

En el arco de la parabola y = x? limitado por los puntos a = (1,1) y b = (3,9),
hallese un punto cuya tangente sea paralela a la cuerda que une a con b.

Pruébese que b" —a" < nb" ' (b—-a)sib>ayn>1.

Estudiese la funcién que se indica y digase en donde alcanza sus valores extremos;
determinense los intervalos donde crece y aquellos donde decrece.

a) f(x)=x*—4x+5 b) g(x) = (x — 2)?
X ==x+_l
c) hix)= T 6k — 16 d) f(x) —
€) g(x) =x +senx f) hx)= .31:.3
= T2 +3

w2

h) g(x>=J;§——ﬁ»

i) f(x)=x*+2x3 7 glx) = x¥3 4 3x1/3

g f(x)=x3—3x2+3x+2

k) h(x) = D Sl = |x?—2x + 1

1
{x —1)°
m) g(x) = x* + |[2x + 2|
Pruébese que el polinomio 3x* — 8x> + 6x? — S tiene exactamente dos raices reales.
Demuéstrese que para todo x > 0 se cumple que

3

1
a) x+-22 b) x—’x—<senx<x
X 6

. xt
>1~—
<) cosx‘ 3
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6.14

6.15
6.16
6.17

6.18
6.19

6.20

6.21

6.22
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En los incisos siguientes, determinense los maximos, los minimos, los puntos de in-
flexion, etc., y construyanse las graficas correspondientes.

8 f()=x-x b f09= 70

0 fX)=x>-6x>+12x+6 d) f(x)=angtanx — x

e) f(x) =sen*x + cos*x ) fix)=xx +3

8 109= 57 h) f(x)=m

) f(x)=|x*—6x|+2 ) fx)= 2+4

K f(x)=(x+2kx - 23 D f)=(x—-3)+ —— Pyl

m) f(x) = 5x2? — x3 n Sy =2t4

0) f(x)=x*—2x? p). f(x) =(x — )x + 1)
2/3

qQ flx)=x*—#%x? n f(x)=

s) f(x)= x+4 ) f(x) = x /4 — x2

u) f(x)=./x—1 v) f(x)=—2x2+x—3en [-1,6]

w) flx) = en[ 3,1] x) f()‘ e [—3,1]

y) f(x)=x +2x + 18xen [—1,2]

Hallese un namero positivo x tal que la suma de dicho ntimero con su reciproco
sea minima.

Dividase un nimero a positivo en dos sumandos de forma que su producto sea
maximo.

La diferencia entre dos nimeros es igual a 10. Escojanse los nameros de manera
que su producto sea minimo.

Hallese ¢l area maxima de un rectangulo cuyo perimetro es igual a 40 m.

Con un alambre de longitud I, se desea formar un rectangulo cuya area sea la
mayor posible. ;Cuales son las dimensiones de los lados del rectangulo?

Hallense el radio y el angulo central (en radianes) del sector circular de area
maxima y perimetro igual a 25 cm.

Un avién de la linea Aerosol sufrié un accidente en el desierto a 15 km en linea
recta del punto A mas cercano de una carretera recta. En seguida un transporte de
rescate parte por esta carretera de un punto B situado a 50 km de A. Si se desplaza a
100 km/h en pavimento y a 50 km/h en linea recta en el desierto, ja qué distancia de
A debe abandonar la carretera para llegar lo mds pronto posible al sitio del
accidente?

De una hoja cuadrada de carton, de lado a, se desea hacer una caja rectangular
abierta con el mayor volumen posible; para ello se recortan cuadrados iguales en



EJERCICIOS 225

las esquinas de la hoja, doblando hacia arriba las hojas resultantes. ;Cual es la
longitud de los lados de los cuadrados recortados para obtener la caja deseada?

6.23 Se quiere construir un canal, para la lluvia, de manera que su corte transversal

6.24

6.25

6.26

sea como el mostrado en la figura.

5 dm 5 dm

Calctilese el angulo @ para el cual el area de la seccion transversal sea maxima.

Un productor de articulos perecederos tiene costos operacionales basicos de a pesos
diarios. Cada articulo producido cuesta b pesos, por insumos y mano de obra.
Ademas, si el fabricante produce x articulos cada dia, entonces existe un costo diario
de cx? pesos, debido a que la eficiencia disminuye a medida que los articulos se
producen. (El valor ¢ es, por lo regular, muy pequefio; por tanto, cx? es de mag-
nitud despreciable a menos que x aumente mucho.) Si se produce sélo un articulo
diario, éste puede venderse el mismo dia en S pesos (precio de la demanda ini-
cial). Sin embargo, el precio de venta de cada articulo producido en un dia dado,
baja T pesos por cada articulo producido en ese dia. (El nimero T indica el grado
de saturacion del mercado por articulo y usualmente es muy pequefio.)

a) Encuéntrese una expresion algebraica que dé la ganancia diaria si el fabricante

produce x articulos diarios.

b) Encuéntrese, en términos de a, b, ¢, S y T, el niimero x de articulos que el
fabricante debe producir al dia para que su ganancia diaria sea maxima.

De todos los conos circulares rectos que pueden ser inscritos en una esfera de
radio a, determinese el que tiene volumen maximo.

En éptica, el principio de Fermat, dice: Considérese un punto A4 situado en un
medio en el cual la velocidad de la luz es V; y considérese otro punto B si-
tuado en un medio en que la velocidad de la luz es V, (la frontera de los dos
medios es un plano). «La trayectoria de un rayo luminoso que va de 4 a B serd
aquella para la cual el tiempo de recorrido es minimo.»

Normal

Frontera
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6.27

6.28

6.29

6.30

6.31

6.32

6.33
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Con base en este principio, demuéstrese que, al pasar la luz de un medio a otro,
los dngulos de incidencia y de refraccion se relacionan de la manera siguiente:
seni’ v,

senr v,

Esta relacién se conoce como ley de Snell (véase figura anterior).

A partir 'del principio de Fermat, demuéstrese que si la luz se refleja en una super-
ficie plana, entonces el angulo de incidencia es igual al dngulo de reflexion (véase
la figura).

0

(Cuales deben ser las dimensiones de un recipiente para que la cantidad de material
usado sea minima, si el recipiente debe ser cilindrico con un volumen V? (El
recipiente esta cerrado en ambos extremos.)

Un fabricante puede vender x articulos a la semana, a un precio unitario de
P = 200 — 0.01x pesos; producir tales articulos le cuesta y-= 50x + 200 pesos. (Cual

es la produccién que el fabricante debe mantener para obtener los maximos be-
neficios?

Si la suma de las areas de una esfera y un cubo es constante, jcual es la razén
de una arista del cubo al diametro de la esfera cuando

a) la suma de los volimenes es minima?
b) la suma de los volimenes es maxima?

Una fabrica se localiza a la orilla de un rio recto de 400 m de ancho. En la otra
orilla, un kilémetro rio abajo, se encuentra una planta de electricidad que surte a la
fabrica. ’

Suponiendo que el costo de conduccion de la energia es tres veces mayor si
se transporta bajo tierra que si se hace en forma aérea, calcillese cuil debe ser
la trayectoria del cableado para que su costo por metro sea minimo. ;Qué se puede
decir si el costo es tres veces menor?

En un lago circular de 1000 m de diametro, un hombre quiere cruzar el lago a un
punto diametralmente opuesto. Si suponemos que puede nadar a razén de 12 km/h
o correr rodeando el lago a 20 km/h, calcilese la trayectoria que minimiza su tiempo.

Un grupo de personas quiere contratar un vuelo especial de México a San Fran-
cisco, para asistir al Super Tazén entre los Raiders y los Cuarenta y nueve de
San Francisco. Para esto se requiere un minimo de 80 personas que deberan pagar
300 dolares cada una. Sin embargo, la compaiiia ofrece reducir la tarifa en cinco
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dolares a cada pasajero adicional. Bajo estas condiciones, jcual es el nimero de
personas que produce a la compafia la maxima utilidad?

Pruébese que la distancia mas corta entre un punto (x;,y;) y la grafica de una
funcién diferenciable f se mide a lo largo de una recta a través de (xy, y;) y nor-
mal a la grafica, es decir, una recta perpendicular a la recta tangente.

Pruébese que el rectangulo de area maxima que puede formarse con un perimetro
dado !/ es un cuadrado.

Encuéntrese ¢l punto de la parabola y = x2 + 1 mas proximo al punto (3;1).

Encuéntrense las medidas del cilindro circular recto de volumen maximo que puede
inscribirse en una esfera de radio r.

Encuéntrense las dimensiones del rectangulo que tiene area maxima donde dos de
los vértices se encuentran en el eje x, y los otros dos, en la grafica de la fun-
cién f(x) = 4 — x2.

El costo total C por fabricar x juguetes se calcula con la formula C =800+ 20x + 8000/x.
Determinese el nivel de produccion x para que el costo total sea minimo.

En medicina se observa que una reaccion R a una dosis de magnitud x de una
droga esta dada por una ecuacion de la forma

R = Ax}B - x),
donde A y B son constantes positivas. La sensibilidad del cuerpo a una dosis de
magnitud x se define como la derivada dR/dx de la reaccion respecto a la dosis.
a) ;Para qué valor de x es maxima la reaccion?
b) ;Para qué valor de x la sensibilidad dR/dx es maxima?

6.41 Evaltense los limites siguientes, usando la regla de L’'Hopital.

}

-1 -1-2
2) m “O8* + 2x b) Iim’/'xz 2
x—+0 3x x-5 x*—25
tan 3x L (x=1
lim —— 1
9 M enx 4 lim Ty
. senTx ) x* -2 -1
©) P-,.% x b xlimao 2% = 3xI + 3
) xt+x3—3xP—x+2 by fim x*—3x* -4
B T s +9x — Tx +2 P+ 2 —dx— 8
L X =2 - x?
D 31_1:1‘21 x3 -8 ’ ) ;l:l—T)l—COSZ_X
2
k) Jjm 208 tan X~ ) lim tan x
x-0 XSenx ) x—n/2 COt 2X
1
m) lim {x - z sec x n) lim (csc@ - =
x—a/a 2 00 [’]
2 2 S 3x 41
0 lim >~ =X p) lim X

x—wa_l x+1 x—.12x‘—x2+2

) i r ang tan > r) lim x[tan (n x)]
Z - x Z_
9 Imx\gTamen £=0" 2
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Demuéstrese que si existe la segunda derivada /" de f en a, entonces el

h -2 —h
fim fla+h) ,};a) +/f(a )_f,,(a)v

h =0

Dados dos polinomios P(x) y Q(x) de grados m y n, respectivamente, encuéntrese el
lim P(x)/Q(x) en los casos siguientes:

X=X

a) m>n b) m=n ) m<n

Usese el teorema de Taylor para probar que si P(x) es un polinomio de grado
menor o igual que n, entonces

P™a)

P(x) = P(a) + P (a)(x - a) +. + prE (x—a)

Hallese una cota supérior para el valor absoluto del “residuo R(x) = f(JE) — P(x),
en los casos siguientes:

a) f(x) = x* P(x) es el polmomlo de Taylor de orden cuatro, alrededor de a=0
y xel$ 1]

b) f(x) = angtanx, P(x) es el polinomio de Taylor de orden tres, alrededor de
a=0yxe[-% 3}

En los incisos siguientes, aproximese con un error menor que 1073,

a) cos0.5 b) 1.08!4 c) 0913
d) 3013 e) 151 f) 658
g) tanO.1 h) sen0.5 i) senl®

Dada la funcién cos?x, acotese Ry(x) en el intervalo (=n/6,n/6) alrededor de
x =0.

Aproximense los valores siguientes con un error menor que 6 x 1073,
a) sen89° b) cos47° c) 3274
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Isaac Barrow
(1630 a 1677)

Tedlogo y matemdtico, desarrollé un método para determinar tangentes con un
enfoque que se aproximaba a los métodos del cdlculo. Fue el primero en descubrir
que los procesos de derivacion e integracion podian considerarse como operaciones
inversas entre si.

Después de ordenarse de ministro anglicano, en 1660, se inicié como profesor
de griego en la Universidad de Cambridge; posteriormente, fue profesor de geome-
tria en el Gresham College de Londres. También, en 1660, realizé una magnifica
traduccion de Los elementos de Euclides.

En Cambridge se dedicé a preparar tres series de conferencias sobre dptica
(1669), geometria (1670) y matemdticas (1683).

En sus Lectiones Geometricae aparecen elementos semejantes a los del cdlcu-
lo, que fueron del conocimiento de Leibniz y Newton. Este tltimo fue su alumno, y
se afirma que la influencia de Barrow fue decisiva en la formulacién que Newton

< hiciera del cdlculo; en 1669 trabajaron juntos durante un breve periodo. En ese
mismo afio, Barrow renuncié a su cargo en el Trinity College, en favor de
Newton, y se dedicé al estudio de la Divinidad. Por titimo, en 1675 fue nombrado
vicecanciller de la Universidad de Cambridge.

En forma paralela a la vida de Barrow, se destacan, en otras ramas de la
actividad humana, los hechos siguientes:

LITERATURA
Boileau: Sdtiras, 1660; Arte poético, 1674.

Cyrano de Bergerac: Historia comica de los estados de la luna, 1657.
Racine: Andrémaca, 1667; Fedra, 1677.

MUSICA

Carissimi: Jephte, 1649.
Lully: Alceste, 1674.
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PINTURA

Jan van Goyen: Vista de Leiden, 1643.
Rembrandt: Los sindicos, 1662.
Vermeer: La leccion de misica, La cochera, 1660; El astrénomo, 1668.

ARQUITECTURA

Se construye la columnata del Louvre, 1667.
Cano: Fachada de la catedral de Granada, 1667.
Se construye el Convento de San Francisco, en Lima, Peru, 1673.

CULTURA EN GENERAL

Mercenne: Armonia universal, 1636.
Pascal: Ensayo sobre las conicas, 1640,

Isaac Barrow

Coet Y R wite




[232]

FUNCIONES LOG Y EXP

INTRODUCCION

En la tabla de primitivas construida en el capitulo 5, puede observarse que
para la funcién 1/x no se exhibe una funcién primitiva, es decir, una funciéon
F(x) tal que F'(x) = 1/x para todo x # 0. En este capitulo se construird una
funcion que tenga la propiedad anterior para los x positivos y, a partir de ¢lla,
se obtendra una primitiva de 1/x para todo x # 0.

El método para tal construccion serd el seguido usualmente para obtener
funciones primitivas de funciones dadas; este método lleva a una solucién
unica del problema cuando la funcion dada tenga por dominio un intervalo I'y
se establezca una condicién adicional, a saber, que el valor de la funcién bus-
cada en cierto punto x, € I sea un valor predeterminado c. La funcién que se cons-
truira y se designara por log, sera una primitiva de la funcién f:(0, ) - R
definida como f(x) = 1/x y tal que log(1) = 0. Esta funcién se llamara loga-
ritmo natural.

Es conveniente también sefialar que esta funcion log posee las propiedades
siguientes:

log (xy) = log (x) + log (y)
log (x/y) = log(x) — log (y)

para x, y € (0, o0).

Construccién de la funcién logaritmo natural

Considérese la grafica de la funcién 1/t restringida al intervalo (0, o). Para
cada x > 1, definimos log (x) como el area de la region del plano comprendida
por la grafica de 1/t, el eje x y las rectas t = 1 y t = x. Es claro que log(1) = 0.
Para 0 < x < 1 se define log (x) como menos el area de la region determinada
por la grafica, el eje x y las rectas t =x y t = 1.
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TEOREMA 7.1 Para todo x > 0 se tiene que log'(x) = 1/x.

Demostracion
Por comodidad, se supone que x > 1, y se demuestra que la derivada de log
por la derecha en x es 1/x, explicitamente

. log(x + k) — log(x)
lim - -

_ 1
P h T x

Sea h > 0, entonces la diferencia

log(x + h) — log(x)

es el drea de la regién comprendida por la grafica de 1/t, el eje x y las rectas
x=tyt=x+h (véase Fig. 7.1).
Ahora bien, la funcién 1/t es decreciente; por tanto,

1 _1 1

x t T x40

para x <t<x+h
Asi, en términos de areas se tiene (Fig. 7.2)

1 1
h~x+—h < log(x + h) — log(x) < h;

De este modo, al dividir entre h, se obtiene ‘
1 Slog(x+h)—log(x)sl;
x+h h x

por consiguiente, si se toma el limite cuando h —» 0%, se tiene que

1 —~ logt ‘
lim < lim log (x + h) — logix) < l

ho+ X + R0+ L h = X,
y vh
log(x + h) — log x
/x4
1 -
x4+ h
0 1 x x+h x 0 x x+h x

Figura 7.1 Figura 7.2
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pero la funcién 1/t es continua en x, por lo que

log(x + h) —log(x) 1
m =—
B0+ h x
En forma andloga se prueba que
. log(x +h) —log(x) 1
lim =—
h-0" h X

Asi, (logx) = 1/x.

COROLARIO 7.1 La funcién log es continua,

A continuacion deducimos las propiedades antes sefialadas de la funcion log:
1) log(xy) = log(x) + log(y), para x, ye(0, ) [7.1]

Sea y > 0 un real fijo, entonces la funcion log (xy) tiene por derivada respecto
ax

, by oy 1
(ogxyy = —= —=—
xy b

Xy
Por tanto, las funciones log x y log xy tienen las mismas derivadas en todos
los puntos; en consecuencia, por el corolario 6.3, ellas difieren en un nimero c,
es decir,
logxy =logx + ¢, para todo x>0 [7.2]
para calcular el valor de ¢ se hace x = 1, es decir,
logy=1logl +¢
Por tanto, se tiene de [7.2]

log(xy) =logx + c =logx + logy

Es posible también dar una generalizacion de [7.1] tomando un numero
real x > 0 y otro natural n,

log (x") = lo coox) =logx + .-+ + logx = nlogx
g (x") = log (x---x) = log g X

B
n factores n sumandos

2) log(x/y) =logx —logy, para x,ye(0, )
Se probard que

log(l/x)= —logx si x>0
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Apliquese la funcién log a ambos lados de la igualdad
x-1x =1;
resulta que log x + log (1/x) =log 1 = 0. Asi,
log(l/x) = —log x

Al combinar este resultado con 1) se obtiene 2).

Célculo aproximado de algunos logaritmos

Sea f:[a,b] - R continua y positiva. Como se vera en el capitulo 9 sobre
integracion, una manera de aproximar el rea A de la region comprendida entre la
grafica de f, el eje x y las rectas x =a y x = b, es:

Se divide el intervalo [a, b] en n subintervalos de la misma longitud. Para
cada gpne de estos subintervalos [x;_;, x;] se construye el trapecio que tiene
por vegus los Puntos (xi—1’0)9 (xi—l, f(xi—l)), (xi’ 0) y (xi’ f(xx))

Si A; es el darea de cada uno de dichos trapecios, entonces

A~ A + Ay + -+ A4, (Fig. 7.3).

v

A, A,

|
|
|
|
|
|
A2 !
- |
|
|
i
'

|
I
|
L
|-
|
i
4
f

|

[

|

|

|

I

{ A |
| |
| |
| |
4 :
0 a b

X

Fig. 7.3 La aproximaci‘()n es mejor a medida que n es més grande.

Asi, es posible calcular en forma aproximada el log 2 de la manera siguiente:
log 2 es aproximadamente igual a la suma de las areas de 10 trapecios determina-
dos, segin lo anterior, por los subintervalos siguientes:

1,11 , H,—IE - 12,2] (Véase Fig. 7.4.)
10 1010 10
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Cada trapecio tiene por area

11 1 ‘ 1 .

Ay =—- = - . 4 —]|, donde i=1,2,..,10
10 2 1+l—l 1+ i

10 10

Por tanto, log2 es aproximadamente igual a la suma

1[(1+1>+ 1+1>+ +<1+1 N 1+1
2(\10 " 11 11 12 18 19 19 20/

que es igual a 0.694 unidades de area.

y
%
|
Z
/
°f lonen *
10 1 10107 10
" Figura 7.4

Mediante este resultado y las propiedades de log, puede construirse una
tabla de aproximaciones para algunos valores de log.

TABLA 7.1
x log x
2 0.694
4 1.388
8 2.082 .
7 —-0.694 ‘
1 —1.388 -
1 —2.082 .
32 3.47 ‘
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Por otra parte, el drea del rectdngulo que tiene por lados el intervalo [1,2]
y el segmento que une (2,0) con (2,1), es menor que log 2. Es decir, 1 <log2
Por tanto, log4 = log 2% > 1.

La funcion log no es acotada, ya que dado M > 0 existe un natural n > M,
y asi,

logd" =nlogd=2n>M
También, si M, <0, existe un natural m > — M,. Por consiguiente,
log4™ = —mlogd < —m < M,

La funcién log toma, ademas, todos los valores reales, es decir, si y es un
numero real, entonces existe x > 0 tal que

log x =y,

como se muestra en el teorema siguiente:

TEOREMA 7.2 La funcién log: (0, ) — R es estrictamente creciente y
suprayectiva, es decir,
1) 0<x <y implica que log x < log y;
2) dado yeR existe, x > 0 tal que logx = y.
De este modo, la funcién log es biyectiva.

Demostracion

(log x)' = 1/x para todo x > 0; en consecuencia, log es una funcién estricta-
mente creciente y, por tanto, se cumple 1). Por el teorema del valor intermedio,
se tiene que log x toma todos los valores y e [—nlog4, nlog 4] cuando varia x
en el intervalo [1/4",4"], como —nlog4 sobrepasa cualquier nimero negativo
tomando n suficientemente grande y, en forma aniloga, nlog4 sobrepasa
cualquier nimero positivo, se obtiene la conclusién pedida en 2).

La dltima afirmacién contenida en el teorema se sigue de las dos primeras.

LA FUNCION EXPONENCIAL

En virtud del teorema 7.2, se tiene que la funcién log x posee funcién inversa,
que esta definida para todos los nimeros reales. Esta funcion se llama expo-
nencial y se denota por

exp (x)

Ademas, exp(x) > 0 para todo x y es una funcidn creciente, ya que su
derivada es positiva por coincidir con exp (x) en todo x, como se probara en el
teorema 7.4.




238 FUNCIONES LOG Y EXP

DEFINICION 7.1 .Conforme a la definicion general de funcion inversa se

P
wene que exp(x) =y si logy=x

Obsérvese de la definicién que
exp(logy) =y [7.3]
log (exp x) = x [7.4]

Con la tabla 7.1 es posible obtener con facilidad una pequefia tabla de
valores aproximados de exp.

TABLA 7.2

x exp (x)

0
0.694
2.082
—0.694
—1.388
—2.082
3470 3

N = plmid 00 N =

Noétese que en la tabla 7.2 los valores de x son los correspondientes a log x
en la tabla 7.1, y viceversa.
La grafica de la funcion exp se muestra en la figura siguiente.

y Grifica de exp (2)
/oy =
Sy =x
/
/
/
//
// Grafica de log x
/
/
/
/
/10 x
/
/
/
/
/
/
/
/

Figura 7.6 &350

g
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Partiendo de que exp(x) es la funcidén inversa de log x, se tiene el teorema
siguiente:

TEOREMA 7.3 Dados x € y nimeros reales,
exp (x) exp(y) = exp(x + y)

Demostracion
De las formulas [7.4] y [7.1] se obtiene

log(exp(x + y)) = x + y = log(exp (x)) + log(exp (y)) =
= log (exp (x) exp (y))

De esta ultima expresion se obtiene el resultado enunciado, pues log es una
funcion inyectiva.

COROLARIO 7.2 Sean x,yeR. exp(x'— y) = exp(x)/exp ().

Demostracion
Por el teorema anterior, basta demostrar que exp(—y) = l/exp(y).

1 =exp(0) = exp(y — y) = exp(y)exp(—y);
por tanto, ‘
exp(—y) = 1/exp(y)
A continuacién se define el nimero e como
e =exp(l)

Este numero e es irracional y es posible calcular tantas cifras decimales de él
como se desee. Si n es un numero natural, entonces se tiene que

exp(n) =exp(l +1+---+1)
Aqui aparecen n sumandos y, por las propiedades de exp, resulta que
exp(n) = €";
en forma andloga, para el nimero entero negativo —n, se tiene
exp(—n)exp(n) =exp(n —n) =exp(0) = 1
Por tanto,
exp(—n) = ljexp(n) = 1je" = e™"

De igual manera puede demostrarse que, dado cualquier racional p/q, donde p
y ¢ son enteros y g # 0,

exp (p/q) = e
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En virtud del planteamiento anterior, se define para cualquier nimero real x,
e* = exp(x)

En adelante se usara esta ultima notacion para exp (x). Después se probara
que e < 3, resultado que usaremos en lo que sigue.

OTRAS BASES

Si a > 0, se define para cualquier numero real x,
a* = ¢x loss [7.5]

Asi se ha definido una funcién a* cuyo dominio son todos los nimeros reales.
Es sencillo demostrar que a* comparte algunas propiedades con e*.
A partir de la igualdad [7.5], se tiene que

log (a¥) = log(e*°8%) = xloga,

y
Grifica de a*

__/

y asi,
x = log (a*)/log a;

si se hace a* = y y se define x como logaritmo con base a de y, entonces resulta
que, para el nimero real positivo a,

log, y = log y/loga

Ahora bien, a partir de esta ultima igualdad es posible obtener valores para la
funcion log usando la igualdad

log y = log,, y/logo e
y una tabla para log,.
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DERIVADAS DE LAS FUNCIONES EXPONENCIALES

Dado que la funcién e* es la inversa de log x, se tiene el teorema siguiente:

TEOREMA 7.4 La funcién e* es derivable y

(e*) = &

Demostracion
De acuerdo con la regla para derivar las funciones inversas, se concluye

(€)Y = 1flog’ (¢*) = 1/1]e* = &~

COROLARIO 7.3 ¢* es continua.

TEOREMA 7.5
1) a* es derivable. Mas aun,

(@) = (log a)(a™)

2) a* es continua.

Demostracion
1) Por definicion se tiene

a = e* loga

si se hace

u(x) = xloga,
resulta

u'(x) = loga
y

dldx(e"™) = du(x)[dx - de*|du = du/dx - ¢*
Y, sustituyendo u(x), se tiene demostrada la primera parte del teorema.

2) Se sigue de 1).
Una aplicacion importante de la funcion exponencial se tiene en la definicion
siguiente:

DEFINICION 7.2 Para un nimero real a fijo, se define la funcién x*
con dominio en los nimeros reales positivos y con regla de correspondencia

x® = ealogx

TEOREMA 7.6 La funcion x* es derivable y su derivada es la funcion
ax*~ 1.
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Demostracion
(x7) = (¢ %) = (alog x)(e" %) =
= (a/x)(e" '8 %) = ax?x = ax®~!

Este teorema generaliza, para todo ae R, la féormula [5.4].

DERIVACION LOGARITMICA

El proceso mostrado a continuacion resulta atil para el calculo de las derivadas de
algunas funciones con aspecto complicado; su nombre se debe a que se toma el
logaritmo de la funcion original para transformarla en una de manejo mas
sencillo. La nueva funcion se deriva usando propiedades estudiadas en parrafos
anteriores.

EJEMPLO1 Derivaremos mediante este proceso la funcidon a* (cuya deri-
vada se vio en la seccion anterior), donde a > 0 y x estd en los nimeros reales.
Sea y = a*. Considérese el logaritmo de cada miembro de la igualdad, con

lo que

log y = log a”,
de donde
logy = xloga

Si derivamos respecto a x, tenemos

l/y-y =loga

La expresion esta enmarcada porque se obtuvo aplicando la regla de la cadena
a logy.
Asi,

y =yloga=a"loga
EJEMPLO 2 Calcilese la derivada de y = x*, x > 0.
Solucion Toémense logaritmos de cada lado de la igualdad,
log y = log x*,
por lo que ‘
logy = xlogx
Al derivar, se tiene

yiy=logx + 1,
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asi,
dyjdx = y(logx + 1) = x*(logx + 1)
Por tanto,
dyldx = x*(logx + 1)

EJEMPLO 3 Derivese la funcidon (sen x)*, x € (0, =).

Solucion Sea y = (sen x)*. Tomense logaritmos de cada lado de la igual-
dad,
log y = log (sen x)* = x log (sen x);

derivese respecto a x, con lo que se obtiene
y'[y = log(sen x) + x cos x/sen x = log (sen x) + x cot x

Asi, .
dyldx = (sen x)*(log (sen x) + x cot x)

FUNCIONES HIPERBOLICAS Y SUS DERIVADAS
Funciones hiperbélicas

Segun lo expuesto en la seccidn sobre funciones trigonométricas, se observa
que si el radio OV del circulo unitario (Fig. 7.6) se gira en direcciéon positiva
hasta barrer un 4rea igual a x/2, con x > 0, entonces el extremo en su posicion
final es el punto de coordenadas (cos x, sen x).

(Recuérdese que el area del sector OPV es 6/2, donde 0 es la medida en
radianes del angulo OPYV, por tanto, 6 = x.)

vh

Fig. 7.6 Area del sector OPV = x/2.
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Mais adelante se probara que para cada t > 0 existe un Unico punto Py(x, y)
con x e y positivos, en la hipérbola equilatera x> — y*> = 1, tal que la regién
limitada por el eje x, la recta OP, y esa hipérbola, tiene un drea igual a t/2
(Fig. 7.7). Por esto y lo sefialado en el parrafo anterior, puede encontrarse
justificado que la abscisa x de P, se llame coseno hiperbolico de t (cosh ) y su
ordenada y, seno hiperbolico de t (senhz).

7

Figura 7.7

No obstante haber impuesto la restriccion ¢t > 0 para justificar los nombres
de las dos funciones principales por estudiar en esta seccion, se tiene que las
funciones seno hiperbdlico (senh) y coseno hiperbdlico (cosh) estidn definidas
para todo te R, de acuerdo a las expresiones

3

e —e!

senht = —
¢ +e7!
cosht = ———.,
2

Antes, a partir de sen y cos, se definieron las funciones trigonométricas restan-
tes. Ahora, en forma analoga, se definirdn las funciones tangente hiperbdlica
(tanh), cotangente hiperbolica (coth), secante hiperbdlica (sech) y cosecante
hiperbolica (csch) como sigue:

cosh ¢

tanht = <PBL othe hee ! ht
nht = ———, co = , secht= cscht =
cosht senh ¢ cosht. y senh ¢

Como cosh t # 0 (de hecho, cosht > 0) para todo te R y senh ¢t = 0 s6lo para
t = 0, se concluye que los dominios naturales de tanh y de sech coinciden con
R, mientras los de coth y csch son R — {0}.
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En seguida aparecen algunas relaciones utiles entre las funciones hiperbélicas
cosh?t— senh?t = 1
1 — tanh? ¢t = sech?¢
coth?t — 1 = csch?¢
senh 2t = 2 senh tcosh ¢
cosh 2t = cosh? t + senh?¢

Obsérvese que éstas recuerdan algunas de las que se establecieron para las
funciones trigonométricas, aunque se presentan ciertos cambios de signo.

Algunas propiedades de las funciones hiperbélicas

Todas las funciones hiperbdlicas son continuas. M4s ain, es facil probar que
son derivables y que ‘

(senh)(2) — cosh t (coth)'(t) = —csch?¢
(cosh)(t) = senh ¢ (sech)(¢) = —secht tanh¢
(tanh)'(t) = sech? ¢ (cosh)'(¢) = —csch tcoth ¢

Examinese en particular la funcién senh. Es estrictament. creciente en R, pues
tu funcién derivada es positiva y, por consiguiente, no tiene valores extremos.
Por otra parte, senht > 0 si t >0, senht <0 si t <0 y (senh)’(t) = senh ;
asi, senh es concava hacia arriba en [0, o0), céncava hacia abajo en (— oo, 0] y
tikcne un punto de inflexion en el origen.

Por ultimo,

limsenht =0 y . lim senht = —
t—= 0 t— —
Basandose en el andlisis anterior (Fig. 7.8), se presenta la grifica de senht.

Las graficas de las otras funciones hiperbélicas aparecen en la figura 7.9.

y !
/
/
//
1 e
= -—ex
y=31"
////
_____ - x
/’/’—
e 1
- = ——g~*
/// y 2
/
/
/
/

Figura 7.8
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y y
1
x
T Y
y = cosh x* y = tanh x
y
y
y=1
y=1
0 x
0 X y= —l
y = sech x
y = cothx
y
0 x
y =cschx
Figura 7.9

* A acosh x/a también se le conoce como «catenaria» y es posible observarla al mirar un cable
con tension entre dos postes que lo sostienen.
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FUNCIONES HIPERBOLICAS INVERSAS

Las funciones senh y tanh son estrictamente crecientes en R. Sus imagenes son
R y (—1,1), respectivamente. Sus funciones inversas se denotan por senh™! y
tanh ™!,

Las funciones cosh y sech no son inyectivas y, por consiguiente, sus dominios
tienen que restringirse, como se hizo en el caso de las funciones trigonométricas,
para definir sus funciones inversas. A continuacion se muestran los dominios e
imagenes de algunas funciones hiperbdlicas inversas.

Dominio Imagen
cosh ™1 [Low) 7 [0,00)
sech™! 5 0,1] [0, o)
csch™! (—00,0) L (0, 0) (—=0,0)U (0, )
coth™! (—o0,— 1 u(l, o) (—0,0) U (0, o0)

Para definir, por ejemplo, cosh™!, se tomo la restricciéon de cosh al conjunto
[0, ). En este intervalo la funcién cosh es estrictamente creciente y, por tanto,
inyectiva, y la imagen de [0, o) bajo cosh es el intervalo [1, co). Asi, su funcidn
inversa, denotada por cosh ™!, asocia a cada y en [1, ©), el unico nimero real x
en [0, o0) tal que cosh x = y.

Las graficas de las funciones hiperbolicas inversas aparecen en la figura 7.10
y pueden obtenerse por el miétodo indicado en el capitulo 2 (pag. 60).

Dado que las funciones hiperbolicas se definen por medio de la funcién
exponencial, no resulta extraiio que sus inversas puedan expresarse en términos
de la funcion logaritmo y, asi, se tienen las igualdades siguientes:

senh™' y = log(y + \/y* +1)

cosh™'y =log(y + /y* — 1)
1 1+
tanh~!'y = —log y
2 1 —y
1+ /1 =y?
sech™!y = log = A
V-
1 1 2
csch‘1y=log<—+——+—y—
y o W
1+
coth~!y —log Y
y—1

donde, en cada caso, y es cualquier punto del dominio de la funcién correspon-
diente.
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y y y
0 1,0
x 0 x 0 x
y =cosh™!x y =sech™!x.
y =senh™} x
y y y
x -1 0 1 x 1 X
y=csch™!x
para x >0
y =tanh™!'x y =coth~!x
para x>0
Figura 7.10
Se probara sélo la primera de estas igualdades.
Sea ye R y x = senh™'y. Es decir, senh x = y. Asi,
e?* —2ye* —1=90
Por tanto,

2 '4y+ —y+\/—+l

e=————2

Como /y* + 1 > y para todo yeR, y e* > 0 para todo xe R, se tiene que

e=y+/y+1
senh™ly = x =log(y +/y* + 1)

Por consiguiente,
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De las igualdades anteriores, es sencillo probar

1
(senh ™y = ——== " yeR
v+l

B 1

(cosh™)y = e, ye(l, )
- 2‘_7_ 8

(tanh ™'Yy = 1/(1 — y?), ye(—=L1)
(sech™ 1Yy = — ye(0,1)

Ly /1 — yz,;,
1~ ¥

(csch™ Yy = —————r,

1+

(coth™yy = 1)1 — y?), ye(=o0, —1)u(l, )

Debe notarse que las funciones cosh ™! y sech ™! no son derivables en todos los
puntos de sus dominios.

y€(—0,0)u(0, )

LIMITES DE ALGUNAS FUNCIONES ESPECIALES

En esta seccion se estudian los limites al infinito de funciones como log, e*,
€*|x, etc., y otros limites de las mismas; su importancia radica en que nos
describen el comportamiento de estas funciones cuando la variable crece en
forma indefinida.

Este estudio se inicia con las funciones log x y e*. Por el teorema 7.2 se
tiene que la funcion log es creciente en (0, c0); por. tanto, como e < 4,

log (4) > log(e) =1 [7.6]
Por otro lado, dado un numero real arbitrario M > 0, existe un nimero
natural n tal que n > M, y, por [7.6], resulta que si x > n, entonces
logx >log@") =n-logd>n-1>M
Esto demuestra que

lim logx = o© [7.7]
x— o
En la seccion referente a la funciéon exponencial, se definié e* como la
funcidén inversa de log x; por tanto, ¢* es una funcién creciente que estd’
definida en todo R.

PROPOSICION 7.1 ¢* tiende 1 oo cuando x tiende a oo.
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Demostracion
Dado un nimero real arbitrario M, existe un numero natural » tal que n > M;
por tanto, como e* es creciente, se tiene que

M<n<2'<e"<e*, six>n

Esto demuestra que
lim * = [7.8]

X

Si u es un numero real, 0 < u < 1, entonces 1/u > 1, por tanto, resulta que

1
lim log x = lim log (—) = lim (—logx) = — [7.9]

x=-0+* X+ X x— 0
Asi mismo, para la funcion e*, y debido a [7.8], se tiene que

1
lim e* = lim e™* =lim — =0 {7.10]
X =0 X =20 E 2nd ] e
Mas adelante se compararan entre si los crecimientos de las funciones ¢* y la
identidad x, cuando x crece en forma indefinida. Para esto, primero se estudia la
funciéon x — log x.

PROPOSICION 7.2 La funcién f(x) = x — log x definida para todo
x > 0, es creciente para x > 1 y tiende a oo cuando x tiende a co.

Demostracion )
Al derivar la funcion f(x), se obtiene

1
JSx)=1--,
x

la cual se anula en x = | y es positiva para x > 1. Esto demuestra la primera
afirmacion acerca de f(x). Para demostrar la segunda, se observa que

1 1
fxy=1—-—->-, si x>2
x 2

Por tanto, si se aplica el teorema del valor medio a f'en [e, x], donde x > ¢, se
tiene que existe y, e < y < x, tal que /

(x —logx) — (e — loge) = (1 - %)(x —e)>3(x —e),

de donde
x—logx>e—1+3x—-¢

Como la expresion de la derecha tiende a co cuando x tiende a oo, resulta que

lim (x — log x) = o0

XxX— 0
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COROLARIO 74 El cociente
ex
X

tiende a oo cuando x tiende a oo.

Demostracion
Por la proposicién 7.2, se tiene que
X

, € .
lim — = lim e/* " 8% = o0
X=*®0 x X— o0

COROLARIO 7.5 El cociente
x
log x

[7.11]

tiende a o cuando x tiende a oo.

Demostracion
Si hacemos y = logx, entonces x = ¢’ y el cociente [7.11] puede escribirse
como .
e

y

Ahora bien, si x tiende a co, entonces y = log x también tiende a oo, por
lo que

con m igual a cualquier entero.

PROPOSICION 7.3 Si m es un entero cualquiera, entonces
lim e [e 0}
x—a0 X

Demostracion
Supdngase que m > 0. Sea f(x) = e*/x™. Entonces, log f(x) = x — mlogx. Al
sacar log x como factor comin en la expresion de la derecha, se obtiene

log f(x) = log x <lo:x - m)
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Ahora bien, se sabe que
, X
lim — = o
x—wo HOg X

Como m es un nimero entero positivo fijo, entonces

lim logf(x) = lim (log x)- lim (L - m) = o,

xX—x x—w X— 0 OSX
por lo que

lim f(x) = lim €'°8/® =

X X0

Si m <0, es claro que

EJEMPLO
Demuéstrese que

lim /xlogx =0
x=0*

Si se hace x = 1/t, entonces la funcion \/; log x queda expresada asi,

Ahora bien, cuando ¢ tiende a oo, entonces x = 1/ tiende a 0*, por tanto,

logt)
| x1 =}
fim g = im (%

Para calcular el limite de la derecha en la expresion anterior, se hace s = logt,
obteniéndose

logt_ s
N

Ademas, s tiende a oo cuando ¢ tiende a oo, por tanto;

logt 2
lim (-3‘L>= —lim = = — lim =

e\t e

$— 0 u—P0 e
Esta ultima expresion se obtiene haciendo u = s/2. Si se utiliza el corolario 7.4,
se observa con facilidad que este ultimo limite es igual a cero.
Esta seccion finaliza con el analisis de un limite con el que se obtiene el
nimero real e.
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t
PROPOSICION 7.4 lim( + t> =e.

=

Demostracion
Si se hace

f = \ + %)

para todo ¢ real, t > 0, entonces

logf(t) = tlog( + %)

Asi, para probar la proposicion basta demostrar que

1
lim ¢ log (1 + ;) =1 [7.12]

t—0
1
log (1 + ?)

1

t

Para esto se observa que
tlo + =
o +)

Si se hace h = 1/t, entonces [7.12] equivale al limite

log(1 + k)
m- —=1

~

h-0

Pero la expresion de la izquierda es la derivada de log x en 1, que se sabe es
igual a 1. Con lo que queda probada la proposicion.

Sabiendo que
1 t
lim (1 + —) =e
t~w® Tt

se probard que e < 3, como se afirm6 en la pagina 240.
A partir de la definicion de logaritmo y al observar la figura 7. , conclui-

mos que
( 1) 1
log{ +-)<-,
n n

para todo numero natural n, es decir,

1
nlog(l +—)< 1;
n
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v/

Y

0 1 1+(1n) x
Figura 7.11

por tanto,

Se probara que

o

En vista de lo anterior, e es cota superior del conjunto considerado. Por

ne N} [7.13]

1Y .
otra parte, sea ¢ > 0, como lim (1 + ;) = e, se sabe que existe M > 0 tal que

t—

L ; lt
e—a<<1+;><e+s

si t > M, en particular si n > M, con ne N, entonces

. 1\"
e——s<<1+—),
n

con lo que [7.13] queda probado.
Por el teorema del binomio,

<1+1)"=1+1+ M1, # 11
n n—22'n?  (n-3)3nd n"
n! 1 1

=ittt T




EJERCICIOS 255

Sea 2 < i < n. Entonces

n! 1 n(n—l)-..’.-(n—(i—l)).l_
(n— it n it n

<1+1>,<2+1+1+ T SO S
n) S ! W12 23Tt T <

1 1 1 1/2 — 1/2" 1
24—+ — ... =24+(—— " )=24(1-—)<3
<24ttt +( 7 ) +< 2"_1)<

Es decir, 3 es también cota superior del conjunto

0+ e

De la definicién de supremo se sigue que e < 3.

EJERCICIOS
7.1 En los incisos siguientes, calctlense los logaritmos indicados, usando estas aproxi-
maciones.
log2 = 0.6931, log 3 = 1.0986, log 10 = 2.3025.
a) log4 b) logis c) log8
d) log9 e) log12 f) log./30
g) log h) log&72 i) log025

i) log /125

72 Sean a,beR, a,b > 0. Pruébese que para todo x e y reales se cumplen las
igualdades siguientes, conocidas como leyes de los exponentes.

ax
a) o =g b) a7 =—
a)'
¢) (@ =a¥ = (@) d) (a-b)* = a*b*
e) (a/b)* = a*[b*
7.3 Con la notacién del ejercicio anterior, pruébese que si x > 0, entonces a < b si, y

solo si, a* < b*. Pruébese también que si a > 1, entonces x < y si, y s6lo si,
a < b.
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7.4 Pruébese que si k es cualquier entero mayor que 1, entonces

1+'1+ +1<lo k<1+1+ + !
273 P 2 k=1
7.5 Utilicese la regla de la cadena para demostrar
8) () =f (e
b) (logf(x)' = f'(x)f(x)
Siendo f(x) una funcién derivable en cada punto donde estan definidas las
composiciones correspondientes.

7.6 Derivense las funciones siguientes:

a) log(3x —2) b) logcosx
¢) log(2x +3) d) logx® + (log x)?
¢) senlogx f) logsenx
log(e* + 1)
9 2 T2 h) logllogx)
log(e* — 1)

(jCuidado con el dominio de log!)

7.7 Mediante la derivacién logaritmica, calcilense las derivadas de las funciones

siguientes:
) (x? +3)2x + 1)*? )
a) €& b) , c) x*
Y+ (x> +2)
d) 3* e) x9. a* f) x%enx
g) §secx h) (]og x)x l) 32x+1

7.8 Pruébense las férmulas para las funciones hiperbdlicas inversas que aparecen en
la pagina 247.

7.9 Pruébense las identidades siguientes:
a) coshx + senhx =.e*
b) coshx —senhx =e™~
¢) senh(—x)= —senhx
d) cosh(—x) = coshx
e) senh(x + y) = senh xcosh y + cosh x senh y
f) cosh(x + y) = cosh x cosh y + senh x senh y
tanh x + tanh y
1 + tanh x tanh y-

g) tanh(x +y) =

2 tanh x
h) tanh2x = ——«——
) tanh 2x 1 + tanh® x
. 1 + cosh x
i) cosh(x/2) = .
senh x
j) tanh(x/2) = ——— =
) /2 1 + cosh x

k) senhx + senhy = 2senh}(x + y)cosh(x — y)




a)

d)
g
J)
m)
p)
s)

v)

EJERCICIOS
7.10 Derivense las funciones siguientes:
1 + cosh
senh 3x b) senh?2x c) _ oo
1 — cosh x
t
log senh x €) wolx f) coth(cot x)
coth x
coth ™! (sec x) h) senh~!4x i) cosh™'x
1
—_— k) logcosh™14x ) senh™!3x .
senh ™! x? AR
log 3/1 + 5x* n) log(x/x* + a2 o) log.¥/4x® + Tx
x}2x — 1) tan? x
lo 2+ 1 log ———— lo
g (x\/x ) 9 log x5 1) | 83 |
e + l ’ x
Te™ t) lo 3 u) log—
xe )l sy R Sy
‘ 1 + cos x
(cos x)* w) e*+¢é” x) log—
: ~ 1 —cosx
%~ z) x(e *)log x3)

y)

7.11

a)
d)

7.12

a)
<)
e)
g)
i)
k)
m)
0)

713 En

senh 2x
tanh ~! (1/2x)

Calcilense los limites siguientes:

lim (1 + x)"/* B

x=0

, k\*
Iim {1+ —

X— 0 x
o k\™*
im {1+ —
X0 x

lim (1 + tan? /x)"@"

x—+0
fe* — e)
i
xl—l'r: (x - l) .
. (log(l + x))
lim | ————
x=0 X -/
e =

Hm ————
x-»0 Senx

(55
lim { ———
x—0 X VAR

X __.'“e—

b) coth™!(x — 1) c)
e) acosh(x/a)

b)

Represéntense en forma grafica las funciones siguientes:

senh (x 4+ 1)

: x x .
lim ( . )
x~o \l + X,

1y
lim (1 _ —)
t— o t

x+1 25-1
1i
x—l:ralo <X - 2)

“lim (1 + sen x)***

x=0

lim (1 + tan x)'/

x=0

., log(1 + 10x)
lim ——————

x>0 X
lim x(e! ~*-1)
xX— a0

lim (sen x + cos x)'/*

x=+0 .

el ejercicid anterior, jse puede usar la regla de L’Hépital?

257
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Isaac Newton
(1642 a 1727)

Nacido en Woolsthorpe, Inglaterra, su pensamiento cientifico ha trascendido
hasta nuestros dias y puede afirmarse, con poco riesgo de errar, que el espectacu-
lar avance de la ciencia en su conjunto, aun en esta época, estd animado por el
espiritu de su obra.

Newton ingres6 como estudiante al Trinity College de Cambridge, en 1661.
Estuvo entonces a punto de cambiar sus estudios de filosofia natural (ciencias)
por los de leyes. Con el apoyo de Barrow, estudié la Geometrie de Descartes y
los trabajos de Copérnico, Kepler, Galileo, Wallis y el propio Barrow, lo que
probablemente le llevara a exclamar mds tarde: «Si he visto un poco mds lejos
que los demds, es porque he estado parado sobre los hombros de gigantes.»

Cuando terminé sus estudios en la universidad, una epidemia de peste en el
drea de Londres le obligé a dejar Cambridge y marchar a la granja de su madre
durante el periodo de 1665 a 1666. Por ese tiempo, inicio su extraordinario
trabajo en mecdnica, matemdticas y optica; establecio la ley de la gravitacion,
obtuvo un método general para trabajar los problemas del cdlculo y descubrié que
la luz blanca, como la solar, estd compuesta en realidad de todos los colores del
espectro, desde el violeta hasta el rojo. Para aquilatar la grandeza del genio de
Newton, baste decir que fue el arquitecto de la mecdnica moderna, la dindmica y
la mecdnica celeste.

En 1667, regresa a Cambridge para obtener el grado. de maestro, y es elegido
miembro del Trinity College. Todo este tiempo mantuvo en secreto sus resultados.
En 1669, Barrow renuncia a su puesto de profesor en favor de Newton. Debido a
un temor anormal a la critica, éste no publica sus descubrimientos hasta 1672,
cuando lo hace con su trabajo sobre la composicion de la luz, el cual fue criticado
con dureza por sus contempordneos, incluyendo a Hooke y a Huygens. Lo mismo
sucede al publicarse su teoria corpuscular de la luz (1675), lo que lo decidié a no
hacerlo mds. Sin embargo, en 1704 aparecen sus obras Principia y Opticks; y, en
1707, Arithmetica universalis.

Escribié una obra dificil de entender, sin duda escrita asi para evitar criticas,
y que, sin embargo, le dio fama: Philosophiae Naturalis Principia Mathematica.

Aplicé la ley de la gravitacion al movimiento planetario. Abordo, ademds, los
campos de la hidrostdtica, la hidrodindmica, la quimica y la teologia.

En 1695 tuvo un puesto en la Casa de Moneda Britanica y en 1703 llego a
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ser presidente de la Royal Society. Fue nombrado Caballero del Imperio en 1705.
En forma paralela a la vida de Newton se destacan, en otras ramas de la
actividad humana, los hechos siguientes:

LITERATURA

Cruz, Sor Juana Inés de la: Inundacion castdlida, 1689; Carta athenagorica, 1690;
Los emﬁeﬁos de una casa, 1682; El divino Narciso, 1691.

Defoe, Daniel: Robinson Crusoe, 1719; Moll Flanders, 1722.

La Fontaine: Fdbulas, 1668; Fdabulas, 1678.

Moliere: Las preciosas ridiculas, 1659; La escuela de las mujeres, 1662; Tartufo,
1664; El burgués gentilhombre, 1670.

Perrault: Cuentos, 1697.

MUSICA

Corelli: Sonatas op. 1, 1681; Sonatas op. 5, 1700.

Purcell: Dido y Eneas, 1689; King Arthur, 1691.

Vivaldi: Sonatas op. 1, 1705; Estroarmoénico, 1712; Nerone, 1715; Las cuatro
estaciones, 1726.

PINTURA

Coello, Claudio: Carlos I adorando la Sagrada Forma, 1685.
Puget: Perseo, 1684.
Ricce: Virgen con santos, 1708.

ARQUITECTURA

Broant, Liberal: Los invdlidos, Paris, 1676.

Se construye la catedral de Cérdoba, México, 1687.
Churriguera: Retablo de San Esteban, Salamanca, Espafia, 1693.
Verbruggen: Pulpito de la catedral de Bruselas, Bélgica, 1699.

Isaac Newton
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SUCESIONES Y SERIES

DEFINICIONES Y NOTACIONES _ - \

Hasta ahora se han analizado solo las funciones definidas en intervalos. En este
capitulo se estudiaran funciones que tlenen por dommlo al conjunto de los na-
meros naturales N =1,2,3,.

DEFINICION 8.1* Una sicesion de nimeros reales es una Juncion
s:N->R

del conjunto de los nimeros naturales en el de los numeros reales. -

Puesto que las sucesiones son un tipo especial de funciones, es posible
utilizar para ellas las mismas notaciones que para estas Gltimas. Sin embargo,
se acostumbra, en lugar de denotar a una sucesién s por

s:N—»R

yala 1magen de un natural n bajo s por s(n), denotar a esta ultima por x, y
a la sucesién por

(xb x2’ ) 5 (xn):o= 1»

o bien, cuando no haya lugar a confusién, por (x,).

(Se utilizaran también las letras m y k para los indices de los elementos x.)

En otras palabras, (x4, X,, ...), u otra de las notaciones anteriores, representa
la funcién que estd definida en el conjunto de los numeros naturales y que
asocia al natural 1 el real x;, al natural 2 el real x,, etc.

Para cada nimero natural n llamamos a x, el n-ésimo término de la su-
cesion.

* Es posible definir sucesiones en conjuntos distintos de R. En este capitulo s6lo se considera-
rdn sucesiones de numeros reales.
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En general, para definir una sucesién se da una formula que determine su
n-ésimo término. Por ejemplo, las férmulas

2n
x"=n+1‘
a=nt 1
z, = 3"

definen tres sucesiones, cuyos primeros cinco términos son, respectivamente,
4 3 8 5
1,3,3,%3
2,3,4,56
3,9,27,81, 243

Las sucesiones definidas por estas férmulas quedan denotadas, respectiva-
mente, por

2n \® 2n
(@ Q+4)=1 ° (n+1)
® (+DZ, o (m+1)
© G, o (3

En algunos casos, para referirse a una sucesién en particular, sélo se
indican algunos de sus primeros términos, cuando es posible inferir, a partir de
ellos, el procedimiento a seguir para determinar los restantes. Por ejemplo, al
escribir '

(d) (la %’ %, %’ T%’ )
() (2,4,6,8,10,..)
N (-11,-1,1,.)

nos referimos a las sucesiones
1 ‘ ' J
>=1) @n) y (-1

Ciertas sucesiones se definen inductivamente. Sin entrar en detalles, esto
significa que a partir de cierto natural, cada término de la sucesién esta
definido en funcidn de sus antecesores.

EJEMPLOS

Xn-1 + xn-z
2

Con esto se define una sucesién cuyos primeros siete términos son

1 3 1
0,0,1,4,3 3 4

1. Sea x;, =0, x,=0, x3=1y x, = para n = 4.
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2. Sea x, =1y x,=nx,_, para n > 2.
Queda definida entonces una sucesion, cuyos primeros cinco términos son

1, 2, 6, 24, 120

Se acostumbra denotar al n-ésimo término x, de esta sucesion por n! y
denominarlo el factorial de n. Asi, por ejemplo,

=1 201=2 31=6, 4 =24 5 =120
Noétese que
nl=nn-Hn-2)---2-1

se define 0! = 1.

OPERACIONES CON SUCESIONES

Las reglas para formar sumias, productos y cocientes de funciones, y el produc-
to de un nimero real por una funcién, son aplicables a las sucesiones, pues
éstas son solo una clase particular de funciones; por consiguiente, si (x,) € (y,)
son dos sucesiones y ce R, se define:

D) (xnzr + iz = (6 + Yala=1

2) (x"):o: l(yn);ln=l = (xnyn):o= 1

3) dxaazi = (ex)i%,

4) Si, ademas, y, + 0 para todo n > 1, entonces se define
Oz _ (x_)“’
(yn):)=1 yn n=1

EJEMPLOS

@mey + (—n?)%, = 2n — ¥, =(1,0,-3, -8, -15,.)

2. (n+ Dy — Iy =@ — 12, = 0,3,8,15.24,.)
3. 32, = (3n), = (3,6,18,72,360, ..)

[S=Y

(= 1= (1"~
& " Y, T\ Ju=1 = (L3 —he e
5. (m)s=1 no estéd definida.

(n = 1=y
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SUBSUCESIONES

Dada una sucesion (x,) es posible construir otra en la forma siguiente:
Téchense en (x,) un nimero infinito o finito de términos, con la condicion
que el nimero de términos no tachados sea infinito. Se obtiene asi una
sucesion (y,) donde, para cada nimero natural k, y, es el k-ésimo término no
suprimido en (x,).
Toda sucesion (y,) obtenida a partir de una sucesién (x,) mediante el
procedimiento anterior, es llamada una subsucesiéon de (x,).

EJEMPLOS
I (v, =(1,3,5,7,9,..) es una subsucesiéon de

(x"):):l = (la 2’ 3’ 49 Sa
En este caso,

Vi = Xy Y2 = X3, Y3 = Xs,

es decir,
Y = X2k-1,

ya que (y,) se obtiene de (x,) al tachar de ésta a todos los términos con
indice par. ‘
2. (2, = (16, 64, 144,256,400, ...) = ((4k)*>)>, es una subsucesién de (n?).
3. (Wi, = (13,14,15,16,17,..) es una subsucesion de (n).

. En el ejemplo 3 se suprimieron los primeros doce términos. En general, si
(x,) es una sucesion y n, un nimero natural, entonces la sucesion
(Xngs Xn,+ 1> Xn,+ 25 ---) €S ‘una subsucesion de (x,). Este tipo de subsucesiones se
denota por

(xno+n):o= 0 Y bien (xn):o=no

Se observa que, si (y,) es una subsucesion de (x,), entonces cada elemento y,
coincide con algin elemento X,, para algin nimero natural n, > k. Sin embar-
g0, para que una sucesion (y,) sea subsucesion de (x,) no basta que cada y,
coincida con algin término de (x,). Por ejemplo:

4. Cada término de la sucesion (y,) = (4,3,6,5,8, 7, ...) coincide con alguno de
la sucesion

(xa) = (n)

Pero (y,) no puede obtenerse de (x,) con sélo tachar ciertos términos de esta
uitima sucesion, pues, si asi fuera, el niimero 3, por ejemplo, deberia aparecer en
(yo) antes que el nimero 4. Por tanto, (y,) no es una subsucesion de (x,).

En forma mds precisa, puede establecerse la definicion siguiente:
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DEFINICION 8.2 Una sucesion (y,) es una subsucesion de (x,,) si existe
una sucesion (n,) de nimeros naturales tal que

n1<n2<n3<n4<"'

e y« = X,, para cada niimero nat’gmil k. (Nétese que n, > k para todo k.)°

En el ejemplo 2 de esta seccion, la sucesién (n,) es
4,8,12,16,20,..)
En efecto, en este caso,

4<8<12<16<20<---

y
21 = X432y = Xgy 23 = X125 eeey

donde x, = n>
Por el contrario, en el ejemplo 4, la unica sucesion (n,) de nimeros natura-
les para la que se tiene y, = x,, para todo numero natural k, es

(n) = 4,3,6,5,..),
la cual claramente no satisface
N <hny,<ng<--

En los ejemplos 1 y 3 de esta seccion, determinense las sucesiones (m)
correspondientes.

SUCESIONES CONSTANTES, MONOTONAS Y ACOTADAS

Sucesiones constantes

DEFINICION 8.3 Una sucesion se llama constante si todos sus términos
son iguales entre si. ' '

R

EJEMPLOS
1. 0,0,0,.)
2. (1/2,1/2,1)2,..)
Es claro que si (x,) es una sucesion y ce R, entonces

Adxa) = (¢, 6, €, .. )(Xa),

o sea, el producto de un numero real por una sucesion puede interpretarse
como un caso particular del producto de dos sucesiones.
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Sucesiones monétonas, crecientes y decrecientes ' vt

e k3

DEFINICION 84 Una sucesion (x,) es creciente si x, < x, , 4 para todo
numero natural n. Cuando la deszgualdad es estricta, se dice que (x,) es
estrictamente creciente.

Si en la definicion anterior se invierte el sentido de la- designaldad, se
obtienen, entonces, las definiciones de sucesién decreciente y estrictamente decre-
ciente.

Es claro que (x) es creciente si, y solo si, (—x,) es decreciente, aﬁrmacxon
también ‘valida si se agrega la palabra estrictamente.

DEFINICION 8.5 .U na sucesion se llama vmb’n}i;to:r‘ta:’s}ib es creczente 0 de-
creciente.

EJEMPLOS
1. Las sucesiones constantes son crecientes y decrecientes.

2. (0,0,4,3,2,4,..) es creciente pero no estrictamente creciente.
3. (2" es estrictamente creciente.

4. (1,4,4,4,.) es estrictamente decrecierite.

Las sucesiones siguientes no son monotonas:

5. (-1

6. (01,2, By ) S b

Sucesiones acotadas

DEFINICION 8.6 Una sucesion (x,) estd acotada suﬁeriormente si existe
un nimero real M tal que

X, M para todo n > 1

M es llamada cota superior de la sucesion.

DEFINICION 8.7 Una sucesion (x,) estd acotada inferiormente si existe
un numero real m tal que

m<x, paratodo nz=1

m es llamada cota inferior de la sucesion.
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EJEMPLOS ,
Las sucesiones
1. (1/n)
2. (—=n)
estin acotadas superiormente, en tanto que
3. (n)
4. (n)
no lo estan.

Las sucesiones

s (_ n+ 1>
n

6. (n

estdn acotadas inferiormente.

Existen sucesiones no acotadas ni superior ni inferiormente.

Por ejemplo:

@ (1,-1,2-2,3 -3,.)

Aquellas sucesiones acotadas superior e inferiormente se llaman suceszones
acotadas. Es decir: o .

DEFINICION 8.8 “ Una Sdcesién (x,,) es ééOtada si e)cister.t'minieros'réales
" my M tales que

A [

.m<x, <M paratodo n2x1

Las sucesiones constantes y aquellas consideradas en*la definicion 8.5
(Ejemplos 2,4, 5y 6) y en la definicion 8.7 (Ejemplos 1 y 5) son acotadas; las
restantes en esta seccion no lo son.

SupoOngase que para una sucesidn (x,) existen nimeros reales m y M tales
que

m<x,<M para todo nz=1
Es claro que puede encontrarse un numero real K > 0 tal que

-K<m y M<K
Asi,

—K<x,<K paratodo nx=1

Es decir, la distancia x, a 0 es menor o igual que K (véase Fig. 8.1), por lo
que

" x < K para todo n>1

"~
F
]
4

Y

—k Xy X4 0 X3 X2 Xp

Figura 8.1
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Con esto, la definicion 8.8 puede escribirse de la manera siguiente:

DEFINICION 8.9 (x,) es una sucesion acotada si, y solo si, existe un
ntimero real K > 0 tal que

I <K ‘para n=1/ s . ..

3

No es dificil probar que si una sucesion es constante, monétona, acotada
superior o inferiormente o acotada, entonces toda subsucesion tiene la propie-
dad correspondiente.

CONVERGENCIA DE SUCESIONES

Sucesiones convergentes

Las funciones definidas en intervalos de la forma (a, c0) y las sucesiones tienen
en comun el estar definidas en conjuntos no acotados superiormente.
Al recordar la definicion del concepto correspondiente al simbolo
lim f(x) = a,
X~-* 0
introducido para las funciones definidas en intervalos de la forma (g, oo),
resulta natural establecer la definicidén siguiente:

DEFINICION 8.10  Una sucesién (x,) converge a un niimero real o. cuando
n tiende a oo, si para cada ¢ > O existe un numero natural N tal que

|x, —al <& si n=N (Fig. 8.2)
0 N N+1 n
pa L L hY
T T § 4
XN a Xp XN+1
7
Y
o &
Figura 8.2

En este caso se escribe lim x, = a, o bien lim x, = «, y se dice que (x,) es una
n— 20

sucesion convergente cuyo limite es «. En particular, si lim x, = 0, se dice que
(x,) es una sucesion nula.
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Esta definicion, en términos de intervalos, equivale a decir que para cada
intervalo abierto J, con centro en a, existe un nimero natural N tal que a lo
mds x,, X,,..,Xy~; DO pertenece a J.

EJEMPLOS

1. La sucesion (0,0,0,..) es nula.

2. La sucesion constante (c,c,c,..) converge a c.

3. (1/n) es nula.
Prueba Sea ¢ > 0. Existe un nimero natural N tal que N > lfe. Por
tanto,

4. (=% es nula.
log(1/e)

Prueba Sea ¢ > 0. Existe un numero natural N tal que N > lon 2
og

Asi, n > N implica que log2" > log(l/¢); es decir,

1
== <& si n>N

Sucesiones divergentes

Las sucesiones no convergentes se denominan divergentes. Entre éstas, desta-
can aquellas para las cuales los valores x, crecen o decrecen indefinidamente
cuando n tiende a oo; es decir, para las que se tiene

lim x, =0, o bien limx, = —o,

n—w ) n— oo :
donde estos simbolos corresponden a los conceptos que pueden derivarse de
los correspondientes que fueron introducidos para las funciones definidas en
intervalos (a, ov). En otras palabras:

DEFI‘NICIVON 8.11 Una sucesion (x,) iiende a o cuando In tiende a oo,
si para cada M > 0 existe un nimero natural N tal que ‘

x,>M si n>N (Fig. 8.3)
0 N N+1 n
6 All xr;+1 )é,, X‘N
“ Figura 8.3

En este caso, se escribe lim x, = o0 y se dice que la sucesion diverge a .
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DEFINICION 8.12  Una sucesién (x,) tiende a — oo cuando n tiende a oo,
si para cada M > 0 existe un ntimero natural N tal que

X, < —-M si n=N (Fig. 8.4)
L = 1 %
0 N N+1 n
— 4 $ -
XN X, Xy+1 -M 0 '
Figura 8.4 .

e v S =

" ‘En este ¢aso se escribe im X, ="' % 3y se dice'que-l sucesion diverge'a — oo.
Si una sucesion diverge a o o —oo, entonces no puede ser acotada.
Como se verd en el primero de los ejemplos siguientes, ex1sten sucesiones

divergentes que no divergen a oo ni a — 0.

EJEMPLOS
I. (=1)") es divergente.
Sea a€ R. Témese una vecindad J, de « de longitud menor que 2, En
Jo no pueden estar 1 y —1, pues, si asi fuera, entonces la longitud de' J,

seria mayor que 2 (Fig. 8.5). Por tanto no existe un numero natural N tal
que

x,€Jo si n=N

Es decir, lim x,, # « para todo a € R; ademds, ya que ((— 1)") es acotada, no
puede divergir a ov ni a — 0.

!

Figura 8.5

2. Sea x > 1. La sucesion (x") diverge a .
Sea M > 0. Existe un numero natural N tal que N > log M/log x. Si
n = N, entonces log x" > log M; por lo que x" > M si n > N.
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Algunas proposiciones de las sucesiones convergentes

PROPOSICION 8.1 Una sucesion converge a un numero real a si, y
solo si, todas sus subsucesiones convergen a a.

Demostracién- v
Supodngase que (x,) converge a a € (yk) es una subsucesion de (x,). Sea ¢ > 0.
Por hipétesis, existe un numero natural N tal que

x, —al<e si nz=N

Como se observo en la seccion sobre subsucesiones, para cada numero natural
k, se tiene que y, = x, para alguna n, > k. Por tanto,

ye—al<e si k=N

La otra parte de la proposwlon se.sigue de que toda sucesion es subsuce-
sion de si misma.

. PROPOSICiON 8.2 Sea(x,) Vunav sucesién. Si existe un niimero natural
n, tal que la subsucesion (y,) = (x,);-,, converge a a, entonces (x,) converge a o.

En otras palabras, la proposicion establece: si en una sucesion es posible
quitar una «eneada inicial» de manera que la subsucesion resultante converja a
a, entonces la sucesiéon misma converge a a. (La convergencia de una sucesion
no depende de sus términos iniciales.)

Demostracion
Sea ¢ > 0. Existe un nimero natural K tal que
e —al<e si k=K
es decir,
|x,,o+k— a|<8 Si k?K
Témese N =ng + K,

Ix, — o] < & si n > N (obsérvese que x, = X, t+a-n,)

o e e

* PROPOSICION 83 Si lim x, = a, entonces lim |x,| = |a.

Demostracion ' '
Sea ¢ > 0. Existe un nimero natural K £al que ‘

Ix, —af<e si n=N
Como ||x,| — |all < |x, — «f para todo n > 1, se sigue que

lIxJ = lall<e si nz=N
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Al considerar la sucesion (( — 1)), es evidente que el reciproco de la proposi-
cion anterior no es valido. Sin embargo, lim |x,] = 0, si implica que lim x,, = 0.

TEOREMA 8.1 Toda sucesidén convergente es acotada.

Demostracion
Sea (x,) una sucesion convergente y supongase que su limite es igual a a. Para
¢ = 1 existe un nimero natural N tal que |x, — | < 1 si n = N. Témese un nui-
mero real K mayor que todos los nimeros siguientes: 1 + |a, |x,], |X2], .o’ [Xn~4]-
Se tiene, entonces, que |x,| < K para todo namero natural n.

TEOREMA 8.2 Sean (x,) e (y,) dos sucesiones que convergen a a y §,
respectivamente, y ¢ un nimero real. Entonces:
1) limc(x,) = co.
2) lim(x, + y,) =a+ B.
3) lim(x,y,) = af. v
4) Si ademas, y, # 0 para todo neN y § # 0, entonces lim x,/y, = a/B.

Demostracion
1) Si ¢ =0, la afirmacion es obvia. Ahora supongase que ¢ # 0. Sea ¢ > 0.
Tomese & = gf|c|; por hipotesis, existe un numero natural N tal que

Ix, —al<é& si n>=N
Por tanto,
lex, —cal<e si n=N

2) Sea ¢ > 0. Tomese ¢ = ¢/2. Por hipétesis, existen dos nmimeros naturales
N, y N, tales que

|x, —al <& si n=N,
y también, -
: lya — Bl<€& si nz=N,

Tomese N = Ny + N,.Sin > N, entonces n = N, y n = N,. Por consiguiente,
Ix, —aj <& e yn—Bl<€& si n=N

Pero

1Xg + Yo — (@ + B < |x, — +_\ |y — Bl para todo numero natural n
Por tanto, ‘
[y + yo—(a+ Pl <2¢=¢ si n=N

3) Como {y,} es sucesion convergente, se tiene que es acotada. Sea K un
nimero positivo tal que

v <K s1 nzl
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Seae > 0.Tomese M = K + |of + 1. Esclaroque M > Ky M > |af; tOmese
¢ = ¢[2M. Por hipdtesis, existen N,, N, nimeros naturales tales que |x, — af < ¢
sin=N,ely,—pl<é& si nzN,; tomess N=N; + N,. Si n > N, en-
tonces, "

Ix, —al <& e ly.—Bl<é

Escribase B

%o = @B COMO (X, = @y + (a — Bt
Asi, '

Xpyn — @Bl < Ixp — allyal + 1y — Bllal < |x, — oM + |y, — BIM
para todo n > 1.
Por tanto,
. |Xpys — 0Bl <26M =¢ si n=N

4) Por 3) basta probar que lim 1]y, = 1/8.

Demostracion

elpl?

Sea ¢ > 0. Tomese ¢ = - Por hipotesis, existe N, tal que

ﬁ|<|—ﬁ—I si n2zNy;

de aqui que 1/|y,| < 2/|B| si n > N;,.
Por otro lado, existe N,e N tal que |y,,— Bl<e si n> N, Tomese
N=N,;+ N, Sinz=N, entonces n > N, y n 2 N, Ademas,

1 1 '
L b A para todo n>=1
ya Bl IyallBl
Asi,
1 1] 2 )
=~ < =¢ si nxN
s Bl 1B

PROPOSICION 84 Sean (x») € (v,) sucesiones convergentes a .. Si
(z,) es una sucesion tal que x, < z, < y, para todo ne N, entonces (z,,) conver-
ge a a. b

‘:‘;"‘L f L ".'v
G T A

Demostracién PR
Sea ¢ > 0; por h1potes1s existen N »N,eN tales que

|x—a|<ssxn N, ¢ |yo—af<esinzN,
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Puede encontrarse, procediendo igual que antes, Ne Ntal que n = N
implica que

g —a] <6 € |y,—a <eg
En particular, n > N implica que
xa—e<x, € y,<a+t+e
Por consiguiente,

a—e<z,<a+e Ssi n

Y
Z

es decir,
|z, —al<e si n>=N

El corolario siguiente se infiere de esta proposicion y de la 8.2,

COROLARIOQO 8.1 Sean (x,) € (y,) dos sucesiones convergentes a a y
noeN. Si (z,) es una sucesxon tal que x, <z, <y, sin= no, entonces (z,)
converge a . : e

PROPOSICION 8.5 El produ&o de una sucesion nula por nna acota-
da es una sucesién nula. ‘ '

Demostracion
Supdngase que (x,) es nula ¢ (y,) es una suces1on acotada. Existe K > 0 tal que
0 < |x,9,| < K]x,| para todo ne N.
De la proposicion 8.4 y el teorema 8.2, se sigue que (Ix,ya) es una sucesion
nula y, por consiguiente, (x,y,) lo es también.

PROPOSICION 8.6 Sean (x,) una sucesion e (y,) y (z,) las subsucesio-
nes de (x,) que constan de todos los elementos x, con indices par e impar,
respectivamente. Entonces,

limx, =oa si, y solo si, limy, =limz, =«

De esta proposicion se conluye de inmediato que ((—1)") es divergente.

La demostraciéon de la proposicién se deja como ejercicio para el lector.

PROPOSICION 8.7 Sea (x,) una sucesién nula, lim e =1, '

Demostracion : o
Sea ¢ > 0. Tomese & = log(1 + ¢). Asi, & > 0. Como (x,) es una sucesién nula,
existe un nimero natural N tal que n = N; entonces,

IXal < &
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Por consiguiente,
e -1<¢ para n=N

Sean>= N. Si
(a) x, =0, entonces e* > 1.
Asi,

ferr— 1 =~ 1 <

(b) x, <0, entonces ¢*» < 1.

Asi,
bal — 1 P
=1 — —IX.I_e— e

e If=1-e T e < e

pero
1
m <1
Por tanto,
e — 1| < ¢

Es decir,

e** — 1l <& para n= N

En esta proposicion, y en la 8.3, se tiene la situacidén siguiente:

A partir de una funcién f: 1 —» R, donde I es un intervalo, y una sucesion
( x,) que converge a a€ I, se define una nueva sucesion (y,) mediante la formula
Yo = f(x,), y se prueba que ésta es convergente y tiene por limite a f(a).

En el teorema enunciado a continuacién que incluye, como casos particula-
res, las proposiciones 8.3 y 8.7, se dan condiciones sobre la funcién f, la
sucesion (x,) y su limite « para tener la situaciéon descrita,

TEOREMA 83 Sea f:I1 - R, donde I es un intervalo, una funcién
continua en xy€l. Si (x,) es una sucesion de puntos en I que converge a X,
entonces lim f(x,) = f(xo).

Demostracion A , :
Sea ¢ > 0; como f es continua en x,, existe 4 > 0 tal que |[x — xo| < 8, xel
implica que |f(x) — f(xo) < &.
Por otro lado, existe Ne N tal que
[x, — x| <& si n=N,

de donde
|f(xn) _f(xo)l <ée si nz N
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EJEMPLOS
1. Sea lim x, = a; entonces,
(a) limx? = o>
(b) limsen x, = sen a.
(c) limcosx, = cos a.
(d) lime* = e*
2. Si ay x, para n>1, no son de la forma (2m + 1)n/2, entonces
lim tan x,, = tan «,

lim sec x, = sec a

3. Siay x, para n>1, no son de la forma mn, entonces,
lim cot x,, = cot «,
limcsc x, = csca

4. Sioay x, para n > 1, son positivos, entonces,

limlog x,, = log «,

lim 1/\/x, = /o

LIMITES IMPORTANTES

Las sucesiones siguientes son nulas:
1) (x"), donde |x| < 1.

2 (7).

1
3) <—r> con r racional positivo.
n

8 (log n>.

n
5) (x,logx,), donde (x,) es una sucesion nula de térininos positivos.
Ademas,

6) limJ/c =1, con ¢> 0.
7 limdn=1

Demostracion
1) Si x =0, la afirmacién es obvia. Supéngase que x + 0. Sea ¢ > 0. Existe
un numero natural N tal que

log ¢

log |x]
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Puesto que |x| < 1, se tiene log x| < 0.
Por tanto, si n > N, entonces

nlog|x| < loge;

o sea,
Ix"=|x"<e para n=N
n nan-1n-2 21
) 0 —=-———"...22
K n .n nn
Pero
k
-<1 para 2<k<n
n
Por tanto,
n 1 )
0<—<- para todo numero natural n.
n" n

: n!
Como (1/n) es nula, se tiene (Proposicion 8.4) lim— = 0.
n
3) Sea g un numero natural. Dado & > 0, tomese

g =4é

Por ser (1/n) una sucesion nula, se tiene que existe un niimero natural tal que

1
- <¢&g para nz2N
n

Por consiguiente,
_ >
Y <g¢ para nz=N

Se ha demostrado asi que (1/n'/%) es nula para cada nimero natural g. Por otra
parte, sea r un niimero racional positivo. Existen dos nimeros naturales p y g
tales que r = p/q.

(1/nP'%) es una subsucesion de (1/n'/%) y, en consecuencia, es nula.
4) Como

logn _2logn'/?

para n =1,
n n

basta demostrar que (logn'/?) es una sucesién nula.

La funcién x — log x es creciente en el intervalo [1, oo). [Su derivada es
positiva en cada punto del intervalo (1, o).}

En particular,

1<x—logx paratodo x=1
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Como n'/? > 1 para n > 1, se sigue que

1/2 172 _
0<login <n ,1=L_1
n n nt’2  p
para n = 1.
Y, dado .que (1/n'/%) y (1/n) son sucesiones nulas, se tiene
log n'’2 '
lim—2" — —

S

5) La funcién f(x) = log x + 2/\/; es decreciente en el intervalo (0,1]. [Su
derivada es negativa en cada punto de (0, 1).]
En particular,

logx + 2/\/; > 2 :
Asi, o

0>xlogx >2x —2/x " si  xe(0,1)

Ya que la sucesion (x,) es nula y de términos positivos, se tiene que existe
N >0 tal que 0 <x,< 1 si n> N. Por tanto,

2x, — 2/x, < x,logx, <0 si nx I

1 or el corolario 8.1, se concluye que (x,logx,) es 1na sucesién nula.
€. Para cada n > 1, sea x, = logc!" = 1/nlogec.
Es evidente que (x,) es una sucesion nula.
Por la proposicion 8.7 se tiene que
(e*») =-({'/Z) * converge a 1.
7) Para cada n > 1, sea x, = logn'/" = (1/n)logn.
Se probo (en 4) que (x,) es una sucesién nula; por tanto,
(e*) = (\”/;1) converge a 1 (Proposicion 8.7).

A UGUNOS RESULTADOS Y EJEMPLOS SOBRE SUCESIONES
C UE DIVERGEN A © O — o

PROPOSICION 88 Sea (x,) una sucesion de términos distintos de
cero. (|x,|) diverge a oo si, y s6lo si, (1/x,) es una sucesion nula.

Demostracion . : .
Se basa en que |x,| > M para n > N si, y solo si, 1/|x,| < ¢ para n > N, donde
M>0ye¢e=I1/M
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PROPOSICION 89 Si limx, = ¢+ 0 y limy, = oo, entonces,

i w si ¢>0
’ Mo =1_0 si c<0 .
Demostracion o » - ,, o M
Supéngase que ¢ > 0. Dado M >0, se toma ¢<cy M = Pyt

Existe un numero natural N tal que
x,>c—¢ € y,>M para n=N
Por tanto,
X, yo>M para n=N

La segunda parte de la proposicion se demuestra en forma similar.

EJEMPLOS DE SUCESIONES QUE DIVERGEN A «©
(@) (x|") si {x| > 1.

1 .
(b) —n> si x| > 1.

|x|

nn
© =

n!
(d) (n), donde r es un racional positivo.
(e) logn/

Todos estos resultados se siguen de la proposicion 8.8 y lo demostrado en
la seccion sobre limites importantes.
(Cuando x, - — 20 puede enunciarse un teorema anilogo.)

TEOREMA 84 Sea f:(a,0) >R una funcién tal que lim f(x) = a,
donde aeR. Si (x,) es una sucesiéon de puntos en (a, ) que aivagrge a oo,
entonces limf(x,) = a.

i

Demostracion
Sea ¢ > 0. Por hipétesis existe M > 0 tal que x > M y x e(a, o) implica que
[f(x) —a] <&

Por otra parte, existe N natural tal que x, > M si n> N. De donde

|f(x) —al<e si nz=N

(Cuando x, — — oo puede enunciarse un teorema analogo.)
A partir de este teorema y lo visto en el capitulo 7, se tienen los resultados
siguientes:
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(@) lim (1 + X) = ¢’ para todo yeR.
n— o0 n
, 1
(b) lim — =0.
'l—’tl)e

(c) lim ang tan x" = gsi x> 1

n—x

ALGUNOS CRITERIOS SOBRE LA CONVERGENCIA
DE SUCESIONES

1. Supongase que lim y,; =0 y sea (x,) una sucesion. Entonces,
i { o si x,>ky, paran=n,y algin k>0
X, = . ,
—o© st x,< —ky, paranz=n,y algin k>0

La demostracion queda como ejercicio.
2. Sean (x,) e (y,) dos sucesiones definidas por

x" = apnp + ap_ln"~l + cee S ao,

VYo = bqnq + bq-ln"_l + -+ bo,
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donde p y q son enteros no negativos, a, #0, b, # 0 e y, + 0 para n > 1.

(a
Bﬂ si p=gq
q
. 0 si p<g
lim = ={ . a,
Va - s p>qy-=2>0
bq
. : a
[ -0 si p>qy-£<0
L b,
(a) “rSup()ngase que p = gq.
i a,_, - a
Lo ettty
lim = = lim " = lim —— p
Vn 3 i i‘l 0
i hYTTE
Por tanto,
X, a
lim—= = -2
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(b) Supodngase que p < gq.
Sea x, =n? + x, para n = 1,
X, X, N

Vn Vn Yn

Por el inciso anterior,

im=" = —
yn by

Por consiguiente,

;. %Xn
lim— =0
Va

(c) Ahora, supongase que p>gq. Sea r=p—gq. Asi, r>0y

a,_ a

_ a, + pn';l_-tyf~-:-+jn,—§
lim— = limn’ bl — 3
I b, + -l 32
nt

limn" = oo, en tanto que el limite del cociente es igual a a,/b,
Las dos ultimas afirmaciones se siguen, entonces, de la proposiciéon 8.9.

EJEMPLOS
. 3w —nt+5n—1- 3
1. lim = 2
2" +n®—n*+3n*+6 2
3¢ n2—20n+1
2 fmPrEr m Wl
n* +1

n4

3. lim———— = ¢
n -2

Xn+1

3. Sea (x,) una sucesion de términos positivos. Supdngase que lim = a.

(a) Si a <1, entonces (x,) es una sucesion nula.
(b) Si o> 1, entonces (x,) diverge a oo.
() Si a = 1, este criterio no da informacion sobre la convergencia de

la sucesion (x,).

Demostracién (a) Existe un numero real b tal que 0 < o < b < 1. Sea

r o Xntt : \
¢=b — a Como lim—"— = q, existe un nimero natural N tal que
x’l
Xn+1
a—b< —a<b—a para nz=N

Xn
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En particular,

<b para n=N
Xp o
Asi,
0 < xy4q < bxy
0 < xysp <bxyey < b?xy
En general,
O0<x,<ch® para n=N,
donde
]
c= o

Por ser |b} < 1, se infiere que lim cb” = 0 y, por tanto,
limx,=0
(b) Sea y,=1/x, para n > 1.

1
Hm2t =2 <1
Vn

281

El primer inciso muestra que lim y, = 0. De la proposicion 8.8 se sigue enton-

ces nuestra afirmacion.
(€) Sea (x,) = (n) e (ya) = (1/n).

X
lim X"t = h'my'f“ =1

Xy Vi

y (x,) diverge, en tanto que (y,) converge.

Asi, la condicién o = 1 no implica la convergencia ni la divergencia de la

sucesion (x,).

EJEMPLOS

) es nula si x > 0.

< n
(1 + x)*

2”
2. (—) diverge a oo.

n
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4. Sea (x,) una sucesién creciente. (x,) converge si, y solo si, estd acotada
superiormente. Mas aun, en este caso,

lim x, = sup {x,|n > 1}

Demostracion Supdngase que (x,) converge. Se tiene entonces que es
una sucesion acotada (Teorema 8.1) y, en especial, acotada superiormente,
A la inversa, supbéngase que (x,) esta acotada superiormente. En este caso,
existe el supremo del conjunto S = {x,|n > 1}; que se denotard por a.
Sea ¢ > 0, o — £ no es cota superior del conjunto S.{(Recuérdese: el supre-
mo es la minima cota superior del conjunto.) Por tanto, existe un término xy
tal que

o — &< Xy
Como la sucesién (x,) es creciente, se tiene
a—e<x,<a para n=N
De donde
X, —¢| =0 —x,<& para n=N
Queda asi demostrado que
limx, = a

El criterio siguiente puede probarse en forma analoga.

5. Una sucesién (x,) decreciente converge si, y s6lo si, estd acotada inferior-
mente. En este caso,

lim x, = inf{x, |n > 1}

6. Sea (x,) una sucesién mondtona,

i oo si (x,) es creciente y no acotada superiormente.
1m X, = . . . .
" —o0 si (x,) es decreciente y no acotada inferiormente.

Aunque los criterios 4 y 5 s6lo nos garantizan la existencia del limite, en
ocasiones es posible determinar éste como se ilustra en los ejemplos siguientes:

1. Sea x;,=1yx,=/1+x,.4 si nx=2

Mediante induccién puede probarse con facilidad que (x,) es creciente y esta
acotada superiormente, por 2. Asi, el limite de (x,) y cualquiera de sus sucesio-
nes existe y es el mismo real o.

En particular, (x,)i2, y (x,)i%, convergen a o y, dado que

X, =(1 +x,-)"% si nx=2

se tiene que a = (1 + o)/
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- Asi,

ML VAR LLIVES

B

Cro o = —
P 2

no puede ser el limite, pues la sucesién es de términos

positivos. De donde

a_1+\/§
2
2. Sean x;, =2y x,=.2x,_, =1 si n>=2.

De nuevo, por induccién, es ficil demostrar que (x,) es decreciente y esta
acotada inferiormente por 1. Al proceder como antes, se concluye que el limite
o debe satisfacer la ecuacién o = /2o — 1. Por tanto, a = 1.

En la seccion siguiente se describe un criterio importante para la conver-
gencia de sucesiones.

SUCESIONES DE CAUCHY

Supdngase que (x,) es una sucesion que converge a un nimero real a. Es decir,

los elementos x, se aproximan a x, cuando n es grande. Asi, los términos de la

sucesiOn se encuentran proximos entre si cuando tienen indices grandes.

.~ Cuando los términos de una sucesion se comportan como se describe en la

parte segunda del pdrrafo anterior, se dice que la sucesion es de Cauchy.
Formalmente se tiene la definicion siguiente:

DEFINICION 8.13 Sea (x,) una sucesién. Se dice que (x,) es de
Cauchy si para cada ¢ > 0 existe un nimero natural N tal que

[Xy — Xxul <& si nm=N

EJEMPLOS
Las sucesiones siguientes son de Cauchy:
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En tanto que éstas no lo son:

4. (logn).
5. ((=1)).
6. (tann).

Prueba de 1, 2 y 3.
Sea ¢ > 0. Existe un nimero natural N tal que N > 2/e. Si n,m > N,

entonces:

( 1 I‘S 1 + 1’< 2 <

. — == -~ _\.—_ 8-
n m n m| N

) 1 1<1 1<2

g i I g | N L
2n - 2m 2in — m| R B )

3. - < — < : ~<=<g
n+1l m+ly fn+Dm+D @+ Dm+1y N -

n si n=zm
m si m>=n.

donde r = {

Prueba de 4, 5 y 6.

Sea ¢ =1 y N un numero natural. Entonces,

4. [log3N —logN| =1log3 > 1.

5. (=D — (=) =2>1.

6. Sean > Ny tal que entre n'y n + 1 no existe ningin nimero real de la
forma (2p + 1)n/2 con peZ.
[tann — tan(n + 1)] = |sec x|, por el teorema del valor medio, para al-
gun xe(n,n + 1). Asi, tann —tan(n + 1)] > L.

PROPOSICION 8.10 Toda sucesién de Cauchy es acotada.
Demostracion : »
Existe un numero natural N tal que
' Cxa—x4l<1 si nm>=N
En particular,

Xy = xyl<1 si nz=N

Por tanto,

[Xol <1+ 1|xy] si n=N
Si K es un nimero mayor que |x,}, .., [Xy-;| y 1 + |x], entonces |x,| < K para
todo n.

PROPOSICION 8.11 Sea (x,) una sucesion de Cauchy. Si () es una
subsucesion de (x,) € (y,) converge a a, entonces (x,) converge a a.
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Demostracion
Sea ¢ > 0. Existen dos nimeros naturales N, y K tales que

e —al<ef2 si kzK
y también, .
I, — x| < &/2 si n,m=z=N,

Sea N un numero natural mas grande que N, y K. Para todo n, se tiene que

o — o < 1%y = yul + lyw — @l < |x, — yul + £2,

y como

concluimos que

&
X —al<2+5 si n>=N

Como resultado principal de esta seccién se tiene el teorema siguiente: -

TEOREMA 8.5 Una sucesion converge si, y sélo si, es de Cauchy.

Una de las afirmaciones contenidas en el teorema fue la elegida para
introducir el concepto de sucesién de Cauchy y sera la que se probara primero.
Supdngase que la sucesion (x,) converge al mimero real . Sea ¢ > 0. Existe
un nimero natural N tal que |x, — af < &/2 si n > N.
Si n,m = N, entonces
|xn_xm|<|xn—a‘+|xm_a|<8

Por tanto, (x,) es de Cauchy.
Para concluir la demostracion del teorema, bastara, de acuerdo a la propo-
sicion 8.11, que se pruebe la proposicién siguiente:

PROPOSICION 8.12 Si (x,) es de Cauchy, entonces (x,) tiene una sub-
sucesion convergente. -

Para ello se acepta, sin demostracion, que toda sucesion tiene una subsuce-
sion creciente o una decreciente. A partir de esta propiedad y los criterios 4 y 5
enunciados en la seccién anterior, se infiere el teorema siguiente:

TEOREMA 8.6 Toda sucesion acotada tiene una subsucesiéon ¢onver-
gente. - : ‘

La proposicion 8.12 es consecuencia inmediata de la proposmon 810y del
teorema anterior.
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DEMOSTRACION DE DOS TEOREMAS
SOBRE FUNCIONES CONTINUAS

En esta seccion se demostraran el teorema del valor intermedio, estudiado en el
capitulo 3 sobre continuidad, y uno de los teoremas centrales referido a coémo
dibujar graficas. Con este objeto se establecen las proposiciones siguientes:

PROPOSICION 8.13 Sea (z,) una sucesién que converge al nimero
real o Si z, < ¢ para todo n = 1, entonces a < c.

Demostracion
Supdngase que a > c; entonces,

a+c
2

>C

Sea ¢ = (@ — c)f2. Como limz, = a, se sigue que existe N natural tal que
|z, — | < & si n = N. En particular, |a — zy| < & Asi,
—e<a—zy<eg
De donde
o+c a—c

c< =q - = < zy;
2 2 ’

lo cual contradice la hipdtesis: z, < ¢ para todo n > 1. *

PROPOSICION 8.14 Sea [a,b] un intervalo cerrado. Si (x,) es una
sucesion de puntos en [a, b], entonces (x,) tiene una subsucesién que converge
a un punto de [a,b].

Demostracion o ‘
(x,) tiene una subsucesién monétona (y,) de acuerdo a lo sefialado después de
la proposicion 8.12. Como cada y, pertenece a [a, b], 1a sucesion (y,) es acotada
y tiene por cotas superior e inferior a a y a b, respectivamente. Por tanto,
limy, = a, donde a < a < b.

PROPOSICION 8.15 -Si a es el supremo o el infimo de un subconjun-
to A de R, entonces existe una sucesion (x,) de puntos en A4, que converge a a.

Demostracion ‘
Supdngase que a = sup A. Para cada ne N, a« — 1/n < a. Por las propiedades
caracteristicas del supremo, expresadas ya en el capitulo sobre numeros reales,
se tiene que para cada ne N, existe x,€ A tal que a — 1/n < x, < a. Por tanto,
la sucesion (x,) converge a a por la proposicion 8.4.
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TEOREMA DEL VALOR INTERMEDIO‘ Sea f:[a,b] - R conti-
nua. Si f(a) < ¢ < f(b), entonces existe x,€&(a, b) tal que f(x,) = c.

Demostracion -
Sean ¢, = c — f(a) y & = f(b) — c. Por la continuidad de f, existen 5, > 0 y
d, > 0 tales que

If(x) —f@) <& si |x—al<d;yxelab]
y también,
If(x) —fB) <e; si |x—b <6,y xelab]

De donde
fxy<f@+c—fla si |x—a<d; yxela,b]

JO) —(fB) - <f(x) si |x—b <6,y xe[ab]
Es decir,

fx)<c si xela,a+d)
y también, »
fx)>c si xe(b—6,0b]

Considérese el conjunto 4 = {xe[a,b]| f(x) < c}. _

Es obvio que ae A y A4 esta acotado superiormente por b. Mas atn, por lo
anterior, a + 6,/2€ A 'y b — 6,/2 es una cota superior de A. Por consiguiente,
si xo = sup A, entonces a < x, < b.

De la definicion de x,, se sigue que si ye(xo,b), entonces f(y) > c.

En vista de la proposicién anterior existe una sucesion (x,) de puntos en A
y otra (y,) de puntos en (x,, b) tales que lim x, = lim y, = x,. Por la continui-
dad de f, se concluye que limf(x,) = limf(y,) = f(x,). Por otra parte, a partir
de que f(x,) < c < f(y,) para todo n > 1, y al aplicar la proposicién 8.13, se
obtiene

f(xo) < ¢ < f(xo)

Es decir, f(x,) = ¢, donde a < x4, < b.

En la seccion «Como dibujar graficas», se enuncié el teorema siguiente: Si
f:[a,b] - R es continua, entonces f alcanza su valor maximo y su valor
minimo en este intervalo. ,

Para su demostracion se utilizara el lema siguiente:

LEMA 8.1 Sea f:[a, b] —» R continua: f([a, b])-es un conjunto acotado.

Demostracion
Supéngase que f([a,b]) no es acotado. Para cada ne N existe x,€[a,b] tal
que |f(x,) > n.
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Por la proposicion 8.14, la sucesion (x,) tiene una subsucesion (x,) que
converge a un punto a de [a,b].

Asi,

|f(x,)] m >k para keN
y también,
' lim | f(x, )| = | f(a)l

k— o0
Por tanto, |f(a)] > k para todo numero natural k, lo cual es imposible, pues
flweR ~

Demostracion del teorema
En vista del lema anterior, se tiene que f([a,b]) es acotado.
Sea m = inf f([a, b]) y M = sup f([a, b]). Por la proposicion 8.15 existen dos
sucesiones (y,) y (x,) de puntos en [a, b] tales que

limf(y)) =m 'y limf(x,)=M )

Por otra parte, por la proposicion 8.14, (y,) y (x,) tienen subsucesiones (y, )
y (x.,) que convergen a puntos del intervalo [a,b].
f =limx, . Del teorema 8.3 se sigue que

f@=1limf(y,) vy f(B)=Ilmf(x,)

Finalmente, como (f(y,)) ¥ (f(x,)) son subsucesiones de (f(y,) ¥y (f(x4),
respectivamente, se concluye que

fl=m 'y fB)=M

Mediante este teorema y el teorema del valor intermedio, es posible probar
la proposicion siguiente:

PROPOSICION 8.16 Si f:[a,b] > R es continua, entonces imf =
= [m, M], donde m = min f y M = max f, respectivamente.

Demostracion
Es claro que

m<f(x) <M para todo x en [a,b];
es decir,
im f < [m, M]

Por otro lado, si m < x < M, entonces se infiere del teorema del valor
intermedio que existe ce[a, b] tal que

fle) = x,
por lo que

[m, M] <im f
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SERIES, DEFINICIONES Y NOTACIONES

Sea (x,) una sucesion de nimeros reales. A la suma
x1 +x2+-‘-+x,,

la denotamos por

DEFINICION 8.14 Dada una sucesion (x,) de nimeros reales, se de-
fine una sucesion (s,) de la manera siguiente:

='§1x

La sucesion (s,) asi construida se denomina serie generada por la sucesion
(xn) v se denota por

ke
Y x, obien Y x,
m=1

Los elementos x,, se denominan términos. dela serie y los elementos s,,
sumas parciales de la serie.

EJEMPLOS LT
Por : ' -

se denota a las sucesiones cuyos primeros cuatro términos son, respectiva-
mente:

1 3 11 50
2 6 24
, 3, 6 10
logl logl log2 logl log2 log3 logl log2 log3 log4

272 37 2 3 4 7 2 3 4 5
Es decir, las series son sucesiones obtenidas a partir de otras, a través del
procedimiento indicado antes. La nueva notacion ) x,, para ellas se introduce
para recordar dicho procedimiento.
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Dada una sucesion (x,) es posible encontrar una serie ) y, tal que su
n-ésima suma parcial coincida con el n-ésimo término de la sucesion. En efecto,
definase

Y1 =Xy € Vm = Xm — Xm-1 para m>2

En este caso,

S, = 2 Ym = X1 +(x2_x1)+(x3 _x2)+"'+(xn_xn—1)=xn
m=1

OPERACIONES CON SERIES

Sean Y X, y ) ynm dos series y ¢ un nimero real. Con Y x,, ¥ D Ym S€
representan las sucesiones de sumas parciales (s,) y (t,), respectivamente. Al
aplicar las reglas para sumar sucesiones y multiplicarlas por un numero real, se
obtiene:

Y Xt Y Vm =2 (X + V)
CY Xy = CXppy
0 sea, ¥ X, + Y, Vn €8 igual a la seric generada por la sucesién
(1 + yi, X2 + y3, %3 + ¥3, ),
en tanto que c) x, es igual a la serie generada por
(cx4, €x5, €X3, ..)

Para nuestros propositos, bastara contar con estas dos operaciones.

SUBSERIES Y REARREGLOS DE UNA SERIE

Subseries

La definicién de subserie que aqui se da difiere de la que resultaria de aplicar la
definicion de subsucesion a la sucesion de sumas parciales de la serie que, en
cierto modo, seria lo mas natural. Sin embargo, la que se presenta resulta mas util
y recuerda el proceso indicado para obtener una subsucesion.
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DEFINICION 8.15 Sea (y,) una subsucesion de (x,); la serie Y v
generada por (y,) se llama una subserie de Z X,. Es decir, una subserie se
obtiene al suprimir en la serie un numero finito o infinito de términos, con
la condicion de que el numero de elementos no suprimidos sea infinito.

EJEMPLOS
> 1 1 1 . 1
1. ) -5 es una subseric de ) -, ya que (—2> es una subsucesion de (—)
k=1k n=1 k n

2. Y log(8 + k) es una subserie de ) logn, ya que (log(k + 8)) es una sub-
k=1 n=1
sucesion de (log n).
En este dltimo ejemplo, donde la subserie se obtiene al suprimir los prime-
ros ocho términos de la serie, se ha convenido, igual que para las sucesiones,
en denotar a la subserie por

PO
Y logm
m=9
En general, la serie generada por la subsucesion (x,);-,, se denota por
0
2 Xm
V]

Rearreglos

Sea (m,) una sucesiéon de numeros naturales en la que cada nimero natural
aparece una y solo una vez. Se dice que (m,) es un rearreglo de la sucesién (n).
Por ejemplo:

(2,1,4,3,6,5,..) es un rearreglo de (n)
A diferencia de las subsucesiones para obtener un rearreglo, si podemos

cambiar el orden de los elementos en la sucesion, pero no podemos suprimir
ninguno. Esta idea puede generalizarse para cualquier sucesion.

DEFINICION 8.16 Sea (x,) una sucesién y (m,) un rearreglo de (n). Si
) = (xp)» se dice, entonces, que (y,) es un rearreglo de (x,). Por ejemplo,

(X2, X45 X 45 X35 X6 X5, -..) €S un rearreglo de (x,)
4

Noétese que si (y,) es un rearreglo de (x,), entonces (x,) es un rearreglo de

(vw-

DEFINICION 817 Sea (y,) un rearreglo de (x,). La serie Y.y, es
llamada un rearreglo de ) x,
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Aqui también se observa que si ) y, es un rearreglo de la serie Y x,,
entonces esta serie es un rearreglo de la primera.

CONVERGENCIA DE SERIES

Series convergentes

Resulta natural decir que Zx,,, converge a o si la sucesion de sus sumas
parciales tiene por limite a «. Es decir: o

iy

: DEFINICION 8.18 Una serie ¥ x,, converge a un real o si para ‘cada
&> 0 existe un ntimero natural N tal que

n
2 Xm
m=1

o —al<e para nz=N
‘q& . By -
MR R 4

En este caso se escribe ¥ x,, = a, y se dice que Y x,, es una seric convergente
que tiene por limite a a, o bien que la suma de la ) x,, es a

Series divergentes

Toda serie que no es convergente se llama dwergente Entre éstas se encuentran;
las que dxvergen aroo 0 = 00! :

! " 7"}_;‘;»3

s

DEFINICION 8.19 Zx dwerge a oo si para cada nimero real M >0
existe un numero natural N tal que

Y Xuy>M para n=N_
m=1 ’

ISR rt . v S exiol o iriew
i3 s oy b i e O i i SSH] XS dab e

En_este.caso se.escribe ¥ x,, = 0. -, .. o,

e e Iy

DEFINICION 820 Zx dwerge a— oo si para cddr nimero ‘real
M > 0 existe un numero natural N tal que

Y xu<—-M para n=N
‘m=1 N N )

_ " N e " Eria ERA N SR B | .
b - S ST R P rac PR e "

En este caso se escribe Y x, = —co.
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EJEMPLOS
1. Zx”"‘=1 1 si 0<x<l.
- x
(—1y*!

es convergente y su limiie es positivo.

w
™
¥
3
]
-8
.
)
A\

I
3
i
8

Demostracién 1. Sea s, la n-ésima suma parcial de la serie. Asi,

Se=1 4+ x4 x2 40 x"

y también, L
XSy =%+ x>+ + x"
De donde, ' o 1 —x
(1 —x)s, =1—x" es decir, s,=
R T
Por tanto, S
lims, = N ,

- X

ya que lim x" = 0, por ser |x| < 1.
2. Se probara mas adelante.
3. Sea s, la n-ésima suma parcial de la serie.

s, zn para n=1

Como (n) diverge a o, se sigue, del primer criterio para la convergencia o
divergencia de sucesiones, que

Yxml=o0
4. Sea s, la n-ésima suma parcial de la serie. Para n > 1 se tiene

1
a, < -,

n

dondé a, es el area de A, (Fig. 8.6).
Por otra parte,
a, =log(n + 1) —logn
De donde
(log2 —log 1) + (log3 —log2) + --- +
+(log(n+1)—logny<1+12+.-+1n=s,
o sea,
log(n + 1) <s, para n>1

Pero limlog(n + 1) = c. Por consiguiente,

1
Z;=°°
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{n, 1/n)

Figura 8.6

ALGUNOS RESULTADOS RELATIVOS
A LAS SERIES CONVERGENTES

La proposicion siguiente es consecuencia inmediata del teorema 8.1.

PROPOSICION 8.17 Si una serie converge, entonces la sucesion de
sus sumas parciales es acotada.

-

TEOREMA 8.7 Si Zx,,, es convergente, entonces la sucesion de sus
términos es nula.

, [RSToN HE
Demostracion

Para n > 1 sea s, la n-ésima suma parcial de ) x,

Xy =8y, — Ss—qy para nz=2
Por tanto,

lim x, = lims, — lims,_, =0

El inverso del teorema no es valido, como puede observarse en el ejemplo 4 de
la seccion anterior.
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TEOREMA 88 Si Y x,,=a, Y y, =8y c es niimero real, entonces,
D Yxp+Yyu=a+p

2) ¢) xn=ca

LTINS g

La demostracion se sigue del teorema 8.2. : L

PROPOSICION 818 Y x,, converge si, y sélo si, para algin ny =1

m=1
o

la subserie ) x,, converge. Mas ain, en cualquiera de los dos casos se tiene

m=n
° no—1
a= Y x,+ 8
n=1
.0 KN
Donde a y § son los limites de Y x, y Y x,, respectivamente. -
T . ‘m=1 m:,.o i ’ . - RS
‘ i YERRL R 0 e B g weed
Demostracion ey
v ! it .

Sean (s,) y (,) las sucesiones de sumas parciales de Y Xmy Y x,, respectiva

m=1 m=n,
mente. Es claro que
no—1
su+no = Z xm + tn+1 para n ? 1
m=1

Por tanto, (s,) converge si, y sélo si, (z,) converge.

ALGUNOS RESULTADOS RELATIVOS A LAS SERIES
DE TERMINOS NO NEGATIVOS

En esta seccion, )’ x,, denotara una seric de términos no negativos. Sea (s,) la
sucesion de sumas parciales de ) x,,. Dicha sucesion es creciente, ya que

Sa+1 =Sy + Xy Y Xx,20 para n>=1

A partir del criterio 4 para la convergencia de sucesiones se tiene la
proposicion siguiente:

PROPOSICION 8.19 Zx,,, converge si, y solo si, la sucesion de sus
sumas parciales esta acotada superiormente. Y, en este caso, el limite de la serie
es igual a

sup{i X |1 > 1}

m=1
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n
En especial, si ') x, = a, entonces Y x, < o para n > 1.

m=1

PROPOSICION 820 Sea Yy, un rearreglo de Y x,. Si ) x, = a,
entonces Y.y, = .

Demostracion
Supdngase Y x,, = o, y sea n un numero natural. Elijase un natural N tal que
.cada uno de los elementos y,, y,, .., ¥, coincida con alguno de los elementos
X1, X2, .y Xy. O€ tiene, entonces,

=

N
<Y x
1 m=1
por lo que la sucesion de sumas parciales de Yy, estd acotada superiormente
y « es una de sus cotas superiores. Por tanto, ) y, converge, y si f es su limite,
entonces § < a. Pero, como 2 X, €s también un rearreglo de Z Vm> S€ sigue de
la misma manera que « < f§; de donde a = .

TEOREMA 89 Y x,, converge si, y solo si, todas sus subseries convergen.

La demostracion se hace de manera semejante a la de la proposicion
anterior.

SERIES ALTERNANTES

DEFINICION 8.21 Una serie de la forma
xl—‘x'2+x3—x4+- —Z( "+,

donde cada x, > 0, se dice que es una serie alternante.

EJEMPLOS
1 1.1 1
_1n+1_ 1___1 -
L= 23 4+
2" 4 8 16
2. Wyl =24 —
Z( y n? 4 9 10



SERIES ALTERNANTES 297

TEOREMA 8.10 (Criterio de Leibniz) Sea Y (—1)*'x, una serie al-
ternante. Si (x,) es una sucesion estrictamente decreciente que converge a cero,
entonces ) (—1)y"*!x, es convergente y su limite es positivo.

o

Demostracion T :
Sea (s,) la sucesion de las sumas parciales de la serie. Por la proposicion 8.6,
para demostrar que (s,) converge, basta probar que las subsucesiones

(S22) Y (530-1)
convergen y tienen el mismo limite.
San = Xy — X3 + X3 — Xg+ 0+ Xgpoy = Xpp =
o= —xg) (X3 — Xe) F o+ (X — Xa)

Dado que la sucesion es estrictamente decreciente, cada uno de !os nimeros en
los paréntesis es positivo. Asi,

5, >0 para n>=1
Por otra parte,
52" = xl - (x2 - X3) I (x2n—2 - xi‘n—l) - x2'l

En este caso, cada uno de los nimeros en los paréntesis es positivo, al igual
que x,, Se tiene, entonces, que )

Syn<Xx; para n=1
Ademas, es claro que
S2m+1y > San

Es decir, (s,,) es una sucesion creciente acotada superiormente; por tanto, es
convergente. Y como los términos de 14 sucesion-som-positivos, se tiene

h’m Sap = (1 > 0

Por ultimo,
Sin-1 = Sp — X3, para n2=1

Puesto que lim x,, = 0, se concluye que

lim Sop—1 = &

: vi Sy dhers dlorano.

De donde ) (—1"*!x, = a
De este teorema resulta, como se habia anticipado, que la serie

_ +1
. Ze(———lzgeqam

€s convergente y su limite es positivo.



298 SUCESIONES Y SERIES

SERIES ABSOLUTAMENTE CONVERGENTES

i

DEFINICION 8.22 Una serie ) x, es absolutamente convergente si
Y Ix,| es convergente.

A partir de los resultados sobre las series de términos no negativos, se
tienen las proposiciones siguientes:

PROPOSICION 821 Una serie es absolutamente convergente si, y
solo si, cada rearreglo es absolutamente convergente.

PROPOSICION 8.22 Una serie es absolutamente convergente si, y
solo si, cada una de sus subseries es absolutamente convergente.

TEOREMA 8.11 Si una serie es absolutamentc' ’convergente, entonces
es convergente.

El inverso del teorema no es valido, como puede verse de los ejemplos 2 y 4

de la pagina 293.
Demostracion

Sea ) x, una seric absolutamente convergente. Dendtese por (s,) y (z,) las
sucesiones de sumas parciales de ) x, y Y |x,l, respectivamente. Para demos-
trar que converge, basta probar que (s,) es de Cauchy.

Sea ¢ > 0. La sucesion (t,) es de Cauchy, pues es convergente. Por tanto,
existe un numero natural N tal que

lta —tul <& st nm=N

Sean n,m > N. Supdngase que n > m, entonces

P

i=m+1

< Z Ixil =1, —lp
i=m+1

Isn — Sml =

Si m > n, entonces
lsn - sml < tm =1,
Asi,
ISe —Smj <€ si nm>=N

CRITERIOS SOBRE LA CONVERGENCIA DE LAS SERIES

1. Criterio de comparacion
(a) De primera especie.
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1) Si} x, converge e |y.| < x,, para m > n,, entonces ¥ y,, es absolu-
tamente convergente.
2) Si ) x, diverge e y, > [x,| para m > n,, entonces Y y, diverge
a oo,
(b) De la segunda especie.
Sea ) x, una serie de términos positivos.
3) Si Zx,,, converge € [y,,,l/x,,, <M para m=ny y alguna M > 0,
entonces Y y,, es absolutamente convergente.
4) Si ) x,, diverge € y,/x,, > M para m > n, y alguna M > 0, enton-
ceszz Y. diverge.

Demostracion
1) Existe K > 0 tal que Z Xm < K para n 2 n, Por tanto,
m= "o
n n,—1
2 1yml < Y lyml+ K para n>1
m=1 m=1
La afirmacion se sigue entonces de la proposicién 8.19.
2) La demostracién se sigue de 1), la proposicion 8.19 y el criterio 6
para sucesiones.
Las demostraciones de 3) y 4) se siguen de la parte (a).
A partir de este criterio, se obtiene el siguiente:

2. Sea ) x,, una serie de términos positivos y Y y,, una de términos distintos de
cero:

1) Si ) x, converge ¥ |yms /1Vml < Xps1/%m para m > n,, entonces ) y,,
es absolutamente convergente.

2) Si ) x, diverge € y,i1/Vm = Xms1/Xn para m > n,, entonces Y Y di-
verge a +oo.

Demostracion
1) Por hipotesis se tiene:
U’-.,ﬂl < xno+l
~
(] Xno
|.V..,+ 2| xn0+2

|Yn.,+ 1' Xno+1

yal <
IYn—1| Xn—1

Al multiplicar miembro a miembro, se obtiene:

con n = ng

[Vul <X

~
[Yad — Xn,
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Es decir,

I
IﬁSM para n = ny,

Xn

donde M = |y,,o|/x,,0, y la afirmacion se sigue del criterio de comparacion de

segunda especie.

La afirmacién del inciso 2) se sigue del 1), la proposicion 8.19 y el criterio 6
para sucesiones.

3. Criterio de la razén o de D’Alembert:
Sea Y x, una seric de términos distintos de cero. Supongase que
lim [X, 4 1|/ 1Xm| = 2.
1) Si a< 1, entonces Y x, es absolutamente convergente.
2) Si a> 1, entonces ), x, es divergente.

b

2)

Demostracion
Al seguir la demostracién del criterio 3 para la convergencia de sucesio-
nes, se tiene que existe un real 0 < b < 1 tal que

X

Ix, < E%b" para n>N
Como 0 < b < 1, ) b" converge, por lo que el criterio de comparacion
de la segunda especie dice que ). x, es absolutamente convergente.
En este caso, el criterio 3 para la convergencia de sucesiones dice que
(|x,l) diverge a 0. Por tanto, la afirmacion se sigue del teorema 8.7.

El criterio anterior no da informacién cuando « = 1. Por ejemplo, para las

series Y.

1 -1 n+1 . .
— E(——)——, se tiene a = 1 y, mientras la primera diverge, la segunda
n < tn .

converge.

4. Criterio de la raiz o de Cauchy
Sea ) x, una seric y supéngase que lim J/|x,| = a.

1)
2)

1)

Si « <1, entonces ) x,, es absolutamente convergente.
Si « > 1, entonces ), x,, diverge.

Demostracion

En forma similar a como se procedio en el tercero de los criterios para su-
cesiones, puede probarse que existe un nimero real0 < a < b < 1y uno
natural N tales que

xel <b para m2=N

|xul < b™ para m2=N

Por tanto,

Como Y b™ es convergente, se sigue del criterio de comparacion de
primera especie que ). x, es absolutamente convergente.
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2) En forma analoga puede probarse que existen un numero real a > 1y
un natural N tales que

a< x, para m=N
Por tanto,
l1<ix, para m2=N

y la sucesién (x,) no es nula. Asi, Y x, diverge.

5. Criterio de Raabe
Sea ) x, una seriec de términos distintos de cero. Supongase que

, © o bxmadl
limm{l ——]=a
Xl /
1) Si a> 1, entonces la serie ) x,, es absolutamente convergente.

2) Si a <1, entonces la serie ) |x,| es divergente.,

Demostracion
1) Sean a y b dos nimeros reales tales que 1 <a< a<b. Existe un
numero natural ‘N tal que

a<m<1_|_x|_"_'iil)‘<b para m>=N

De donde ,
mlxm+1| < mlxml - alxml = (m - l)lxml - (a - l)lxm| para m > N
Como 0 <a — 1, se tiene
mix, .+, <(m—1)x, para m2=2N

Es decir, la sucesion (m — D)|x,))Z=x+; €s decreciente y, debido a que estd
acotada inferiormente (sus términos son positivos), es una sucesion’ convergen-
te. Y asi también lo es (m — 1)|x,,))& = , (Ejercicio 8.7). La sucesion (z,) se define
mediante la férmula

= (n — Dix,l — nlxp+,l
Sea s, la n-ésima suma parcial de ) z,
—1%a] + xal = 23] + -+ + (1 — Dixy| — nlxge gl = —nlxpel

Por tanto, como existe el limite de (n|x,, ,]), existe el de la sucesion (s,). Por
otra parte,

2.
|x,,,|<a ""1 para m>= N

Del criterio de comparacion de segunda especie, se sigue que ). |x,,| converge.
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2) Sean a y b nimeros reales tales que a < o < b < 1. Existe un numero
natural N tal que

m|x,| — m|x,, +4 < blx,] para m =N,
o sea,
(m — 1)|x,| < m|x,+1] para m=N
Asi, 1a sucesion ((m — 1)|x,|)w-y es creciente y, en particular,

(m = 1ixa) > (N — Dlxyl > [xy] para m>N+1

K0
Como Y 1 diverge, se tiene que ) |x,| también diverge.

m Zm_

SERIES EN FORMA TELESCOPICA

La propiedad telescOpica para las sumas establece que

n
Z (Xk = X4 1) = X1 = Xps1»
k=1

donde neN y x,,.., x,+, son nimeros reales. A partir de esta propiedad, si
para una serie ) y, es posible encontrar una sucesion (x,) tal que y, = x; —
— X, +1 para todo k > 1, entonces s, = x; — Xx,., donde s, es la n-ésima suma
parcial de ) y,. Por otra parte, dada una serie ) y, siempre es posible encon-
trar una de tales sucesiones (x,;) (por ejemplo, 0, —s,, —s,, ...); de hecho, existe
una infinidad de sucesiones con la propiedad descrita. En ocasiones, al elegir en
forma adecuada una de ellas, puede llegarse a determinar la divergencia o
convergencia de la serie ) y,, € inclusive, en el segundo de los casos su suma.
Por ejemplo, considérese la serie

1
2 DEn T
Si se define x, = 1/2(2k — 1) para cada k > 1, entonces
1
Ve = (ZT——I_)(Z_k+_1) = Xg — Xg+1
Por tanto, |
i 1 1 1
k;)’k=§—m y ZYk=§

En general, puede establecerse la proposicion siguiente:
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PROPOSICION 8.23 Sean (x;) e (y,) dos sucesiones tales que para

algin numero natural n, se satisface y, = x;, — x,,, si k > n,. Entonces, la
PO
serie ). y, converge si, y solo si, la sucesién (x,) converge. En cualquiera de
k=n
los dos casos,

donde « = limx,. l

La demostracion es inmediata a partir de la igualdad
n
Z yk=x,,o—x,,+1 Sl n>no
=n

EJEMPLOS
1

n(n + 1)’
Al hacer x,I = 1/n, se tiene y, = x, — Xp4 1.

Asi, Z

1. Sea y, =

n(n+1)
Jn+1—/n
N TR

. 1 o
Si x, = T, entonces y, = X, — X,+1, para todo n > 1. Asi, ¥ y, = 1.
n

n=1

2. Sea y, =

. 1
3. Sea y,,='12 1sin>2.

ERYAR! 1
Si se elige x, = —( + ) para todo n > 2, se tiene que y, = x, —
2\n-1 n

3
—Xpey Sin=2y Zy..—z-

n=2

EJERCICIOS

8.1 Escribanse los primeros cuatro términos de las sucesiones siguientes:

3
a) (8n+1) b) (3n,"+v2> ) __)
\ T,
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Efectuénse las operaciones siguientes:
1 @n +n+1y ( 1. )
— b) ————" . — )+ (3n + 2
3 <n>(") ) @D 9 gy Tert

83

84

85

8.6

8.7

8.8
89

Determinese en los casos siguientes, si (y,) es una subsucesion de (x,).
a) () = (), (x,) = (n)
b) () = (k*), (x») = (n?)
o) ()= (K, (x,) = (2n)

Determinese cuales de las sucesiones siguientes son mondtonas y si estan acotadas
superior o inferiormente.

3
a) Bn+1) b) (5":3) <, ( f) d) (senn) e (gn;)
: n

, 1 1 1
Demuéstrese que n(log<1+n>>—log<l+n+ 1) es menor que log<1+;—_'—_~l) para

n=1. [Sugerencia: Usese la interpretacion geométrica de logaritmo.]

n
Pruébese que la sucesion (a + —) es estrictamente creciente.
. n

Pruébese que una sucesién (x,) converge a « si, y sélo si, existe un niimero
natural n, tal que (x,).2,, converge a o.

Pruébese la proposicién 8.20.

Pruébese que el limite L de cada una de las sucesiones siguientes es el
que se indica.

1 : 1
a) (—p),P>0;L=0 b) (n(n-: )cosz+senf>;L=1
n n n n

) —;'i—-—);L: d (\/n([n+a)—n);L=—
(,/n +n ‘

N 0 sidx| <1

& (B"+, b2c>0L=b D (”"‘"’L‘{oo i x| > 1
a ey

2 <loiﬂn),d,ﬁ>0;L=0 h) (n ),aﬁ>0L o

810 Calculese el limite, si existe, de cada una de las sucesiones siguientes (puede

ser + o0):

R I ¢
a) lim e — ) b) lim/n*+1 —n
""°°<\/n2+l \/n +2 ,’/"24—". n—»o"
d) lim—

O |

<)




8.11

8.12
8.13

8.14

8.15

8.16
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1 +(-1)" L

e) Hm—i_gﬁt_) f) lim \/—

n- o n nra n

, 1324 n—ln+‘1’)

ll' I Ty Ty Ty T weey e L
g) ,.-.ril) (xn) 81 (xn) (2’ 2’ 3’ 3’ 4 n ’ n

. (2t +3n+5 o P F kY
h) lim ("2 i) lim Yt T VR

n—o n n-'oo,3/n2+1+\5/;1

A partir de la definicion, determinese si las sucesionés siguientes son de Cauchy.
senn
v (5°)
n
b) (x,) donde x,=1+1/2+1/3+ ... + 1/n
[Sugerencia: Tomese en la condicién de Cauchy, n = 2m]

1 .
C) n—p,p>0

Demuéstrense los teoremas 8.8 y 8.9 y la proposicién 8.17.

Demuéstrese que si (x,) es una sucesién de numeros reales no negativos y
a = lim x;", entonces se cumple:

n— o

a) o« <1 implica que (x,) converge a cero.
b) a > 1 implica que (x,) diverge a infinito.
¢) a =1 no se tiene informacioén.

Este es el llamado criterio de la raiz para sucesiones. [Sugerencia: Para probar a),
demuéstrese que existen 0 <M <1y 0 < N tales que 0 < x!'" < M sin > N, y
apliquese el Corolario 8.1.]

Utilizando el ejercicio anterior, determinese la convergencia o divergencia de las
sucesiones siguientes:

2 P
a) ('2'_"> b) (;n"_) (donde ¢ > () <) (:—,) (con p = 0)

Demuéstrese que una serie de términos no negativos converge o bien diverge a
infinito.

Demuéstrese -que:

g S 15 b i,/n+'l——\/;

: 1
1 4:';'__nz+,y, 4
1
d ¥

neol@ + n)a +n +1)

0 315

o 4n

° El nrDnrDm ) |
® 1 1
n X

L@t e intd 2dat])

> log[(1 + 1/ny"(1 + n)] 11 2 2m+1
8 Z - (log 2) h Z

=, logntlog(n + 1p*T 2 o+ 12

1
=—(a>0)
S a
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8.17

8.18

8.19

8.20

8.21

SUCESIONES Y SERIES

Con referencia al apartado f) del ejercicio anterior (con « = 1/3), pruébese que
‘ N SR B 1
1:4.7  4.7-10 7-10-13 T 24

1
Demuéstrese que Z—p diverge si p < 1.
n

1 1
Pruébese que Z—z— y. Z—‘ convergen. Usese el criterio de Raabe. Puede probarse
n n
1
que Z—; converge si p > 1 (véase criterio de la integral en el Cap. siguiente.)
n

Determinese la convergencia o divergencia de las series siguientes:

n

1

8 T b TWr+l—ny o 237;

d) 2(73-:'7)' ¢ Zf‘—\l/);? " f) :—: » _
¥ z%, W Zm;w, ifzﬁ‘ffﬁ
e o h T

m) -2’-5 n) % fi) Z(n:1>,,
o) zloz_n p) Zrlnz— 9 % ’
r)zafﬂp >0 9 T@h-r ) Zi%ﬁm
w 15 ) Taraas . W I

" Z(F%Ty 9 ZRFI%G?ES ) L

Determinese para qué valor de x convergen las series siguientes, que son ejemplos
de las llamadas series de potencias.

x" x" 2x"
a) ZF b) Zn+\/"' C) an
n . =ty
d) ZE;" Zlogn L anogzn
(=177 e + 4y

g Ynix -1y

— 2)x"
) TR

h) —

) L—

3"(n?)

(=1y~tlogn-2". x"

. 312
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Puede demostrarse que una serie de potencias converge para todos los puntos de
un cierto intervalo (a, b) y diverge en el complemento de [a, b]. Se conoce a (a, b)
como el intervalo de convergencia de la serie; es decir, en los incisos anteriores se trata
de determinar dicho intervalo.

822 Con el criterio de la raiz, pruébese que si lim |a,'" = a (« # 0), entonces el

]
intervalo (— 1/a, 1/a) es el intervalo de convergencia de la serie Y a,x"; de hecho, los
tinicos puntos donde es posible que la serie converja y no estn en ese intervalo son
—1ja y 1o
Si a = 0, entonces la serie converge en todo R, y si @ = oo, entonces la serie
solo converge en cero.
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Gottfried Wilhelm Leibniz

(1646 a 1716)

En su obra Hombres de matemadticas, E. T. Bell comienza diciendo: «El prover-
bio popular “aprendiz de todo y oficial de nada” tiene, como cualquier otro, sus
excepciones espectaculares, y Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) e$ una de
ellas»

En efecto, el genio universal de Leibniz influyé en campos tan diversos como
los de la l6gica, matemdtica, mecdnica, geologia, jurisprudencia, historia, lingiilsti-
ca y teologia. Nacido en Leipzig, Alemania, obtuvo por si mismo gran parte de su
educacion estudiando en la biblioteca de su padre.

A la edad de 20 afios escribié la tesis De Arte Combinatoria, trabajo sobre
un método universal de razonamiento con el que se gradud de doctor en la
Universidad de Altdorf, Alemania, pudiendo asi ocupar una plaza de profesor.
Durante los afios 1670 y 1671 escribi6 sus primeros trabajos sobre mecdnica, y en
1671 fabricé una mdquina calculadora.

Siendo embajador del Elector de Mainz, en 1672, fue en mision politica a
Paris, donde conocié a matemdticos y cientificos, Huygens entre ellos, aumentan-
do su interés por las matemdticas. Aunque tenia ya antecedentes de trabajo en
esta disciplina, él afirmaba que en 1672 empezd a conocerla. Mientras desarrolla-
ba sus funciones de diplomdtico, profundizaba en sus estudios de matemdticas
leyendo a Descartes y a Pascal.

En 1676 fue nombrado bibliotecario y consejero del Elector de Hannover; 24
afios después fue invitado por el Elector de Brandenburgo a trabajar en Berlin. A
pesar de estar inmiscuido en procesos politicos, desarrollé un gran trabajo en
actividades laterales. En 1684 publicé trabajos sobre el cdlculo diferencial e
integral; la notacion utilizada hasta ahora en esta disciplina es suya. Sin embargo,
gran parte de sus ideas y de sus resultados nunca fueron publicados y estdn
contenidos en cientos de pdginas de notas escritas desde 1673. Algunas de sus
ideas se originaron al leer las obras de Gregory de St. Vincent, Fermat, Pascal,
Descartes y Barrow.

En su libro Historia et Origo Calculo Differentialis, expone su pensamien-
to sobre las ideas del cdlculo. Conviene observar que estos trabajos antecedieron
a los de Newton sobre el mismo tema, pues éstos aparecieron eu 1687. Junto
con Newton, Leibniz es considerado el descubridor del cdlculo. Murio en el ol-
vido, en 1716.
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. En forma paralela a la vida de Leibniz, se destacan, en otras ramas de la
actividad humana, los hechos siguientes:

LITERATURA

Brugere, La: Caracteres y retratos, 1688.
Karamsin: Cartas de un viajero ruso, 1690.
Rochefoucauld, La: Mdximas, 1663.

La Academia Francesa publica su diccionario.

MUSICA

Couperin: Iecon de Tenébres, 1715.
Scarlatti: Arminio, 1703.

PINTURA

Mena, Pedro de: San Francisco, 1663.
Watteau: La serenata, 1715.

ARQUITECTURA

Bernini: Columnata del Vaticano, 1665.
Fischer von Erlach: Palacio de Schwarzemberg en Viena, 1697.
Tessin: Palacio Real de Estocolmo, 1688.

Wren: Catedral de San Pablo, Londres, 1675.

Se construye la capilla del Rosario en Tunja, Colombia, 1689.

CULTURA EN GENERAL

Huygens: Tratado de la luz, 1691.
Locke: Ensayo sobre la tolerancia, 1688

Gottfried Wilhelm Leibniz
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INTEGRACION

En matemadtica se sabe bien que uno de los problemas que dio origen al
cdiculo integral fue la determinacion del area de figuras planas.

Arquimedes, el gran matematico griego (287-212 a. de C.), desarrollé un
método conocido como «método de exhauciony», o de agotamiento, mediante el
cual calculé con precision areas de figuras planas. Esto mismo fue utilizado
antes por Eudoxo para el calculo de volamenes de algunas figuras geométricas
(en particular, el de las piramides de Egipto).

En el siglo XIX se generalizé y formalizd ese método que, en lenguaje
moderno, podriamos describir de manera informal, en ¢l caso particular del
area del circulo, como sigue: Dado un circulo C y un nimero natural M, se
inscribe en este circulo un poligono regular P,, de M lados y el mismo circulo
se circunscribe en otro poligono regular Q,, de M lados (Fig. 9.1).

Figura 9.1

Ahora se formaran dos sucesiones de areas usando dichos poligonos de la
manera siguiente:

Una sucesion correspondera a la de las dreas de los poligonos y
la otra a aquella de las areas de los poligonos excritos. Asi, se tienen dos
sucesiones de dreas; la primera, la de los poligonos inscritos, estd acotada
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superiormente por el drea de cualquier Q,; y la segunda, la de los poligonos
exinscritos, estd acotada inferiormente por el drea de cualquier P,,; mds atn,
sup (drea (P,)) = inf (area(Q,));
nz1 nx1
este valor se llama drea del circulo C, que, como se sabe, es igual a nr?, donde r es
el radio de C.
De este proceso resaltan dos hechos fundamentales:
A) Se conoce el area de cada P, y de cada Q,,.
B) Se acepta que, para que un nimero A sea el valor del drea del circulo, éste
debera encontrarse comprendido entre las 4reas de Py y Q. para cada M y
debera ser el unico nimero con tal propiedad; por tanto, debe tenerse
sup (drea (P,)) = inf (drea(Q,)).
nzl1 nz1
Estos hechos se utilizardn para introducir el concepto de area en el caso de
regiones acotadas por la gréfica de una funcién positiva, dos rectas verticales y
el eje x lo que, al generalizarse a funciones no necesariamente positivas, llevara al
concepto de integral definida.

INTEGRAL DEFINIDA

En este capitulo, a menos que se indique otra cosa, se supondra que fes una
funciéon acotada en [a,b], a < b.

Supdngase que f(x) > 0 en [a,b], y considérese la region R comprendida
entre las gréficas de la funcion, el eje x y las rectas x =a y x = b.

y

i Graf. de f

|

3

|

| R |

‘ |

! |

H 1 -
0 a h x

Figura 9.2

Construyanse dos sucesiones de regiones que representen un papel analogo
a los de Py y Qy de la introduccién. Para ello, se define una particién P del
intervalo [a,b] como un subconjunto de puntos de [a, b]:

P = {x0, X1, . Xp}
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tales que
a=x0<x1<---<x,,=b

La coleccion de todas las particiones de [a, b] se denotan por #[a, b]. En cada
subintervalo [x;_;, x;] (llamado el i-ésimo intervalo de la particion) considéren-
se el supf(x) = M;, con xe[x;_y,x], y el inff(x) = m;, con xe€[x;_y,x].
Témense las regiones S y T definidas de la manera siguiente:
S es la union de rectdngulos que tienen por base el intervalo [x;_;, x;] y
por altura M;, en tanto que T es la union de rectangulos que tienen por base
[x:—1,x] y altura m; (véanse las figuras siguientes).

A A
y Y

/%’7

ol

La particion se tomo con n =6

Es claro que Tc R< S y las areas de S y T pueden obtenerse con
facilidad; mdas atin, si se denota el area de S por

U(p; f)

y el drea de T por

L(P; f)

se tiene que

UP; )= Z M(x; — xi-1)
i=1
Z my(x; — Xi,-x)..“._:; e

i=1

L(P; f) =

Por razones obvias se llama a U(P; f )ixsuma> superior de f respecto a la particion

P y d LtP; f), suma inferior de f respecto a P. '

Obsérvese que U(P; f) > L(P; f). ‘ e
Lo anterior puede hacerse para cada particién del intervalo. Mas adelante
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se probard que tanto sup L(P; f), con Pe#[a,b], como inf U(P; f} con
Pe#(a,b] existen y que

sup L(P; f) < mf U(P; f)
Pe?[a,b) €2[a,b]

Cuando
sup L(P; f) = inf U(P;f) [9.1]

se dice que la region tiene area I, donde I es el valor comin [9.1]. Obsérvese
que para cada PeZ[a,b] se tiene que

LP;f) < I < UP; )

Si f(x) < 0en [a,b], y se procede de la misma manera, entonces cada L(P; f) y
U(P; f) son negativos, dado que M; <0y m; <0.

Figura 9.3

Puede suceder que también se tenga en este caso que
sup L(P;f)= inf U(P;f)
Pe#[a, b] Pela,b]

Por lo anterior este niimero seria no positivo y, por tanto, resulta conve-
niente denotarlo por —I. Sin embargo, jqué significado geométrico puede
darse a —I?

Como ejercicio puede probarse que

—sup L(P;f)= inf U(P;-f)

Pe?{a,b] Pe#a,b]
que
—inf U(P;f)= sup L(P;—f)
Asi PeP[a, b] PeP[a, b]
Si,
I= inf UWP;—f)= sup LP; —f)
Pe?la, b) Pe?[a,b]

Es decir, I es el drea de la region acotada por la grafica de —f, el eje x y las
rectas x =a v x = b.



314 INTEGRACION

Por otra parte, es claro que el drea de esta ultima region es igual a la
limitada por la grafica de f, el eje x, x =a y x = b (Fig. 9.4).

v4

L/Grau.d:;l

Figura 9.4

Por tanto, el significado geométrico de —I es menos el drea de esta ultima
region y puede decirse que —1 es el drea orientada de esa region.
Por 1ultimo, si f cambia de signo en [a,b] y

sup L(P;f)= inf U(P;f)=1,
Pe?[a,b] PePla,b]

entonces I representa el drea orientada de la region comprendida entre la
grafica de f, las rectas x = a, x = b y el eje x. Asi, en el caso de la funcién sen
en [0,2xn], I es igual a 0.

drea de 4 — drea de B = drea de A + area orientada de B.

A

Figura 9.5
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DEFINICION 9.1 Sea f:[a,b] = R una funcién acotada. Se dice que f
es integrable en [a,b] si

sup L(P;fy= inf U(P;f);
Pe?(a, b] Pe#{a,b]

este valor comun se denota por

(]
J f(x)dx

'y se denomina integral definida de f en [a,b]. - o

» o
En f f(x)dx, los nimeros a y b se llaman limites de integracién y la

funcion f recibe el nombre de integrando.

Propiedades de las sumas superiores e inferiores

Sean P y P’ dos particiones de [a,b] dadas por

P={la=xy<x, <--<x,=b}

P={a=y,<y < <y,=b}

P es un refinamiento de la particion P, si cada punto x; de P pertenece a P’
Se dice también que P’ refina a P. Si P’ refina a P, entonces la suma superior
de P’ es menor que la de P y, a la inversa, la suma inferior de P’ es mayor que
la de P, como se prueba en la proposicion siguiente:

PROPOSICION 9.1 Si P refina a P, entonces se tienen las desigual-
dades siguientes: " : '

L(P;f) < L(P'; f) < UP'; f) < UP; f)

Demostracién
Dado que es posible obtener P’ a partir de P mediante un numero finito de
pasos consistentes, cada uno de ellos, en la adiciéon de un punto, se concluye
que es suficiente demostrar la proposicion para el caso en que P’ tiene exacta-
mente un punto mas que P. Sea y tal punto, asi

P={a=x<x; < <X <y <Xy <--<x,=b};

sean M}, M, y M los supremos respectivos de f en los subintervalos [x,, y],

[y xe41d Y DX Xgs 11
Si x € [x;, y], entonces x € [x,, x,+1] ¥, por tanto, f(x) < M. Asi, M es una
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cota superior para los valores de f en [x,, y], por lo que M, < M y, en forma
andloga, M, < M.
Las desigualdades anteriores implican que

Mi(x; — xo) + -+ + Mi(y — x) + My(xyy —y) + -+ +
+ Mn(xn - xn—l) < Ml(xl - xO) + -+ M(xk+1 - xk) + -+ Mn(xn - xn—l)
Es decir,
U(P'; f) < U(P; f).

La demostracion para las sumas inferiores es similar.
Como se mencion6, una suma inferior L(P,;f) es menor o igual que
cualquier suma superior U(P,; f); esto se prueba como sigue.

PROPOSICION 9.2 Sean P, y P, dos particiones cualesquiera de
[a, b], entonces

L(Py; f) < U(Py; f) [9.2]

Demostracion
Toémese la particion P = P, U P,. Entonces, por la proposicién 9.1, se tiene
que .

L(Py; f) < L(P; f) < U(P; f) < U(Py; f)
En vista de la desigualdad [9.2] se infiere que los conjuntos
{U(P; f)| P es particion de [a,b]} [9.3]1
{L(P; )| P es particién de [a,b]} [9.4]
tienen cotas inferior y superior, respectivamente. De hecho, el conjunto [9.3] esta
acotado inferiormente por L(P,; f)y el conjunto [9.4] esta acotado superiormente
por U(Py;f), donde P, es una particién cualquiera de [a, b]. Por tanto, existen

el infimo I del conjunto [9.3] y el supremo I de [9.4]. Asi, también, se ticne que
se tiene que

I<I [95]

I se conoce como integral superior de f en [a,b], y también se denota por
j” S(x)dx. I se llama integral inferior de f en [a,b] y también se denota por
j” S(x)dx. ASI la definicién 9.1 puede expresarse como sigue:

Sekd

DEFINICION 9.2 Se dice que f es integrable en [a,b] si I = 1.

TEOREMA 9.1 fes integrable en [a, b] si, y solo si, para cada ¢ > 0
existe una particion de P de [q, b] tal que

. UP;f) - LP;f) < ¢ ) [96]
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Demostracion :
Si f es integrable, entonces

I=1
Por tanto, dado ¢ > 0, existen particiones Py, P, de [a, b] tales que
I-e2<LP;NSI=T<UWP,S) <I+ g2,
y si P =P, UP,, entonces se tiene que
I—e2<LP;f)SLP;f)SI=T<UP;f) S UPy; S <T+¢f2

Al hacer la resta correspondiente se obtiene [9.6].
Ahora, dado ¢ > 0, se escoge una particion P de [a, b] tal que se cumpla
[9.6]; entonces,

LPsf)<I e I<UP;S);
por tanto,
0<I-I<UP;f)— LP;f)<e

Y, como ¢ es arbitrario, entonces I =T,

AR

COROLARIO 9.1 fes mtegrable en [a,b] si, y solo si, dado ¢ > 0,
existe una particion P de [a, b] tal que si P’ es un refinamiento de P, entonces

UP': )~ LP';f) <e..

Demostracion

Se sigue de la definicién 9.1 y del teorema 9.1. ° G

INTEGRABILIDAD DE LAS FUNCIONES CONTINUAS

DEFINICION 9.3 Se dice que f es uniformemente continua en un sub-
conjunto A ‘de R si dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que

) —fOll<e si xyed y |x—y <é

La definicién anterior es necesaria para probar el teorema siguiente:

TEOREMA 9.2 Si f es continua en [a, b], entonces f es integrable
en [a,b].

A continuacién se analizard de forma breve el concepto involucrado en la
definiciéon 9.3.
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Obsérvese que mientras en la definicion de continuidad el nimero & depen-
de tanto de xoe A como de ¢ en ésta § so6lo depende de ¢ y no del punto
particular.

Para aclarar estas ideas se dara un ejemplo de una funcion que es continua,
pero no uniformemente continua, y otro de una uniformemente continua.

EJEMPLOS
1. Considérese la funcion x? definida en todo R. Se sabe que es una funcién
continua. En efecto, sean x,€R y 0 < ¢ < 1. Entonces,

Ix? = x§| = Ix — xollx + xol < (1 + 2lxo|)lx — xol

si [x — xo| < 1. Asi, |x? — x| < esi|x — x| < &/(1 + 2|x|). Obsérvese que la

o obtenida [ =¢/(1 + 2|x,|)] depende tanto de ¢ como del punto x,; mds aun,
conforme x, toma un valor absoluto mas grande, la § se reduce mds cada vez,
no obstante que ¢ > 0 se mantenga fijo.

Se resalta esto ultimo porque podria pensarse que la 6 buscada para
satisfacer la condicidon de continuidad uniforme podria ser la minima obtenida
para cada x, € R, pero, como ya se vio, el infimo en este caso es igual a cero,
valor que no puede tomar 4.

Lo visto anteriormente no es una prueba formal de que la funciéon conside-
rada no es uniformemente continua en R; pero lo sugiere.

2. La funcién anterior restringida al intervalo [0,1] si es uniformemente
continua.

Sea ¢ > 0; tomese 0 < ¢ < min(l, ¢), por lo anterior,

€
2 2 ’ ;
x xgl<ée st |x—xo <
| ol > | ol 1+ 2]

Como &f(1 + 2ixol) = €/3 si xe[0,1], se concluye que
x2—y}l<é<e si |x—yl<é&3 xyel01]

Estos dos ejemplos muestran la importancia de la naturaleza del dominio
de la funcidon para que ésta sea uniformemente continua.

Es claro que toda funcién uniformemente continua es continua; sin embar-
go, el reciproco, en general, no es cierto, como lo ilustra el ejemplo 1.

Por el teorema siguiente puede verse que el reciproco es cierto si el dominio
de la funcién es de cierto tipo.

TEOREMA 9.3 Si fes continua en [a, b], entonces f es uniformemente
continua“en [a, b]. e ,

NS L B

Demostracion ' :
Supdngase que f no es uniformemente continua en [q, b]; es decir, existe g, > 0
tal que para cada 6 > 0 existen x € ye[a,b] tales que

/) =fO =& y Ix—yl<?
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En especial, para cada ne N, existen x,,y, en [a,b] tales que

If(xn) _f(yn)l 2 &o y |xn - ynl < I/n

Como (x,) es una sucesién de [a, b] se tiene que existe una subsucesioén (xn,)
de (x,) que converge a un punto x,e€[a,b]. Por otra parte,

.yn,, = Xp, + (yn,‘ - xn,l);

y lim (y, — x,) =0, ya que |Vn, — Xu] < 1/m, de donde lim Yn, = Xo-
Dado que f es continua en [a, b], se concluye que

imf(x,) = lim f(y,,) = f(xo),
y, asi, lim|f(x,) — f(y, )| = 0, lo cual contradice que
Lf(Xa) = f(a)l 2 &0

Sea P={a=xy<x; <-<x,=b} una particién de [a, b].
El nimero méx (x; — x;_,) se llama norma de la particién P y se denota

1<ign
por AP.
Ahora se demostrara el teorema 9.2.

Demostracion
Dado &> 0, existe 6 >0 tal que [f(x) —f(y) <&(b—a) si x,ye[a,b] y
Ix — y] < §é.
Sea P una particién, con AP < §; si P consta de los puntos a = x, < x, <
< -+ < x, = b, entonces los valores maximo y minimo de f en cada [x;_,, x,],
i =0,1,..,n, respectivamente, distan entre si menos que &/(b — a), por tanto, se
tiene que

UP; f) = LP; f) = (My — my)(xy — @) + -+ + (M, — m)b — x,_y) <

<b—

. P N
xi—a+-+b-—x,_ ) )="—"—(b—-a)=c¢
a b—a
Del teorema 9.1 se sigue nuestra afirmacion. _ \ A;
El resultado anterior puede generalizarse asi:

TEdREMA 94 Seaf:[a,b] >R contiﬁua excépto en un nimero finito
de puntos. Entonces f es integrable en [a, b].

] Demostracion
Supdngase primero que f es discontinua en un solo punto ¢ y €ste pertenece a
(a, b).

Se probard que para cada &> 0 existe Pe%[a,b] tal que U(P;f) —
— L(P; f) < e. Por el teorema 9.1 se sabra entonces que f es integrable en

[a,b].
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Sea ¢ > 0. EscOjase y, y' e(a, b) de tal manera que y<c<y ey—y <

< 3—(—Ms—)donde M = sup {f(x)] x& [a,b]} ym = inf { f(x)| x € [a, b]} (recuér-
-m

dese que al principio del capitulo se indicé que todas las funciones se supon-
drian acotadas).

Como f'es continua en [a, y] y en [y, b], el teorema 9.2 permite saber que fes
integrable en cada uno de esos dos intervalos. Por tanto, existen dos particiones Q
y R de [a,y] e [V,b], respectivamente, tales que

U@; f) — L@ f) < &3

y
UR; f) — L(R; f) < ¢[3
Sea P=Qu {y,y} UR. Entonces P es una particion de [a,b] y
UP; f) — L(P; f) = U@; ) — LQ; f) + (M* —m*)(y' —y) +
+ UR; f) — L(R; (),
donde
M* = sup {f(x)| xe [y, y]}
y

m* = inf {f(x)| xe [y, y1}

Es claro que

Asi,
UP;f)—LP;f)<el3+M —m)y —y) +¢f3

Y, por la eleccion de y e y', se concluye que U(P;f) — L(P; f) < ¢ como
queria demostrarse.

Cuando ¢ =a o ¢ = b, se procede en forma analoga.

Ahora supongase que f es discontinua en n puntos de [a, b}, digamos en
1, Cz, -y Cp. SUpOngase también que ¢; < ¢, < --- < ¢,. Escdjase una particion
P = {xo = a, xy, X3, .., X, = b} de [a, b], como se indica en la figura siguiente:

Es decir, ¢, €[a,x,), ¢;e(x;_,x;) para 2<i<n—1y ¢, €(x,-,b)

Por lo demostrado en primer lugar, se tiene que f es integrable en [x;_,, x;]
para i = 1,2, .., n. Mas adelante (Corolario 9.2) se probara que esto es suficien-
te para demostrar la integrabilidad de f en [a, b].
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Dada una funcion f sobre el intervalo [a, b] y una particiéon P de [a, b], se elige
un punto &;€[x;_q,x;]; entonces, la suma

Z SE)x; —x;-y)

i=1
denotada ‘por S(P;f) se llama suma de Riemann de f correspondiente a la
particion P. Notese que para f y P dadas hay infinidad de sumas de
Riemann, pues la eleccion de cada &; tiene por unica restriccion

gie[xioy, x;]
Para toda particion P = {a = x, < x; < -+ < x, = b}, se tiene que ‘
L(P;f) < S(P; f) < U(P; f)

para cualquier elecciéon de puntos intermedios &; que se elijan para formar
S(P; f), ya que

m; < f(&) < M,
donde

Mi= sup f(x) y m=_ inof f[f(x)

xelx;_y x;] xelx;_ 1, x;]

En términos de las sumas de Riemann, la integrabilidad de una funciéon
puede caracterizarse de la manera siguiente:

TEOREMA 9.5 Sea f:[a,b] — R. f es integrable si, y s0lo si, existe I
tal que para toda sucesion de particiones P, tal que

lim AP, = 0;
se tiene que
im S(P,; f)=1 .

Donde este limite significa que para cada eleccion de puntos & e[x;-q, x], la
sucesion de numeros S(P,; f) converge a I. Mas aun, en este caso,

b
1 =f f(x)dx

Demostracion
Se omite.

Observacion Si se sabe que f es integrable (por ejemplo, si f es conti-
nua), es posible calcular su intégral tomando una sucesion P,, como en el
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teorema anterior, y una eleccion particular de puntos intermedios para formar
las S(P,; f); al determinar el limite de esta sucesion se conocerd la integral.

EJEMPLOS
1. Dada la funcién x? en el intervalo [0, 1], se escoge para cada nimero

natural n la particion
1 n—1n
Pn= 0:": 5 weoy 9"=1
n n

n
y se toma a ¢; igual a ifn, es decir, al extremo derecho del intervalo
[G — 1)/n, i/n]; por tanto, la suma de Riemann para f respecto a P, resulta ser

aran=(J(i-0)- D) -2
=

Al efectuar las operaciones, se tiene

11
SulPus f) =3~ +

SN

[

22
)

1
nn

=i=
N

al sacar como factor comun a 1/n3, se obtiene
1
SuPusf)==[1+4+9+ - +n%]
n

El factor de la derecha de este producto es
_nn+ 1)2n + 1)
6 b
lo que se prueba mediante métodos algebraicos; por tanto, la suma da

Lan+2n+1) @+ DEn+D) 1/ 1 1
n 6 B 6n? - 6<1 + n)(z + n)

n

1+44+9+.-+n

Para n cada vez mas grande, se tiene que P, tiene mas puntos, los intervalos
[ — 1)/n, i/n] son més pequefios, el nimero 1/n tiende a cero y, por tanto
Su(P,;f) se acerca a (1/6)-2 = 1/3, o sea,

limS, =4

n-+ao

s

De acuerdo con la observacion anterior al ejemplo, esto muestra que

1
f xtdx =}
o
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2. Considérese la funcién e* en el intervalo [a,b], y para cada n dése la
particion P, que divide al intervalo [a, b] en subintervalos de igual longitud
(b — a)/n. Sea ¢&; el extremo izquierdo x;_, del intervalo [xi-1, x;]. La suma de
Riemann S,(P,; f) de e* respecto a P, y para esos &, es

Su(Py; f) = e“<b — a) + e"n(—b — a) +oF e".-l<b _ a);
n n -

al sacar como factor comun a [(b — a)/n], se tiene

(b - a) }
Su(P,; f) = T (e® + €51 + -+ + e5a-1); ,

pero x; = a + i [(b — a)/n]; asi, resulta
b—a

Sa(Pa; f) = ( )(e‘l + FIe-aml 4y ea (- DI - ayn))

El factor de la derecha es una suma de una progresién geométrica de razén
e®~9/"; por tanto,

b—a e
b—a\ elo-am _ i ( n >(e‘eb -
Sa(Pn; f) = ( T )e R T
b—a
n .
=("—¢) - _ ]

Se sabe que (b — a)/n - 0 cuando n — co; por tanto,

lim e®~9m = |

Ademds, se tiene que
b—-a
im. n _ (de acuerdo con la regla
nooo €0 T de L’Hopital)

Por todo lo anterior,

lim S, = &b — ¢°;

n— 0

b
J efdx =¢e* — &°

a

o sea,

3. Considérese la funcion f(x) = ¢, donde ¢ es constante, en el intervalo
[a,b] y, para cada n, dése la particion P, tal que el intervalo [a,b] quede
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subdividido en n subintervalos iguales de longitud (b — a)/n. Sea &; cualquiera de
los extremos, digamos el derecho, del intervalo [x;_,, x;]. Entonces la suma de
Riemann S,(P,;f) de f respecto a P,, y los puntos &;, es

a -~ b-a (b—a b—a)
+ite——=c 4oeee 4

SuPai f) = 2=
) n;
b—a

n n n

=db —a)

Asi pues,

Hm $,(P,; f) = (b — a)
O sea,
b
j cdx = clb — a)

Obsérvese que si en lo anterior ¢ = 1, entonces (5dx =b —a, y asi la
integral de la funcion constante 1 es la longitud del intervalo de integracion

La, b].

PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA

TEOREMA 9.6 'Si fy g son funciones mtegrables en [a, b], entonces
1) J fx) + g(x)dx = J fx)ydx + J g(x) dx
(Propiedad aditiva de la integral)

2) J Af(x)dx = AJ f(x)dx
(Propiedad homogénea de la integral) -

Estas dos propiedades reciben el nombre de propiedades lineales de la integral.

Demostracion - A TR
1) Sea P = {xq, X}, ..., X,} una particiéon de [a, b]. Considérese una suma de
Riemann S(P; f + g) de f+ g respecto a esta particion. Es decir,

S(P; f+g) = X (f(&) + g&)x; — xi-1),
i=1
donde &,e[x;_,x;] para i =1,2,..
Es claro que S(P; f + g) = S(P; f ) + S(P; g) si para las ultimas dos sumas
S(P; f) y S(P; g) se escogen los mismos puntos ¢&;
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Sea (P,) una sucesion de particiones de [a, b] tal que AP, —» 0. Entonces,

b

b
lim S(P,; f) = I fx)dx 'y limS(P,; g) =J g(x)dx

a

(Teorema 9.5.)
Por lo sefialado al principio de la demostracion, se tiene

S(Py; f+g) = S(P,;f) + S(P,; g0 para todo n.

En consecuencia, lim S(P,; f + g) existe y es igual a f2f(x)dx + 2 g(x)dx. Por
esto y por el teorema 9.5, se concluye que f+ g es integrable en [a,b] vy,
ademas,

b b b
f f(x) + g(x) dx = f S(x)dx + J g(x) dx

2) Este inciso se demuestra en forma aniloga y se deja al lector como
ejercicio.

; - TEOREMA 9.7 Si f es una funcion integrable en [a,b], entonces f es
integrable en todo subintervalo [a,b] (@' < b)) de [a,b].

Demostracion. : N
Sea £ > 0. Por el corolario 9.1, existe una particién de P, de [a,b] tal que

UP;f) —L(P;fy<e si PcP
Si P, =P,u {d,b'}, entonces P, P, y, por tanto,
U(Po; f) — L(Pos f) < &

Definase @ = Po n[a’,b']. Q es una particion de [da',b'] tal que todos sus
subintervalos son subintervalos de P,, por lo que

U@; f) — LQ; /) S UPo; f) — L(Po; /) < &

Del teorema 9.1 se sigue que f es integrable en [a’,b'].

TEOREMA 98 Sean f:[a,b] - Ry ce(a,b). f es integrable en [a, b]
si, y sdlo si, f es integrable en [a,c] y [c, b].
En cualquiera de los dos casos,

¢ b
jbf(x)dx = J f(x)dx + j f(x)dx

Demostracion
Supdngase que f es integrable en [a, b]. Por el teorema anterior, f es integrable
en [a,c] y [c, b]. Para probar que en este caso se cumple la igualdad enunciada
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para las integrales, considérense dos sucesiones (P,) y (P,) de particiones de
[a,c] y [c, b], respectivamente, tales que AP, - 0 y AP, — 0 cuando n — .
Para cada n > 1, definase P, = P, u P,. Cada P, es una particion de [a, b]
y AP, — 0 cuando n — co. Es claro que S(P,;f) = S(P,;f) + S(P,;f) para
todo n 2 1, si en S(P,;f) se escogen como puntos intermedios aquellos elegi-
dos para formar S(P,;f) y S(P);f).
Por el teorema 9.5, se tiene que

lim S(P,; f) = f “fdx ; lim S(PLf) = f " f() dx

y también,

b
lim S(P;; f) = f f(x)dx

n—wx

Asi,
b c b
J f(x)dx = f f(x)dx + I f(x)dx

A la inversa, supongase que f es integrable en[a,c] y en [c, b]. Sea ¢ > 0. Por
hipoétesis, existen dos particiones P’ y P’ de [a,c] y [c, b], respectivamente,
tales que

UP;f) - LP;f) < g y UP;f)—LP';f) < ;

Definase P = P' U P”. P es una particiéon de [a,b] y '
UP; f)y=UP;/)+ UP';f) y LP;f)=LPF;f)+ LP";Sf)

Al sumar miembro a miembro las desigualdades (A), se obtiene

UP; f) - LP;f)<e

En consecuencia, f es integrable en [a,b] y, por la primera parte del
teorema, se tiene que

b c b !
v J f(x)dx = J‘ f(x)dx +J~ f(x)dx

PR

ST

COROLARIO 92 Sea P={x,=a <Xy << Xy = b} una parti-
cion de [a, b], fes integrable en [a, b] si, y solo si, f'es integrable en [x;_, x;] para
todo 1 <i < n. En cualquiera de los dos casos,

b n
J fldx = Y
a i=1

X

" fx)dx

X

Demostracion L e b e
Se establece por induccién. :
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Observacion Resulta util (véase, por ejemplo, la demostracion del se-
gundo teorema fundamental del cdlculo) definir también jﬂ f(x)dx cuando b < a.
Asi, se define

Jaf(x)dx = 0 para toda funcion fdefinida en a, e {5 f(x)dx = — ¢ f(x) dx

si b <ay fes integrable en [b,a].

Con estas dos definiciones se tiene que la igualdad [% f(x)dx = [¢ f(x)dx +
+ j": Sf(x)dx es vilida siempre que las tres integrales existan (de hecho, la
existencia de cualesquiera dos de ellas implica la de la tercera), sin importar si
satisface 0 no la condicién a < ¢ < b aparecida en el teorema 9.8. Mas aun,
una afirmacion del mismo tipo puede darse para la igualdad del corolario 9.2

Por ejemplo, si [§ f(x)dx y o' f(x)dx existen (o que para la iltima
significa que f es integrable en [—1,0]), entonces

1 -1 1
'[ f(x)dx=j f(x)dx+f f(x)dx
0 0 -1

En efecto, como f es integrable en [—1,0] y en [0,‘1], entonces, por el
teorema 9.8, f es integrable en [—1,1] y, ademas,

1 Y 1
f(x)dx = S(x)dx + | f(x)dx
v-1 v-1 JO
Por tanto,
1 0 1 rf-1 1
j f(x)dx = — Sf(x)dx + f(x)dx = f(x)dx +f f(x)dx
0 J-1 J-1 Jo -1

En particular, si [} f(x)dx existe, entonces [?f(x)dx + fof(x)dx =
= Jaf(x)dx = 0. Asi, |5 f(x)dx = — i f(x)dx, sin importar sia=b o b > a.

TEOREMA 99 Sean fy g integrables en [, b]. Entonces:

1) f(x) > 0 para todo xe€[a,b] implica que [} f(x)dx > 0.

2) f(x) > g(x) para todo x € [a, b] implica que {3 f(x)dx > [®g(x) dx (monoto-
nia de la integral).

3) mb—a) < [}f(x)dx < M(b — a) si m es una cota inferior de fen [a,b] y
M es una cota superior de f en [a,b]. En particular, si f es continua en
[a,b], entonces m y M pueden representar el minimo y el maximo de f en
[a, b], respectivamente.

Demostracion - T ry ;
1) Sea Pe#[a,b]. UP;f) >0, ya que f(x) >0 para todo xe[a,b]. Asi,

b
Jf(x)dx 2 0;
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pero como f es integrable, se tiene que

b b
j f(x)dx = '[ f(x)dx

2) f(x) — g(x) = 0 para todo xe€[a,b].
De 1) se sigue que

b
'[ (f(x) — g(x))dx > 0

Finalmente, por las propiedades lineales de la integral, se concluye que

b b
J f(x)dx = j g(x) dx

a

3) m<f(x) <M para todo xela,b]. Al apllcar 2) y lo obtenido en el
ejemplo 3, se llega al resultado. :

COROLARIO 9.3 'Si f es integrable en [a, b], entonces

b b
Jf(x)dx < Ibf(x)dx <j |f(x)] dx

o .
T

Demostracion
La primera desigualdad es inmediata. La segunda sélo se probara cuando f es
continua en [a,b]. En este caso, |f(x)| es continua en [a,b] y, por tanto,
integrable en ese intervalo. Ademas, si I = {5 f(x)dx, entonces

j i {jzf(x) dx _ si 120
f(x) —jbf(x)dx = j‘z —flx)dx si I<0

Por otra parte, f(x) < |f(x)] y —f(x) < |f(x)| para todo xe€[a,b]. En con-
secuencia, el resultado se sigue del inciso 3) del teorema 9.9.

TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA INTEGRALES

A continuacién se da un teorema para integrales, andlogo al teorema del valor
medio para derivadas, en el cual la hipétesis de continuidad es esencial y no
puede sustituirse por la de integrabilidad. ,

TEOREMA 9.10 Si f es una funcién continua en un intervalo que
contiene los puntos a y b, entonces existe ¢ entre a y b tal que

b
j Sfxydx = f(c)b — a)
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Demostracion
Supdngase que a < b. f es entonces continua en [a, b]. Por tanto, existen x, €
Yo en [a,b] tales que f(xg) = m y f(yo) = M, donde m y M son los valores
minimo y maximo de f en [a, b], respectivamente. Del inciso 3) del teorema 9.9
se sigue

1 b
m=f(x°)<b_—'-'—aj f(x)dx < M = f(yo)
Si : ;
1 b
S(xo) = Z“I f(x)dx,
@ Ja
o bien o
1 b
f(y°)=b——_,[ f(x)dx,
-a),

entonces el resultado se obtiene al escoger ¢ = x,, o bien ¢ = y,, respectiva-
mente. En caso contrario,

1 b
m<——Jf(x)dx<M,
b—a),

y por el teorema del valor intermedio, se sabe que existe un punto ¢ en [x,, yo]
(asi, ce[a, b]) tal que

1‘ b
f(0)=-b——J J(x)dx,
_a a

es decir,

b
j f(x)dx = f(c)b — a)

Supéngase ahora que b < a. Entonces,

b a
Jf(x)dx = —I f(x)dx
a b

Por lo antes probado, existe ce[b,al, tal que

J f(x)dx = f(c)a — b)

En consecuencia,

b
J fx)dx = — flc)a — b) = f(c)(b — a)

Por ultimo, cuando a = b se escoge ¢ = a.
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TEOREMAS FUNDAMENTALES DEL CALCULO.
UNA PRIMITIVA DE UNA FUNCION CONTINUA.
CALCULO DE INTEGRALES DEFINIDAS

Existe un método que permite encontrar, para cada funciéon continua definida
en un intervalo cerrado, una primitiva de dicha funcién en ese intervalo.

Este método se obtiene utilizando la integral definida, y de hecho se empled
en el capitulo 7, al introducir a log x como una primitiva de 1/x. En el teorema
siguiente se expone el método.

SEGUNDO TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO Sea f
una funcion integrable en [a, b]. Definase F(x) = j;‘ f(t)dt para cada x€[aq,b].
Entonces:

1) F es una funcion continua en [aq,b].
2) Sifes ademds continua, entonces F es derivable en [a,b] y F'(x) = Jf(x) para
todo x€[a,b]. O sea, F es una primitiva de f en [a,b].

Demostracion
Como f es integrable en [a, b], resulta que f es integrable en [a, x] para cada
x € [a, b} (Teorema 9.8). Por tal motivo, puede definirse una funcion F de la
manera indicada.
1) fes acotada, pues, como se¢ recordara, s6lo se ha definido la integral para
funciones acotadas. Sea M > 0 tal que |f(x)| € M para todo x €[4, b]. Supdn-
gase que x, Xxq€[a,b]. Entonces,

Flx) — Flxg) = f Sty — I "f@de = j @yt

Por tanto,

w
-

_ f,1 /0 dt
|F(x) — F(xo) < {j:q To)de

xo<x

1]
-

X < Xo
Y, por la monotonia de la integral, se tiene

M(x —xg) si xo<x
IF0) = Flxoll < {M(xo —x) si x<xg
Es decir, |F(x) — F(xo)] < Mlx — xo|. De donde se sigue en forma inmediata
que F es continua en x,, y al ser éste un punto arbitrario de [a, b], se concluye
que F es continua en [a, b].
2) Supodngase que f es continua en [a, b]. Sean x y x, dos puntos de [a,b] y
supdngase que x F Xo.
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Como antes,

F(x) = Flxo) = f feydt

Por el teorema del valor medio para integrales, existe c,, entre x y x,, tal que
F(x) — F(xq) = f(cXx — xo). Asi, para cada x € [a, b], distinto de x,, existe c,
entre x y x, tal que ’
F(x) — F(xo)

X — Xo

=f(cx)

Por otra parte, ¢, - x, cuando x — x,, y como f es continua en x,, se obtiene

oo F) = Fixg
m — =
x=xg X — Xo

Es decir, F'(xo) = f(x,). Para la demostracion del teorema siguiente es necesa-
rio recordar que dos primitivas de una funcidn f, definida en un intervalo,
difieren por una constante. Asi, si F y G estan definidas en [a, b] y satisfacen
F(x) = G'(x) = f(x) para todo xe€[a,b], entonces existe ce R tal que F(x) =
= G(x) + ¢ para todo xe[a,b].

PRIMER TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO Sea f
una funcién continua en [a,b). Si F es una primitiva de f en [a, b], entonces

b
f f(x)dx = F(b) - F(a)

Demostracion
Sea G(x) = 5 f(¢)dt para cada x €[a,b]. G es una primitiva de fen [a, b], por
el segundo teorema fundamental del calculo. Por tanto, existe ce R tal que

F(x) = fo(t) dt + ¢ para todo xel[a,b];
en particular,
F(a) = Iaf(t)dt +c=c y F@b)= be(t)dt +c
De donde,
~rf(t) dt = F(b) — Fla)
{Obsérvese que el nombre de la variable de integracién es irrelevante. Asi,

resulta lo mismo escribir {3 f(t)dt, (b f(x)dx o [’ f(z)dz.
Este teorema ofrece una manera de encontrar el valor de una integral
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definida con integrando continuo y, practicamente, fue el Unico método utiliza-
do para tal fin en los inicios del cdlculo.

La notacién F(x)t = F(b) — F(a) es comoda cuando se evalian integrales y
se utilizara de aqui en adelante.

EJEMPLOS
r2 2 :

1. 3Ix3dx = 2x* =12
JO o
("2 d 2

2. & log x| = log2.
J1 X 1
("7 T

3. sen xdx = —cosx| = 2.
JO 0
log3 log 3

4, Adx = Ax = Mlog 3 — log2), donde 4 es una constante.
Jiog2 log 2

INTEGRALES IMPROPIAS

Al introducir el concepto de integral definida se exigiéo que las funciones por
considerar estuvieran definidas en intervalos cerrados, con extremos finitos, y
fueran acotadas en esos intervalos. Ahora se suprimen esas restricciones y se
daran definiciones que explicaran simbolos tales como

J' ® _dx J‘ 1odx

— y

o‘.l""‘x2 03/1+ x

Obsérvese en el primero que oo aparece como limite de integracion y, en el

. 1 . . .
segundo, que el integrando —====-no esta definido en x = 1, ni es acotado en
V1 =x

= o0).

1
[0, 1) (de hecho, lim
x=17 4/ 1, - X
En realidad, dichas definiciones se formularan, segin el procedimiento
empleado a continuacion, para asignar valores a

J‘ ©  dx y J‘ U dx
0 1“+1x2 01 =x

Recuérdese que, para una funcion f integrable en [a, b], la integral (% f(x)dx
representa el area (orientada) de la region R = {(x, f(x)) |a < x < b}; esto y el

que la region R, = {(x, 1/(1 + x?)|x = 0} (véase Fig. 9.6) esta relacionada con
& dx/(1 + x?); del mismo modo que R lo esta con [% f(x) dx, nos sugiere que es
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Figura 9.6

adecuado definir el valor de [ dx/(1+ x?) igual al 4rea de la region Ry, lo cual
serd posible en tanto pueda definirse dicha area. Para esto ultimo se observa
que f5 dx/(1 + x?) existe para cada b > 0y su valor ang tan b es igual al area de

1
ko ={(v15)

0<x< b} (Fig. 9.7)

Figura 9.7

Ademais, R,(b) tiende a cubrir a R, cuando b — 0. Por consiguiente, como

b dx
lim j 5 = lim angtanb
bwdo 1 + X b

existe y es igual a =/2, resulta natural definir area de R, = n/2; por lo antes
dicho, también se tendra que

®  dx
L 1+x2=n/2
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estudio similar para

rollar un

Es posible desar

x < 1} (Fig. 9.8)

0<

)

1—x

1

Figura 9.9
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para cada 0 <c < 1. Y ya que

= lim — 21 — x)"/2§

i dx
i - -
c_.xF— 0. /1 —x e1-
lim 2(1 - (1 — V3 =2

c—=1-

se define el valor de

J" dx
01 — x?

igual a 2. Por esto se establecen, en general, las definiciones siguientes:

. DEFINICION 9.4 Sea f una funcion definida en [a, o) e integrable en
[a,b] para cada b > a. Si lim ﬂ f(x)dx existe y su valor es a, entonces

b—w
se dice que existe la integral impropia de la primera clase j:° f(x)dx y su
valor es a. En este caso, se dice también que [ f(x)dx es convergente y,

en caso contrario, que es divergente.

DEFINICION 9.5 Sea f una funcion definida en [a, b], excepto, quizds,
en b. Supongase que f es integrable en [a,c] para cada a < c < b. Si
lim 5 f(x)dx existe y es igual a B, se dice que existe la integral

c=b~

impropia de la segunda clase [’ f(x)dx y su valor es B. En este caso se
dice también que jz f(x)dx es convergente y, en caso contrario, que es
divergente.

Obsérvese que en la ultima definicién no se pidid que f sea no acotada en
[a, b); asi es aplicable a una clase mas amplia de funciones que la sugerida por

el ejemplo [§dx/./1 — x. Se resalta también que, asi como para las series se
usé Y2, x, para denotar tanto la sucesion de sumas parciales, como su
limite, si éste existia, ahora se utiliza el mismo simbolo [? f(x)dx o [ f(x)dx
para denotar nuestro objeto de estudio y el valor al que converge, cuando esto
suceda.

De manera andloga puede definirse la convergencia de la integral impropia
§*  f(x)dx para una funcion f definida en (— oo, b] e integrable en [a, b] para
cada a < b; y si f esta definida en (— 20, 20) y es integrable en cada intervalo
cerrado con extremos finitos, entonces se dice que {2, f(x)dx es convergente si
{2 f(x)dx y [§ f(x)dx son convergentes; y en este caso,

0 (1]
f(x)dx =

—® -0

fx)dx + J‘w flx)dx [9.7]
o

Si las integrales del lado derecho de [9.7] son convergentes, también lo son
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f2o f(x)dx y [ f(x)dx para todo aeR y, entonces, en esa igualdad puede
sustituirse 0 por a (Ejercicio 9.14).

Las integrales {* , f(x)dx y {®, f(x)dx se llaman también integrales impro-
pias de la primera clase.

Observacién Si existe lim %, f(x)dx, entonces se llama el valor princi-

- b—ow
pal de Cauchy de ji‘fw f(x)dx. Puede probarse que si j‘fm f(x)dx converge,
entonces

b o0 .
lim j f(x)dx =I f(x)dx (Ejercicio 9.15).
b= J-b —

Sin embargo, es posible que exista el valor principal de Cauchy de una
integral impropia y ésta sea divergente. Por ejemplo, lim [®,xdx =0y la

integral [, xdx es divergente, ya que |3 xdx lo es.

Es posible formular una definicion analoga a la 9.15 para definir la conver-
gencia de {5 f(x)dx, donde f estd definida en [a, b], excepto, quizds, en a, y es
integrable en [c, b] para cada a < ¢ < b. (Ahora tendra que considerarse el
limite en a por la derecha de F(c) = {? f(x)dx.) Por ultimo, si f estd definida en
[a, b], excepto, quizas, en coe(a, b), y las integrales

co b
j Cfdxy Jf(X) dx

son convergentes, decimos entonces que j',j f(x)dx es convergente y, en este
caso, se tiene que

b Co b
J‘f(x)dx=J. f(x)dx+j f(x)dx

Las integrales del parrafo anterior también se llaman integrales impropias
de segunda clase.

CONVERGENCIA DE LAS INTEGRALES IMPROPIAS

Para determinar la convergencia o divergencia de algunas integrales impropias
se daran algunos criterios.

PROPOSICION 9.3 Sea f una funcion definida en [a,b], ex?cepto,
quizds, en b, e integrable en [a,c¢] para cada a < c < b. Si f es acotada en
[a, b), entonces [5 f(x) dx es convergente. Mds auin, si f ademas esta definida en
b, la integral impropia es igual a la integral definida de f en {aq, b].
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De esta proposicion, que no se probara, se sigue que [§sen [1/(1 — x)]dx
existe, pues el integrando es acotado en [0, 1) y, ademas, es integrable en [0, b]
para cada 0 < b < 1, por ser continuo en cada uno de esos intervalos.

En los cuatro resultados siguientes se supondra que f y g son funciones
definidas en [a, ), e integrables en [a,b] para cada b > a.

PROPOSICION 94 Supoéngase que f es no negativa, y definase
¥a= 2 f(x) dx para cada nimero natural n > a. Entonces, [® f(x) dx es conver-
gente si, y solo si, (y,) esta acotada supenormente En cualqmera de los dos
casos, j”f(x)dx = o, donde a = sup {y,|n >a}.

Demostracion
Si b = ¢ = a, entonces

J f(x)dx > f f(x)dx,

pues
b (4 b
J f(x)dx = I f(x)dx +J f(x)dx

y la integral |} f(x)dx > 0. Asi, y, < [Sf(x)dxsia<n<bey,> [5f(x)dx si
nzb.

De estas dos desigualdades y de la definicion del supremo de un conjunto,
se sigue con facilidad que si (y,) estd acotada superiormente, entonces
[P fx)dx = a.

A la inversa, supdngase que j,‘,” f(x)dx es convergente. Entonces, existe
N > 0 (es posible suponer N > a) tal que

<1 si b=N,

b -]
f f(x)dx—f f(x)dx
de donde

= J"f(x)dx <14 jwf(x)dx si n=2N

y, por tanto, (y,) estd acotada superiormente. Por la primera parte de la
demostracién, se tiene que, en este caso, también j;” f(x)dx = a.

COROLARIO 94 Supdéngase que f es no negativa. Entonces,
{2 f(x)dx es convergente si, y solo si, existe M > 0 tal que {b f(x) dx < M para
todo b > a.

La demostracion se deja.como ejercicio.

COROLARIO 9.5 ( Criterio de comparacién) SupéOngase que f y g son
no negativas y f(x) < g(x) en [a, ). Entonces:
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1) j,‘? f(x)dx es convergente si jf,‘° g(x)dx es convergente.
2) |2 g(x)dx es divergente si [© f(x)dx es divergente.

Demostracion
1) Por la monotonia de la integral, se tiene

b b
j f(x)dx < f g(x)dx para todo b >a

Si [2g(x)dx es convergente, entonces, por el corolario anterior, existe
M > 0 tal que

b b .
j f(x)dx SJ g(x)dx < M para todo b > a

¥, por el mismo corolario, se concluye que |3 f(x) dx es convergente,
El inciso 2) se sigue inmediatamente de 1).°

COROLARIO 9.6 VSiHT {2 1f(x)| dx es convergente, entonces [* f(x)dx es
convergente. iy .

Demostracion

0 <|f(x)l = f(x) < 2f(x)| para todo xe[a, ), puesto que f(x) < |f(x) y
—f(x) < | f(x)|. Por esas desigualdades y el corolario 9.5, resulta que [ (| f(x)| —
— f(x))dx es convergente.

Por otra parte,

b b . b ‘ .
J fix)dx = j | f(x) dx — j (lf(x)l — f(x))dx para todo b > a

Por consiguiente,
(*d

lim |} f(x)dx
b—x Ja

existe y vale, ademas,

f* o

(1fG) = f(x)) dx

f A dx —

EJEMPLO
© cos x*
J; 22 dx es convergente.

En efecto, |cos x*/x?| < 1/x? para todo x >1 y la integral [{ dx/x? es
convergente. Por el corolario 9.5, se tiene que (7 |cos x*/x?|dx es convergente
y, por tanto, también lo es [ (cos x*/x2)dx (Corolario 9.6).

Para los demas tipos de integrales impropias pueden establecerse afirmacio-
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nes similares a las de la proposicion 9.4 y los corolarios que le siguen. Por
ejemplo:

PROPOSICION 9.5 Sea f una funcién no negativa definida en [a, b],
excepto, quizas, en b, y supdngase que f no es acotada en [a,b). Sea (x,) una
sucesion en [a,b), creciente y convergente a b. Definase y, = i f(x)dx para
cada n > 1. Entonces, j'; f(x)dx converge si, y sélo si, la sucesion (y,) esta
acotada superiormente.

CRITERIO DE LA INTEGRAL PARK LAS SERIES

Mediante la integral impropia de la primera clase se dard un criterio para
determinar la convergencia o divergencia de ciertas series de términos positivos.

TEOREMA (Criterio de la integral para las series) Sea f:[1,0) — R
una funcién no negativa y decreciente. Para cada nimero natural k, definase
x; = f(k). La serie Y}, x, converge si, y s6lo si, j? f(x)dx es convergente.

Demostracion
La integral f f(x)dx existe si ¢ > b > 1, ya que f es decreciente en [b,c]
(Ejercicio 9.3).

Para cada numero natural n, sean §, = Y 7_, x, ¢ y, = {1 f(x) dx. Dado que
Y1 X, es una serie de términos no negativos y por la proposicién 9.4, para
demostrar el teorema, es suficiente probar que la sucesién (s,) esta acotada
superiormente si, y sélo si, la sucesion (y,) estd acotada superiormente.

Sea k un nimero natural mayor que 1. Si k — 1 < x < k, entonces f(k) <
< f(x) < f(k — 1), ya que f es decreciente. Por la monotonia de la integral se
tiene f(k) < f¥_, f(x)dx < f(k — 1). De donde, si n > 2, entonces ,

2
f@) < Jf(x)dx <f)

3
B3 < 'ff(x)dx <fQ)
2

n

fln) < fx)dx < f(n— 1)

n—1

Al sumar miembro a miembro estas desigualdades, se obtiene

( 2": xk> - X, Sjmf(x)dx < nil X
K 1

=1 k=1
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Es decir, S, — x; < y, < S,—; si n = 2. Por consiguiente, (s,) estd acotada
superiormente si, y solo si, (y,) estd acotada superiormente.

EJEMPLO Analicese la convergencia o divergencia de ) i, 1/k? para
los diferentes valores de p.

Si p < 0, entonces es claro que la serie diverge a oo.

Supdngase que p > 0, y definase f(x) = 1/x?. Entonces, f es positiva y
decreciente en [1, o). Por el teorema anterior, Y 4= 1/k? converge si, y sdlo si,
{7 dx/x? es convergente.

Para cada b > 1, se tiene

1 1 .
J*bdx 3 T_—p(————bp_l - 1) S1 p =# 1

1 xp ' I 5’ Y
log () si p=1
Por consiguiente,
1 :
© dx —— s p>1
1 xP
0 si p<ti

De donde Y >, 1/k? converge si, y s6lo si, p> 1.

Nota Si en el enunciado del teorema anterior se sustituye 1 por un
nimero natural n,, se obtiene entonces un teorema también verdadero. Por
consiguiente, el criterio de la integral podra aplicarse a algunas series del tipo

Zl:o= no X

EJERCICIOS

9.1 a) Calcilese |3 x*dx tomando la sucesion de particiones

24 2 i—1
P, = {o,-,—,...,—" = 2} D on=12. y gD
nn

n n

como punto intermedio en los subintervalos [2(i — 1)/n, 2i/n] de la particion
P,. [Sugerencia: 2+ 4+ ---+2n—1)=(n— Dn,n> 1]
b) Calculese {5 x*dx tomando la sucesion de particiones

b 2b b ib
P,,={0,—,—,...,n—=b}; n=12. 'y €i=-l—; i=1,.,n
nn n n

y usando el resultado (1 + 23 + .-+ + %) = n¥(n + 1)?/4.
¢) En forma andloga, calcilese [°,xdx, donde b > 0.

9.2 Escribanse las sumas superior e inferior para cada una de la funciones siguientes




9.3

9.4
9.5

9.6

9.7

9.8
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en el intervalo indicado. Utilicese una particion de manera que cada subintervalo
tenga igual longitud 1/n; n=1,2,3.

a) f(x) =x*en [1,3]

b) f(x)=1/x en [3,5]

©) f(x)=+/x en [2,5]
d) f(x) = x* en [0,4]

Demuéstrese que una funcién creciente o decreciente en un intervalo cerrado es
integrable. [Sugerencia: Usese el Teorema 9.4.]

Pruébese que la funcion f(x) = [x] es integrable en cualquier intervalo cerrado.

Dése una acotacion de la forma

b
mb — a) < f fx)dx < M(b — a),

donde m y M son los valores minimo y maximo que alcanza f en los intervalos
indicados en los apartados siguientes:

a) f(x) =sen x —-n<x<"n
b) f(x)=sen2x -—-na<x<n
¢ f(x)=cos3x -—m2<x<n2
d fx)=x* dx<d
e) f(x)=tanx —n/4 < x < n/4

Sean fy f’ continuas en [a, b] y supongase que |f’ (x)| < Men [a~ b]. Usando el
teorema del valor medio para derivadas, demuéstrese que para cualquxer particion
P de [a,b], se tiene .

U(P; f) — L(P; f) < M(b — a)AP

Con este resultado, pruébese que una funcioén con derivada continua es integrable.
Obsérvese que el teorema 9.2 implica este resultado.

Supdngase que f es integrable en [ —b,b]; si f es una funcién par, pruébese que
fo, f(x)dx = 2[5 f(x)dx, y que si f es impar, entonces [, f(x) dx = 0. [Sugeren-
cia: Interprétese graficamente.]}

Calcilense las integrales definidas siguientes:

r2 (1
a) x2dx b) x?dx
o V-1
nlz a2
c) (x2 + 3x — l)dx d) (sen x + 2 cos x) dx
o JO
r?_l ra 1
C) 2dx f) —dx
J3 J1 X
*log 8 (=
g) &2* dx h) cos 2x dx
v log>2 Y _x
rrj4
i) sec? x dx
0
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9.9

9.10

9.11

9.12

9.13

INTEGRACION

ang sen x?~M2 es igual a 1/\/xf — X2

a) Verifiquese que la derivada de 3

Encuéntrese (% dx/./xp — x?,donde 0 <a<b < 1.
b) Calcilese

2 d4
J‘ E(Xz + 2x)dx
]

c) Calcilese

14 -
—Jx* +1d
jo dx el

d) Calcilese

JZ%(,/3;2 - 1)dx

1

Calcilense:
d t

a) — | x3dx
dt J,

b) dfdt [ dx/x del resultado obtenido, obsérvese que pudo haberse definido
logt = [} dx/x si en su oportunidad se hubiera conocido el concepto de
integral aunque, implicitamente, se utilizo.

d 2 dz (&
<) E;J. Xt + ldx d) d—ﬁj x4+ 1dx
0
d i’ d
e) —J. cos x dx ) —| J&2+2dx
dt Jo dt J_,
d [t d t3+1
— 2 4 2)dx h) — x2 4+ 1dx
8 dt _[_, (’,‘ ) ) dt )2
Demuéstrese que si f(x) < 0 para todo xe&[a,b], entonces
b
f f(x)dx <0
Calculese 2
I —|x|dx
-2
En los apartados siguientes, digase si las integrales en cuestién son impropias y

por qué. Indiquese, en cada caso, si convergen o divergen y, si algunas convergen,
calculese su valor.

) [“xtd b) r dx g [7%
x Ydx —_ —
A 0 /25 — x2 o cosZx
(1 dx 1 dx © dx
P 0 f___.__ p f dx
) Jo /1 —x? 0. /x% — x? o x¥2
o f©  dx
JvOo .,/l+x




9.14

9.15

9.16

9.17

9.18
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Sea f:(~ o0, ©0) - R una funcién integrable en cada intervalo cerrado con extre-
mos finitos. Pruébese que si [, f(x)dx y {§ f(x)dx son convergentes, entonces
f“_m f(x)dx y [? f(x)dx también lo son para todo aeR y, ademas,

Jw f(x)dx = r f(x)dx + Jw f(x)dx para todo aeR

Sea f como en el ejercicio anterior y supéngase que {*, f(x)dx es convergente.
Pruébese que o

b £
lim J f(x)dx = j f(x)dx
~b ]

b— o

Pruébese que las propiedades aditiva y homogénea vilidas para la integral
definida, también lo son para las integrales impropias convergentes.

Sea p # 1. Pruébese que la funcion F(x) = i (log x)! "% es una primitiva de

1/(x log? x) en (1, 00). Pruébese también que la funcién G{x) = log (log x) es primiti-
va de 1/(xlog x) en (1, c0).
Determinese para qué valores de p-es convergente la serie
i 1
,Ez klog?k
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George Berkeley

(1685 a 11753)

Filésofo, economista, matemadtico, fisico y obispo, se le puede considerar como uno
de los precursores del cdlculo por su contribucion a esta rama de la matemdtica
al criticar la falta de formalidad con que se manejaban los nuevos conceptos. La
necesidad de fundamentar correctamente las respuestas a las criticas de Berkeley
dio paso a la creacion del andlisis matemdtico en el que se formallzan todos los
conceptos del cdlculo. :

Cuestiones religiosas fueron las razones de fondo para que Berkeley formulara
su critica a Newton. En su publicacion De motu, 1729, rechazé los conceptos
que Newton habia vertido sobre espacio absoluto, tiempo y movimiento; por
este trabajo se le dio recientemente el titylo de «Precursor de Mach y de
Einstein». k

En 1734 publicé. la critica que incluia algunos de los nuevos conceptos del
cdlculo, con el titulo de El analista ¢ Un discurso dirigido a un matematico
infiel (el «infiel» era Edmund Halley), calificada por Florian Cajori, historiador
de las matemadticas, como «el hecho mds espectacular del siglo en la historia de las
matemdticas britdnicas».

Después de su critica, salieron en defensa de Newton, entre otros, .James
Jurin, de Cambridge; John Walton, de Dublin, y Colin Maclaurin, de Escocia.
Berkeley respondié a Jurin con una punzante sdtira en Una defensa del
libre pensamiento en matematicas (1735); en un apéndice del mismo tra-
bajo le contesté a Walton y lo hace de nuevo en Razones para no contestar...
(1735).

En forma paralela a la vida de Berkeley se destacan, en otras ramas de la
actividad humana, los hechos siguientes:

LITERATURA

Montesquien: Cartas persas, 1721.
Prévost: Manon Lescaut, 1731.
Swift: Viajes de Gulliver, 1726.
Voltaire: Saire, 1738.
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MUSICA

Bach, J. S.: Concierto de Brandenburgo, 1721; La pasion segun San Juan, 1723;
La Pasion segun San Mateo, 1729; Misa en Si, 1738; El arte de la fuga,
1747. '

Haendel: Musica acudtica, 1717; Julio César, 1724,; Concerti grossi, 1734; Israel
en Egipto, 1739; El Mesias, 1742; Musica de los fuegos fatuos, 1747.
Scarlatti: 1l trionfo dellonore, 1718.

PINTURA ,
Boucher: Triunfo de Venus, 1740; Diana saliendo del baiio, 1742.
Canaletto: Escena en Venecia, 1728.

Tiépolo: Historia de Cleopatra y Marco Antonio, 1746.

Watteau: Los placeres del baile; El embarque para Citerea, 1717.

CULTURA EN GENERAL
Buffon: Historia natural, 1749.
Diderot: Pensamientos filosdficos, 1746.

Hume, D.: Tratado sobre la naturaleza humana, 1741; El entendimiento humano,
1748.

Descubrimiento de Pompeya, 1748.

George Berkeley
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METODOS
DE INTEGRACION

INTEGRALES INMEDIATAS

En matemadticas resulta de gran importancia desarrollar métodos para evaluar
integrales, pues, en general, no es posible aplicar uno que conduzca con
seguridad a un resultado. Sin embargo, los presentados en este capitulo pueden
considerarse simples mecanizaciones para hallar primitivas de funciones, mis-
mas que permiten, a través del segundo teorema fundamental del calculo,
evaluar ciertas integrales definidas.

En la seccién sobre primitivas (Cap. 5) se elaboré una tabla de funciones
primitivas de ciertas funciones.

Se denota a una primitiva de f por [ f(x) dx. Asi, las definiciones 1 y 2 de la
seccion mencionada se reducen a escribir

freomfrofe = foec]

La tabla de la seccién sobre primitivas se escribe, entonces, con algunos
agregados, como

x2 1
jxdx=—+k, jx”dx= x"tt 4k,
2 n+1

con n entero y distinto de —1.
Para n = —1, tenemos

xn+1 + k,

x"1dx = log|x| + k ch"dx =
’ n+1

con n entero y distinto de —1.

j(mx" + b)dx = — X 4 bx 4k,

n+

con n entero y distinto de —1.
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jsenxdx = —cosx + k,

jcosxdx =senx + k,

J'dx =angtanx + k
T %2  onglanx Tk

J.secz xdx = tanx + k,

jcmzxdx = —cotx + k,

dx x
= ang sen— + k,

/aZ_xZ a

dx 2
= angsenxCP2 Lk B<2:0<x<],
I xX$-—x2 2-8

J‘ dx
——————=angsecx + k,
VxAx2 -1

Jsecxtanxdx =secx + Kk,

Jcscxcotxdx = —cscx + k,

d
x—=log|x +x* +a*l +k
X% + a? o

dx _1lo 1+x+
1—x* 2 gl—x

k,

1
Ja"dx= a* +k, a$0,a+1,
loga

je"dx =e* +k

INTEGRACION POR PARTES

Recuérdese que la derivada de un producto de dos funciones se evalué asi:

(u- 0 (x) = u(x)v'(x) + o(x)u'(x);
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de donde
u(x)v'(x) = (u- v)(x) — v(x)u'(x) [10.1]

Si se deriva
u(x)v(x) — f v(x)u'(x) dx,

se obtiene el miembro derecho de [10.1]. Asi,

fu(x)v’(x) dx = u(x)v(x) — f v(x)u'(x) dx

Si se escribe
dv(x) =v'(x)dx y du(x) = u(x)dx,

tenemos
Ju(x) dv(x) = u(x)v(x) — Jv(x) du(x)

Para simplificar la notacion, simplemente se escribe

Judu = v —jvdu

Para el caso de integracion definida, si a y b son puntos de un intervalo donde
vale la féormula [10.1], entonces

b
udv = uw
a

En la practica, generalmente se trata de calcular la integral de una fun-
cion f. El método que se analiza sera util si f puede escribirse como un pro-
ducto del tipo u(x)v’(x) y si es mas sencillo calcular la integral de vu’ que la
del primer producto.

b

- f ’ vdu [10.2]

a a

EJEMPLOS

1. Calcilese | xe® dx.
Solucion Hagase u = x, por lo que du = dx y dv = " dx, de este modo,
v =e"
Al aplicar la férmula [10.2] se tiene

Jxe" dx = xe* — '[e" dx = xe* —e* + k

Por ultimo,

Jxe" dx =e(x — 1)+ k
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2. Calculese | x? sen x dx.
Soluciéon Hagase u = x?, por lo que du = 2xdx y dv = sen x dx, de este
modo, v = —cos x.
Asi,

fxz senxdx = —x2cosx + 2 jx cos x dx [10.3]

Procedemos a calcular la integral que aparece en el miembro derecho
de la igualdad, por lo cual hacemos

w=x, por tanto, dw = dx
dz =cosxdx, por tanto, z =senx
Asi,

jxcosxdx = Xxsenx — an xdx = xsenx + cos x
Por lo que al sustituir en [10.3], se tiene
sz sen x dx = —x?cosx + 2(xsenx + cosx) + k

Se recomienda verificar el resultado derivandolo y viendo que efectiva-
mente se tiene que tal derivada es igual a x2sen x.
3. Calctlese |logxdx, donde x > 0.
Solucion Hagase

u=1logx, por tanto, du = dx/x,
dv=1.dx, por tanto, v=x

Con lo que
Jlogxdx = xlogx — de =xlogx — x + k,
o sea,

Jlogxdx = x(logx — 1) + k

Ejercicios Calctlense las integrales
(a) Je" sen x dx (b) Jlog x2dx © jx" log x dx

d jtanzxdx (e Ixe""dx ) flog (x% + 1)dx
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(g ”x cos? x dx (h) Plog (1 — x)dx @) r.(log x)? dx

G) Pang tan x dx k) ”sec3 x dx )] ﬂsen (log x) dx
(m) Jx” 2log x dx (n) ”x‘* e?* dx (0) ”(log (x + 1)) dx
) ﬂx ang tan x dx (@ ”cos (log x)dx (r) Px ang sen x dx
(s) Px ang cos x dx (t) "log (@* + x¥)dx (v ” e3* x3 dx

A continuacion se estudia una aplicaciéon importante del método de integra-
cion por partes.

FORMULA DE TAYLOR CON RESIDUO
EN FORMA DE INTEGRAL

En el capitulo 6 sobre derivacion de funciones se estudié como puede aproximarse
a ciertas funciones mediante un polinomio conocido como polinomio de Taylor.
Usando la notacion empleada en ese capitulo, se calculara la diferencia

Rn(x) =f(X) - Pn(x)

en términos de una integral.
Esto es importante porque f(x), la funcion original, queda expresada de la
manera siguiente, ya conocida,

J(x) = Py(x) + Ry(x),

pero ahora podremos escribir R,(x) en forma de una integral mediante la cual

podra encontrarse con mas facilidad, en ciertos casos, un nimero M tal que

[R,(x)] < M para todo x en una vecindad del punto a alrededor del cual se toma el
polinomio de Taylor.

TEOREMA 10.1 Sea f tal que tiene n + 1 derivadas continuas en la
vecindad V{(a) de radio r > 0. Entonces, para cada xe V(a), se tiene

100 = f ( )

_a)2+...+

(n)
+ L'#(x - a)" + R,(x),
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donde,

R,(x) = f Y g ar,
a n!

Demostracion
Supdngase que a < x < a + r. Por el teorema fundamental del cilculo, se tiene

J(x) = f(a) + f(x) — f(a) = f(a) + I S@)dt [104]
Si se hace ’
u(t) = f'(t),
u(t) = f"@),
ut) = —(x — 1),
vit) =1

y se integra por partes la integral que aparece en [10.4], se obtiene

Jx) =f(@) + f(@)x — a) + f (x —0f"@)adr

De nuevo, si en la dltima integral se hace

u(t) = "),
u(t) = "),
V() = (x — 1),

ot) = —(x — 1)*/2
y se integra por partes, obtenemos, al sustituir en [10.4],

(x—a? , *x = 1)?
7/ (“)+L 2
Al repetir este proceso n veces se obtiene la expresién requerida para fen el
teorema.

El desarrollo que aparece en el teorema demostrado se denomina férmula
de Taylor para f, donde el residuo se ha expresado en forma de una integral.

En seguida encontramos una cota para el residuo R, que, como se observa-
14, coincide con la obtenida al usar la forma de Lagrange estudiada en capitulos
anteriores,

Jx)=f@) + (x — a)f'(@) + frde

TEOREMA 102 Si |f"*(x)] < M para todo x € V(a) de radio r > 0,
entonces
Mlx — a|n+1

| IRA(x)| < 1)
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Demostracion
Supéngase para variar que x < g, entonces

|Rn(x>|=}— f"(";—,’)"f‘”“(t)d: < f U peeyan <

a‘t___ n
<j € 'x) Mdt,

‘no-

y esta ultima integral da
t — +1\|a

M(( x)' )
o+l

Foérmulas de Taylor para seno y coseno

@y
T o+ 1)

Para cada niimero natural n el desarrollo de la funcion sen alrededor de 0 es el
siguiente:
’ 1" x2 » xn
sen x = sen 0 + sen’ (0)x + sen (0)5,-& .-+ + sen™ (0)——T + R,
! n!

Por tanto,
SO R . St Y
senx =X —— 4+ — + --- iy 4 ... .
3! 5t @m + 1)
donde
R, = J sen‘”“’(t)(x ldt
0 ,n!
Pero como

+sent
t+cost,

sen™(t) = {

en todos los casos tenemos

lsen™(0)l < 1;

asi,

x — ¢4n v — gin+i|x n+1
IR, sf Lan P i .
m+Dy @+1)
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En forma andloga, al desarrollar la funcién cos alrededor de =/2, se
tiene
COS X = COS z + C s" (n r ‘+ cos” <1r (x = mf27 + . 4+
= —_ O, _— X — — —_————— see
2 2 2 2 2!
— 2y
+ cos™ (E)(x—i/i + Ry(x),
2 n!,

0 sea,

—_ 22m+1
cos x = cosg - senE<x ——g) + e+ (=1t sen — (i-—n/—)—+--~+ R,;

2 2 (2m+ 1)
asi pues,
n\ (x—mn2}  (x—n/2)° .
cosx——(x—5>+ 3 T + -+
(x _ 7[/2)2"'+1 5
—ymtt =T 4.4+ R,
+(=1 2m + 1)! + R
donde

n X . — t n
R, = f 005("+1)(t)‘£f'.‘“'—) dt;
/2 ;o

de nuevo, se tiene

"_._"" n+1
R <X HAT
S (n+ 1

Por lo anterior, los desarrollos en férmula de Taylor para la funcién sen
alrededor de 0 y de la funcion cos alrededor de n/2 son semejantes. Asi mismo,
es facil comprobar que para a =0,

x? 4 6 ‘ ‘2m
cosx=1--r+ gt h=D

donde
x — )
R, = j cos"'”’(t)(—)—c——)dt,
o Soon
y, de nuevo,
|x|"

IR, <
n!
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Desarrollo de la funcién log

A partir del desarrollo de la funcién 1f(1 + x) (véase pag. 220), podemos
desarrollar la funcion log en formula de Taylor.

TEOREMA 103 Sea 0 €< x <1; entonces

2 x3 n

x x
logl+x)=x——+—+--+(=1)'""—+R,
2 3 n

R, = j (=1y
° 1
Demostracion

Para cada namero natural n,

= 1 * (—1)”1"]
log(l +x)= | —dt = 1—t+2+- (-1t 4 dt,
gl +x) ,Ll+t ,[,[ =1 1+¢
2 t3‘t“

t o= (= 1)
log(l +X) =t — — + = = — 4 oo 4 (=1p1 2 o
og(l + ) 2 T3ty no+J 1+t

Al evaluar para 0 y para x, se obtiene el resultado.
Obsérvese que si 0 < ¢, entonces

donde

de donde

t'l

T3S0

por tanto,

IR} =

x "4
tsj mdr ==

—1y
o( )1 ° n+1

La ultima desigualdad implica que R,.; es muy pequefio para n grande y
0 < x < 1, por lo cual,

2 3 n
log(l +X) = x = = + 2 + -+ + (— 1P
2 T3 T n

TEOREMA 104 Sea 0 < x < 1, entonces

x2
l 1— = — JE— . —dt
og( x) (x+‘2+ ) jl—t
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Demostracion
Esto se sigue de que
1 x"

=l+x+x2+--+
1 —x 1 -x

Yy que

log(l — x) = '[ ——dt

—d
[

se supone que 0 < x < 1 y, por tanto,

Con objeto de acotar a

0s"<x"<1,
y

para

Asi, se tiene que

x m 1 x
IRy = |— dt| € t" dt
0 1~ t 1 - X Jo
o

(n+ D1 -x)

por lo que para n grande y 0 < x < 1,

IRal <

N xZ x"
log(l—x)=-—-x+—+...+_
2 n

EJEMPLO
Calcilese log4 con dos cifras de aproximacion.
Solucion Si se toma n = 8 en el desarrollo que aparece en el enunciado

del teorema 10.4, se tiene

~ & @ @
log(3) = log(1 - = _<E+—2_+T+ T + R,,
pero
1\9 1
[Ro| < Q = —— = 0.0004;
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por tanto, con la aproximaciéon de dos cifras, tenemos

logd) e -G +3+4 +d+ 1o + 383 + sbs + 7038 = —0.69264

Desarrollo de la funciéon exponencial

Como (¢*)™ = ¢* para todo xe R y, ademds, ¢ = 1, si se desarrolla ¢* alrede-
dor de 0, obtenemos

2 3 n

x
e =l+x++3++ R,
3! n!

x - )"
R,,=f e‘udt;
o n!

dado que €' es una funcion creciente, se tiene que, para x > 0,

donde

e<e si 0<t<x

por lo que si x > 0, entonces

x — )" e [ n+1
OSR"=je’let<*J (x —)dt =e* X
0 nl)e '

n! (n + 1)
EJEMPLO
Si en el desarrollo de e* se toma x =1y n =29, entonces se tiene que
1 3-1 1
|Rq| € €' — < —— =———— = 0.0000008

10t 100 1209 600
Se ha supuesto ‘que e¢' < 3 (véase Cap. 7); por tanto,

1,11 1 1 1 1
1 b — = — = 2718281
Hl+ 4ot +6| T ta e 2

resulta ser una aproximacion de e con seis cifras decimales de exactitud.

Desarrollo de la funcion ang tan

Considérese la integral definida correspondiente a angtan; es decir,

X‘ . 1
angtan x = f dt

o 1 412
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Debido al desarrollo de 1/(1 + t2) que aparece en el ejercicio 1 de esta seccion,
tenemos que para cada numero natural n

0

. : o
ang tan x =f (1 — 24 (=12 (—1)"1 T t2>dt’

por lo que
x3 xS 2n—1
ngt A | + R,,;
angtanx = x 33 (- )'l 2n—1 2
donde
X' 't?"
= (-1 dt
(= )j1+2

Debido a que
20 y 14+2>1,

se tiene .
. "
0< <t para todo teR
1+ P
Por tanto, .
J‘x |x|2n+l
0 < [Ry,| < 2 di| = ——
IRz . mrl
Ejercicios
1. Verifiquense los desarrollos siguientes en la formula de Taylor:
1
a — =1 —x2+x*+ -+ (=) X2V L Ry
( ) 1 + x2 ( ) 2 1
donde (12
— X n
Rypy = ——
T 42
a)’x? log a)"x"
(b) o = 1 + (loga)x + 2 gzv) +'“+(~gn,)—+R..,
donde

X t’l
R, = J '(loga)"“( —)d a>0
n!

0

2. (a) Demuéstrese la igualdad siguiente, donde s € R, arbitrario, y x es tal
que -1 <x< 1.

s{s—l)x2+m+s(s—1) (s—k+1)

(Il+xyf=1+sx+ N : i

+ R,,

donde R, es el residuo k.
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(b) Demuéstrese la igualdad siguiente, para el caso a > 0, |blfa < 1,

b? b*
(@ + b2 = @' + fa™ "% — a™¥= + 4~ P(~Pa~* o +

2! 3

R € Rk Bk SN e Ak VA

n! a" "

[Sugerencia: (a + b)'/? = a'/*(1 + (b/a))"/?, si a > 0.]
3. Demuéstrese que para cada nimero natural n,
-1
@+x)"=a"+na""'x + ilgl?—)a"'zxz 4o+
—1De(n—(k -1

+ nn — 1) (n = ( ) a k4 X"

k!

4, Calcilense los nimeros siguientes con cuatro cifras de aproximacion.

@ +/26 (b) /50 © /257 @ (12°
© (63)° ® /30 ® /%
5. Determinense los nimeros siguientes con tres cifras de aproximacion.
(a) sen3t° (b) cos29° (c) cos6l°
(d) cos46° (e) sen61°
[Sugerencia: Transformense grados a radianes; por ejemplo, 31° = (n/6 +
+ n/180) radianes = (n/6 + 0.0017) radianes.]
6. Encuéntrense los logaritmos naturales con tres cifras de aproximacion de
las cantidades siguientes.

@ L5 (b) 1.4 © 2 d 12
€ 0.7 ® 16 ® 2? NVATE

7. Evaliense los exponenciales siguientes con cuatro cifras de aproximacion:

@ € () & (© Je @ UYJSe (& &2 (O €

8. Calculense cinco cifras del numero n mediante la formula

7 = 4angtan} + angtani)

INTEGRACION POR SUSTITUCION O CAMBIO
DE VARIABLE

Esta técnica tiene dos modalidades:
Sustitucion directa Supdngase que se desea encontrar [ g(h(x))h'(x)dx,
donde g es continua y h una funciéon cuya derivada h’ también es continua.
Se escribe u = h(x) [por lo que dujdx = h'(x)]y du = K (x)dx. (jLo que
simbolicamente equivale a despejar a du en el paréntesis anterior!)
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Atendiendo sélo a los simbolos, esas sustituciones nos llevan a escribir

Jg(h(x))h’(x) dx = jg(u) du = G(u) + k = G(h(x)) + k,

donde G(u) es una primitiva de g(u).
La regla de la cadena permite probar que el resultado obtenido es correcto.
En efecto, por dicha regla se tiene

(G(x))Y = G'(h(x))h'(x)

y como

G'(h(x)) = g(h(x)),

entonces se concluye que

- (Gh(x)))Y = g(h(x))h'(x)

Es decir,
Jg(h(x))h’(x) dx = G(h(x)) +k

EJEMPLOS
1. Hallese |(sen x)?cos x dx.
Escribase u = sen x y du = (sen x)’ dx = cos x dx. De acuerdo a lo ante-
rior, tenemos

u? (sen x)*

f(senx)zcosxdx = Juzdu =?+k=—?—+k

(en este caso, g(u) = u?).
2. Hallese [(log x/x)dx.
Escribase

u=1logx 'y du=(logx) =(1/x)dx
Asi,

logx u? (log x)?
f ™ x Ju du 5 + > +

El éxito alcanzado al aplicar este método a una integral j f(x)dx
depende de la habilidad que se tenga para reconocer al integrando f como
un producto de la forma g(h(x))h'(x), siendo g una funcién para la que es
mas sencillo integrar {g(u)du que | f(x)dx. Dicha habilidad se desarrolla
con la practica.

En algunas ocasiones, mediante pequefias modificaciones al integrando
de | f(x)dx,se consigue otra integral para la que es aplicable el método, y
en términos de esta ultima se expresa { f(x)dx.
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3. Hallese {sen 3x dx.
Escribase u =3x y du = (3x)dx = 3dx. Entonces,

§ sen udu = {(sen 3x)3 dx,

que no es la integral que se desea; pero es claro que

jsen3xdx = j.%seniixdx = %Jscnudu = —4cosu+k=—%4cos3x +k

Es decir, en este caso el integrando se multiplico y dividi6 por una

. constante, obteniéndose una integral que pudo determinarse por una susti-

tucién directa y, con ello, se resolvié finalmente el problema inicial. El

mismo resuitado se logra mediante el manejo simbolico siguiente.
Hagamos

u=3x y du=3dx;

por tanto,

d
?u=dx y jsen3xdx=jm§udu= —4cosu+ k= —%cos3x + k

4. Hallese f .
x‘+1

Hagamos
u=x*+1 'y du=2xdx;

por tanto,

du x du
7=xdx y J‘x2+1dx=‘[ﬂ=%logu+k=%log(x2+1)+k

Sustitucion inversa Supdngase que desea hallarse | f(x)dx, donde f es
continua. En esta modalidad de la sustitucion se busca una funcién h(y) cuya
derivada sea continua y no se anule y, ademas, que la integral { f(h(y)k'(y) dy
sea mas sencilla de determinar que {f(x)dx. En otras palabras, ahora se
escribe x = h(y) y dx = W'(y)dy, lo cual nos lleva a

Jf (x)dx = ff (hyDH'(y)dy = H() + k = HB™'(x)) +k,

donde H(y) es una primitiva de f(h(y)h'(y).
De nuevo, la regla de la cadena permite probar que el resultado obtenido es
correcto, pues
1

(Hh™ Y x)Y = H(h™'(x)(h '(x) = H(y)h,—(y;,
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donde y = A~ 1(x). Y como

entonces

H'(y) = f(h(YDH(),

(HR™) = f(h(y)) = f(x)

Se dara un solo ejemplo, pues mas adelante se exponen otros métodos que
son simplemente sustituciones inversas particulares que ejemplifican la gran
utilidad de esta técnica (véase sustituciones trigonométricas).

EJEMPLO

1. Hillese [xJ/x — 4dx.

Obsérvese que, si no aparece el radical, la integral se simplifica. Esto
sugiere la sustitucion x = y* + 4, dx = 3y? dy. Asi,

fx 3x —ddx = J(y3 + 4)y3yH)dy = 3 J.y(’ +4y3dy =

7 __47/3
=3(y7+y‘)+k=3<(x—7_)—+(x—4)‘/3>+k

Ejercicios Calcilense

(@)

(b)

©

@)

(©

®

(&

(h)

)

r»

.

r
r
»

”

xdx

e dx

log x dx

X

r dx .

sen® 3x

r»

tan 2x dx
J¥ ¥ ldx

sen ax dx

sen.x
— " dx
COS” X

tan 8 sen? 0 dO

(donde a es constante)

(donde a es constante)
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0)

(k)

)

(m)

(n)

(0)

(r)

METODOS DE INTEGRACION

[ dx
Jcos?ax

Jx% — 4dx
* dx
JAx + B

r

(sen e®)(cos e*)(e¥) dx

x dx

.4,/8+x2

ro-

cos 3x dx

~
sen 2x./1 + 2cos 2x dx

(donde a es constante)

(A y B son constantes)

INTEGRACION POR SUSTITUCION TRIGONOMETRICA

Se desarrollara otro método de integracion mediante el uso de las conocidas
identidades

sen?x +cos?x =1

tan?x + 1 = sec? x

1+ cot®’x =csc?x

Este método resulta conveniente para ser aplicado en integrales en cuyos
integrandos aparecen expresiones de la forma

Jad —u?,  Ja +

J - a

Si se sustituye u por a sen@ en la expresion \/a? — u?, se tendrd

Ja@ —u? = Ja* —a*sen0 = a/1 — sen’ 6 = acos 6

Si se sustituye u por atan@ en ./a’? + u?, se tendrd

Ja +w? = Ja* + a*tan? 0 = a\/1 + tan? § = asec O,
y si se sustituye u por asect en /u? — a?, entonces
JiE a2 = JaPsec’ — a® =a/sec?0 — 1 = atan b
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EJEMPLOS

1. Calcilese

Ja? — x?
~———dx.
x
Solucién Sea x = asen 6, con lo cual 0 = ang sen(x/a);yasi,

Ja* —x* =acosb

y
dx = acos 6d0
Por tanto,
2 _ 2 1 — 2 20
J—az—x- dx = |2 3070 s 6y = J“’s do =
x a’sen? 0 sen? @

= Icot’()d() = -[(cscze - 1)do = —f—cscz 0do — fd() = —cotf — O+ k,

pero como, ademas, cot @ = ,/a* — x?[x (véase figura siguiente) se tiene,
por ultimo, que

f‘/—:—d _ Jee
X X

X
+ angsen— + k
a

2. Calcilese jx a? + x?dx.

Solucion Segun lo estudiado anteriormente, higase x = a tan 9 con lo que
dx = asec? 0d0; asi,

fa tan 07/a* + a*tan? Q@ asec2 6 dh = ja" tan 0 sec® 6 df

pero, como dsec § = sec Otan 6d0, se tiene

sec

Ja3 tan 0 sec® 0 d0 = a° Jsecz 0d sec 6 = a® + k,
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y como secf = /a* + x?/a (véase figura siguiente) se tiene

jx\/—+x2dx— (\/m) +k

AFECTACION DE LOS LIMITES DE LA INTEGRAL
DEFINIDA AL CAMBIAR DE VARIABLE

Si se pide calcular

j Jad —x%dx, a>0,

se procede a encontrar la primitiva de |./a> — x*dx hamendolo segun los
criterios ya estudiados, o sea, cambiamos la variable asi:

X = asent, , [10.5]

con lo que

J‘,/a2 — x%dx = jaz,/l.; sen? ¢ cost dt

Ahora, como se pide calcular la integral definida, se observa Que el interva-
lo [0, b] se transforma mediante [10.5] en [0, n/2], por lo que

a nf2 n
J ,az*xzdx=a2f /1 —sen?tcostdt = a®=
0 0

Este ejemplo queda generalizado en el teorema siguiente: .~

E =N

Sy SEE R

TEOREMA 10.5 * Sea g:[a, b] — R continua y con derivada continua.
Supdngase que f es una funcién continua en im g = [c, d]. (Recuérdese que si
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g:[a,b] = R es continua, entonces img es un intervalo cerrado.) Entonces,
b

b
J Sflg@)g' () dt = j f(x)dx

gla)

El resultado es obvio si g es una funcién constante. Por tanto, supéngase que
no lo es.

Demostracion
Sea F una primitiva de f, es decir, F'(x) = f(x) para todo xe[c,d].
Entonces, por la regla de la cadena, Feog es una primitiva ‘de (f° g)g'(¢).
En efecto,

(F°g)(t) = Fg(t)g'(t) = flg(t)g'(t) para todo te[a,b]

Por tanto,

b
J‘ flg)g'®) dt = (F ° g)b) — (F ° g)(a) = F(g(b)) — F(g(a))

“Pero‘ F(g(b)) — F(g(a)) es exactamente la integral

o
J S(x)ydx
gla)
EJEMPLOS .
2 1 ot ’
1. J‘ sen’ x cos x dx = J whow'du=— =g
) 4
0 0 0

Ya que la funcién u = sen x transforma el intervalo ‘[O, 7f2] en [0, 1].
2. Considérese la integral o
TRE N |
J' 5\/)—(—:‘;
dx
1. X,

y el cambio de variable x(f) = 1 + t?; es decir,

b

x—1= t?
x'(t) = 2t;

el intervalo [1,5] viene del intervalo [0,2] bajo la funcién x(t); entonces,
por el teorema anterior,

« T g
J x;,a=f —2tdt
1: ‘.X‘ - 01+t

J"'/z . cos@do
o 6—5seng + sen? g

3. La integral
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puede calcularse facilmente mediante el cambio de variable
seng@ =t
cospdp =dt

Esta integral se convierte en

J" dt
0 6 =5t +1t¥

que se resuelve por los métodos de la seccion siguiente.

INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES

En esta seccion se supondra que todos los polinomios aqui considerados tienen
coeficientes reales; es decir, si

px) = @x" + a,_;x" "1 + -+ + ay,
entonces q;eR, i =0,1,..,n
Un polinomio p(x) se dice irreducible o primo si sus unicos divisores son el
mismo polinomio y los nimeros reales distintos de cero. Puede probarse que los
polinomios irreducibles son unicamente los de la forma ax + b o de la forma

ax? + bx + ¢ cuando su discriminante b?> — 4ac es negativo.
Recuérdese que se dice que una funciéon es racional si

J(x) = plx)/q(x),

donde p(x) y gq(x) son polinomios.
Se dice que una funcidén racional f(x) es una fraccion parcial si

ax + b
(C189)

donde g(x) es un polinomio irreducible y s es un nimero entero positivo.
Las funciones siguientes son ejemplos de fracciones parciales:

2 5 7+ 2x
x—4 (x—-4 x*+7rx+3)°

Ahora se vera que una funcién racional se expresa como la suma de un

polinomio y algunas fracciones parciales, y también cémo se integran estas
fracciones parciales.

Sea f(x) = p(x)/q(x), q(x) # 0, una funcién racional. Entonces, se tienen los
casos siguientes:

flx) =
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1. Si g(x) divide a p(x), al hacer la divisién correspondiente se obtiene

donde m(x) es un polinomio tal que p(x) = g(x)m(x). En este caso, f(x)
queda expresada como f(x) = m(x) + 0 = m{x).

2. Si g(x) no divide a p(x), pero el grado del denominador g(x) es menor
que el grado del numerador p(x), se efectua entonces la division de p(x)
entre g(x), con lo cual se obtiene

p(x) = qlx)m(x) + r{x),

donde el grado de g(x) es mayor que el de r(x). Asi,

)
f(X)—-() ()+()

3. Si el grado de g(x) es mayor que el de p(x), entonces

x x) .
f(x) = p(_)_ =0+ M
q(x) q(x)
Asi, en los casos 2 y 3 pudimos expresar nuestra funcion racional f(x)
de la manera siguiente:

) r(x)
f(X)—qx) ()+s()

siendo m(x) un polinomio y r(x)/s(x) una funcién racional donde el
grado de s(x) es mayor que el de r(x).

A continuacion se describe un método para expresar la funcién racional
r(x)/s(x), cuyo denominador s(x) tiene grado mayor que el del numerador r(x),
como una suma de fracciones parciales. Con esto se habra logrado la descomposi-
cion de f(x) como suma de un polinomio y algunas fracciones parciales.

Considérense las fracciones parciales siguientes:

a) Af(x — a), donde a y A4 son nuimeros reales y k un entero positivo.
b) (Ax + B)/(x*> + ax + b), donde 4, B, a'y b son niimeros reales y | un entero
positivo.

En algebra se prueba que si r(x) y s(x) son polinomios tales que el grado de s(x)
es mayor que ¢l de r(x), entonces r(x)/s(x) puede escribirse como una suma M(x) de
fracciones parciales de los tipos a) y b). Especificamente, puede probarse que si en
s(x) aparece como factor (x — a)* y si k es la maxima potencia a la cual aparece
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elevado (x — a) es s(x), entonces en la suma M(x) aparece como sumando la
expresion

4, A A
x—a (x—a)p? (x — af

En forma andloga, si (x? + ax + b)' aparece como factor de s(x) y [ es la
maxima potencia a la que aparece elevado (x* + ax + b), entonces en la suma
M(x) aparece como sumando la expresion

Ayx + B, A;x + B, "+‘ L Axt :
x*+ax+b (x*+ax+b? ' (x*+ax +b)

Para revisar estos resultados, puede consultarse un libro como Algebra
superior, de Cardenas, Lluis, Tomdas y Raggi, Editorial Trillas.

EJEMPLOS

242
1. X+ dx.
x3 — 3x2 +3x—1

Obsérvese que x> — 3x +3x—-1= (x —1)%; o sea,

x2+2 X242 A4, A, A,
3 3= + z T 3
x¥ — 3x* + 3x 1 »(_gcv:‘—:l) x—1 (x=1)° (x—-1)
Asi, o ‘
x2+2 Az + Ayx — 1) + Ay(x — 1)*
=32 +3x—1 (x =17 f
por lo que

x2 —2= A3+ Ay(x — 1) + A,(x — 1)?,
de donde obtenemos el sistema de ecuaciones
A1 =1
A, — 2A1 =0
As — A, + A, =2
Resolviendo este sistema, se obtiene

A=l A =2 Ay=3,

de donde .
L x2-2
1.3 2 dx—— 2 30
x> —3x*+3x -1 (—-1) (x—l) :
y asi '
x2 =2 2 3
dx = log|x = 1| — - +k-
Jx3—3x2+3x—1 x=logh — - - Tk

V-
1

!1" '
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3x — 2
———dx.
(x* + 1)x
En-este caso, x? + 1 es irreducible (su discriminante es negativo; a saber, —4).
Asi,

2. Calcilese la integral f

3x-2 A Bx+C (A+Bx’+Cx+ 4

x+Dx x  x2+1 x(x2 + 1)

De esta igualdad se sigue que

A+B= 0
C= 3
A= -2
Si se resuelve este sistema de ecuaciones, se encuentra que
A= -2
B =2,
C=3;

por tanto,

3Ix -2 2 2x + 3
X2 k= —|%d dx =
_[(x2+l)x X fx x+_[x2+1 x

2x dx
~2log |x] + d 3f—=
g Lc2+1xf+ x2 +1

—2log|x| + log|x* + 1| + 3angtanx

]

Para evaluar la integral de una fraccion parcial, o sea,

Ax + B p
—_—dX,
(x2 + bx + o)

donde A4, B, b y ¢ son nimeros reales y k es un entero positivo, se considera
primero la fraccion parcial

Ax + B
(x® + bx + ¢)*
Al completar cuadrados en el denominador, es posible escribir esta fraccion

en la forma

Ax + B

(35
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Como x? + bx + ¢ es irreducible, su discriminante es negativo, por lo que
c? — b/4 > 0. Asi,

Ax + B _ Ax + B _
b\? < N b\2 b2\2\* -
RS N EORr=)
_ 1 Ax + B
(-9 (= )
c—— —) + 1
4 c — b*/4
Por tanto, haciendo un cambio de variable adecuado, u = u(x), se obtiene la
transformacion de integrales siguiente:

Ax + B Cu+D J
B —————————— x —1 ———
(x2 + bx + ) (w? + 1) !
Si k =1, entonces

Cu+D C( 2udu +D du
————— U = — =
W +1) 2Jw+1) @ +1

C
= Eloglu2 + 1] + Dangtanu + C

y, al hacerse el cambio de variable inverso, x = x(u), puede resolverse la

integral
I Ax + B
—dx
x2+bx+c

Si k > 1, entonces

Cu+D C( 2udu "+ b du
—_— u _— — =
(u? + 1) 2 J@? + 1) (u? + 1)k

3 ~-C DJ' du
T2k — )P + 11 + (? + 1

Para resolver la integral

du
(u? + 1F
se escribe la identidad
du du u? du
L = - 10.6
(u? + 1) J(uz + 1)F~1 w? + 1) [106]
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Procedemos a calcular por partes la segunda integral del miembro derecho de
la igualdad anterior. Hagase

_ udu Ve 1
Tw )y Y T Tk yw

U=u, dU=du; dV

de donde

u? du B u 5 du
@+ 1 k-2 + 1)t )2k — 2P + 1

Si hacemos

I = du
e+
entonces podemos escribir la identidad [10.6] en la forma siguiente:

u -
@k — 2 + 1"t 2k —2

Li=IL_, + I P

Asi,
I = u +2k—3I
*TRk-2wr + 1t T 2k—2 !

Si k —1 =1, puede calcularse I,_; como se hizo con anterioridad y, por
tanto, determinar I,. Si k — 1 > 1, este procedimiento se aplica repetidas veces
hasta reducir el grado de u? + 1 hasta 1. De esta forma, siempre es posible
calcular

du

L= |——;
S R

por tanto, también es posible calcular

Cu+ D
@+ 1
De esta manera, si se hace el cambio de variable inverso, x = x(u), también
puede calcularse
[ Ax+ B
JoZ+bx+oF
EJEMPLO Resuélvase

»

3x + 2 i
Jee v 132 ™
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Solucion.
3x+2 x+1
2 5 dx = 2 7 dx — p) 7=
(x> +2x+ 3 (x* +2x +3) (x* +2x + 3)

J' 2x + 2 J' 3
(x2 +2x+3)2 (x2+2x+3)2 B

10.
2x +2x+3 _[(x +2x+3)2 [10.7]

Para resolver la segunda integral del miembro derecho de la ecua-
cion [10.7], se completan cuadrados en el denominador de esta integral.
Asi,

J x [ ax _1[ dx
+2x+32 J(x+1D*+2? 4 ((x+1)2+1)2
V2

Si se hace u = (x + 1)/,/2, entonces du = dx/ﬁ, por lo que

L N 2=£ a2
J((xj;)“) 4I

&R
, ,\_4@ I du

T4 )6 + 12

De acuerdo con lo ya estudiado, se sabe que

1
+ - ang tan u

J' du u N IJ’ du u
W12 2+ 2)J+1 2 +1)
Por tanto, como u = (x + 1)/ﬁ, entonces

x+1

_[W—d;cﬁ_g)?:—?[z«x};/fy . 1) +%angtan(£\/+—;>]

Al combinar este resultado con [10.7], se obtiene

3x +2 3 1 x+1
T ax=-Z _ _
(x? + 2x + 3)? 2x2 +2x+3 2Ax2+2x+5)

—;an tan(x+1)+k
W2\
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DOS METODOS DE EULER

Leonhard Euler (1707-1783), gran matematico suizo, ideé sustituciones que
permitian reducir integrales que contienen en sus integrandos el término de la

forma ./ax? + bx + ¢ a integrales de funciones racionales.

Pri- método de Euler

Integrales en cuyo integrando aparece algun término de la forma

Jax* +bx+c¢ donde a>0

Hégase

Jax? +bx +c= +Jax +t [10.8]

(Considérese tan solo un signo, cualquiera de los dos, ya que se obtiene el
mismo resultado.) Elevando al cuadrado ambos términos de la igualdad, tene-
mos

ax? + bx +c = \/Zx+t)2,
ie*donde
ax? + bx + ¢ = ax* + A2\-/c_ztx t2,

3 asi,
2 &~

b —2,/at

Por tanto, la ecuacién [10.8] puede escribirse de la manera siguiente:

ax* +bx+c—-\/— [10.10]
»—2\/_1:

[10.9]

y. asi mismo,

Ubt — . [at? s Taey.
dx = dt [10.11]

b-2Ja? .

Ibsérvese que las ecuaciones [10.9], [10.10] y [10.11] estin ya expresadas
como funciones racionales de t, logrando, por tanto, nuestro objetivo.

EJEMPLO Calcilese
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Considérese la sustitucion

(@) x>+3=x+t, yaquea=1

(Recuérdese que es indistinto considerar cualquier signo de la raiz \/a.) Elé-
vense al cuadrado ambos miembros de (a),

x? 4+ 3 = x2 4 2xt + £,

de donde,
3—1¢2
b =
(b) x 5
y, por tanto,
t2+3
dx = — dt
x 2t2

Por lo que, de acuerdo con (a) y (b),

t2+3
X +3=x+t=

2t
Asi,
dx (2 + 3)2t fdt
— = — dt = —|= = —log|t| + k =
s 2% + 3) ‘ oglel +

= —log |\/x* +3 — x| + k
Segundo método de Euler

Sien el integrando aparece el radical vVax? + bx + ¢ de forma que ax® + bx + ¢
tenga como raices a r; y r,, nimeros reales distintos entre si, entonces es-

cribimos
Jax? + bx + ¢ = (x — ), [10.12]

como r, y r, son raices de ax? + bx + c, se tiene que
1 2

\/axz +bx+c= \/a(x = r)x —ry),

por lo que, considerando la ecuacion [10.12],

Jalx = r)x =) = (x — )t

De aqui,

a(x —ry) = (x — r)t?
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Asi pues,
— rit?
x =“L__';_ [10.13]
a—t
2a(r2 - rl)t
d dt 10.14
X @) L 1
y

a(r, — ryt
\/ax2+bx+c=(x—rl)t=_(_2____r‘)_.
a—

t2

De nuevo, las ecuaciones [10.12], [10.13] y [10.14] estan expresadas como
funciones racionales de t.

EJEMPLO Calculese

J‘ dx
Jx =3x+2

Aqui x? — 3x + 2 tiene por raices a 1 y 2. Por ello, tenemos

=342 =Jx - Dx=2)=(x — 1)t
Al elevar al cuadrado y simplificar,

x—2=(x— 12 =xt2 -2,

Asi, .
—#2—t2¢
T1-
2t
dx = ——
X (l——tz)dt
y

t
JxXP=-3x+2=
x x ’ T2

Por consiguiente,

2t/(1 — t3)? J'th o ‘l+t|

Lf——x_sﬁ jt/(l—ﬁ) klT=

Xx=1+4x2—-3x+2
x—1—/x2—3x + 2

+k=

= log +k
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INTEGRALES DE POTENCIAS
DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

En la primera seccion de este capitulo se dio una tabla de primitivas y se tuvo la
oportunidad de evaluar integrales de algunas funciones trigonométricas. En
seguida se dardn algunos métodos para evaluar integrales de potencias de esas
mismas funciones. Por ejemplo, calcilese

fsenzxdx = fl _ cos2xd)'c =%<x - %sen2x> +k=

2

1
=§(x — sen x cos x) + k,

donde se usa la conocida formula

1 — cos2x
2

sen? x =

Este método puede emplearse para calcular potencias pares de la funcion
sen, por ejemplo:

1 — 2
fsen" xdx = J(sen2 x)?dx = j(___‘iz‘ls__zj) dx =

1
= ZJ(I — 2¢0s 2x + cos? 2x) dx

En este ultimo integrando debe calcularse |cos?xdx para que el protiema
quede totalmente resuelto. Por tanto,

1 2
fcos’xdx = '[.—4-%{135 = %(x + —;-sen2x> + k

1
= E(x + sen xcos x) + k,
donde se us6 la formula
2 1 + cos 2x
cos* x = —

Y, de paso, se ha encontrado el proceso para determinar la integral de poten-
cias pares de la funcidon cos. Ahora, como ejercicio, se recomienda terminar la
evaluacion de | sen* x dx.

Usando la formula tan? x + 1 = sec? x, encontramos que

ftanzxdx = J‘(seczx —Ddx =tanx —x + k
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En forma anéloga, usando la férmula cot? x + 1 = csc? x encontramos que
Icotzxdx = J(csczx ~1Ddx = ~cotx — x + k
Por otra parte,

Jsec“ xdx = I(secz x)sec? x dx = J(l + tan? x) sec? x dx

= J.sec2 xdx + jtanzxd(tan x)

n? x

a
=tanx+-—3—-+k

El método empleado ahora puede aplicarse para evaluar la integral de la
funcién sec elevada a un numero entero par.

De manera similar puede obtenerse una formula para la integral de la
funcion csc elevada a una potencia par.

Usando ahora la formula

sen?x + cos?x = 1,

se tiene

J‘sen5 x dx

j(senz x)?senxdx = j(l — cos? x)? sen x dx

- j(l — 2cos? x + cos* x)d(cos x)

2 1
—cosx + §cos3x - gcossx + k;

de manera semejante, se tiene

fcos5 xdx = J'(cosz x)?cos xdx = I(l — sen? x)% cos x dx

I(l — 2sen? x + sen* x)d(sen x)

2 1
sen x — Ssen3x + gsensx +k

Los métodos empleados en estos ejemplos sugieren como evaluar las inte-
grales de las potencias impares de las funciones sen y cos.

Hemos visto como se determina lz integral de la funcién tan®. Con esto
sabemos, de hecho, el procedimiento para determinar la integral de las potencias
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pares de la funcion tan; sin embargo, para ilustrar el proceso general, evaluemos
la integral de potencia cuatro de esa misma funcién.

.
Jtan‘xdx (sec?x — 1)2dx = I(sec‘x — 2sec? x + 1)dx

™

= |sec? x(tan® x + 1)dx — 2J‘se<’:2 xdx + J‘dx

»

= |tan? xd(tan x) + ~[sec2 xdx —2tanx + x + k

LY

1
=§tan3x+tanx— 2tanx + x + k

1
=§tan3x—tanx+x+k

Para obtener la integral de las potencias pares de la funcion cot, procedemos
en forma andloga.

Si la potencia es impar para la funcion tan, entonces se procede como en
el ejemplo siguiente:

R
Jtan’ xdx = |tan® xtan x dx = J(secz x — 1)tan x dx

rn
= |sec? xtan xdx — Itan xdx

~

= |sec x(sec x tan x) dx — ftan x dx
o

]

sec? x
sec xd(sec x) — |tan x dx = 7~ tan x dx

Sin embargo, ahora debe calcularse el valor de la integral de la tangente, para
lo cual se procede de la manera siguiente, recordando que tan x = sen x/cos x,

sen x dcos x
tan x dx = dx = — = —log|cos x| + k
COS X COS X

Asi, por ultimo, se obtiene
2

sec? x
jtan3 xdx =

— log|sec x| + k

Para obtener la integral de potencias impares de la funcion cot procedemos de
manera semejante.
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Ahora, para encontrar la integral de una potencia impar de la funcién sec,
se procede asi:

J‘sec3 xdx = J'sec2 x sec x dx;

resolviendo por partes, se tiene
u = secx, dv = sec? x dx,

con lo que
du = secxtan xdx; v = tanx

Asi,
jse@ xdx =secxtanx — jtanz X sec x dx
‘(—J

(a)
Para resolver (a), se procede como sigue:

jtanz xsecxdx = J(secz x — 1)sec xdx

= fsecz xdx — fsec x dx

| —
(b)
Calculando ahora (b), tenemos ‘

sec x(sec x + tan x)
sec x dx = dx
sec x + tan x

sec? x + sec x tan x
sec x + tan x

Por tanto,

jsecx dx = log|tan x + secx| + k
De esta manera, se tiene

Jtanz xsecxdx = jsecz x dx — log|tan x + sec x|,
y, finalmente, se obtiene

1
Jsec3 xdx = E{sertanx + logltan x + secx|} + k

De manera analoga se procede para calcular la integral de la funcién csc
elevada al cubo. De hecho, los métodos sugeridos abarcan todos los casos para
potencias pares ¢ impares, aunque resultara que el proceso es mas laborioso
cuanto mds grande es la potencia en cuestion.
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A continuacion se da un ejemplo ilustrativo para resolver integrales de la
forma {sen" x cos™ xdx, donde n 0o m es un nimero entero impar.

EJEMPLO Calculese

fsenz x cos? x dx

Solucidn

r~

jscn2 xcos® xdx = |sen? x cos? x cos x dx
o
~

= |sen® x(1 — sen? x)cos x dx = J(senz x — sen* x) cos x dx

il
= |(sen? x — sen* x)d(sen x)
o

sendx  sen® x

Ry

3 5

Si n y m son impares, procedemos como se indica en el ejemplo siguiente:

rn

J‘sen3 xcos? x dx = |sen? x cos? x cos x dx
o
»

= |(1 — sen? x)sen® x d sen x

»

= |(sen® x — sen’ x)d sen x
o

sen*x  sen®x

k
4 6 +

Si n 'y m son pares, entonces procedemos como en el ejemplo siguiente:

1 — cos 2x\/1 + cos 2x -
Jscnzxcoszxdx=J‘< czos x)( *C;OS x)dx

1 1 1+ cos4
= ZJ.(I—COSZ 2x)dx = Zj‘l - ——T—i

1 1
de - gjdx +§Jcos4xdx

X

- '—~1 ndx + k
—8
x ——sen 4x

1
4
1
8




EJERCICIOS

10.1 Calculense las integrales indefinidas

10.2

EJERCICIOS

381

n\/;'—__l
-~ —d
J  x
(x2 dx
Jx
(log(x + 1)
—dx
J x+1

»

g) |tanOsec?6do

a) X

<)

e)

i dx

J(1 + x})angtan x
" sen 2x dx

J(1 + cos 2x)?

i)
k)

m) e 3%dx

0) [ 3x -1 ’d
e dX
Jxt—x+1

L /a? + .x?
x? d
[ dx’
Ix/xP-x+3
[ /x% + 4x

x2

q) x

5)

u) dx
o

w) fsen“ x cos* x dx

. sen 2x dx
y)

Jcos* x + sen* x

Evaliense las integrales siguientes, aplicando las sustituciones indicadas.

b)

d)
0
h)
j)
)
n)
p)
)
t)
v)
X}

z)

raf2

a) sen x cos? x dx; u = Cos x
JO
(*7/2

<) xsen (2x?)dx; u = 2x?
Jo
(43 dg 1

e) — =
Jua z /2241 X

siguientes:

r

x? x¥3dx

[ e dx

Jcos? x,/tanx + 1

R
sen? x cos x dx

-
tan* x dx

.
cos Sx dx

o
3*e*dx

[ dx
x2+2x+5
r /2 2
Vit —-x

dx
2 .

f 2x—1
x—Dx=2""

i dx

V@x - x?)?
R
sen? x dx

n

cos? x sen* x dx
sen? x

T o ez L 94X

1 + cos*x

4 xdx

) 12+ 4x

b 24+ 4x =12

n
d) j sen? x cos x dx; u = sen x
0
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10.3 Pruébese que

(] b
J.f(x)dx=J‘f(a+b—t)dt

10.4 Calcilense las integrales indefinidas siguientes:

[ xdx (x* — 2)dx
a) | 5——— b |/
Jx°—x+2 x +Ax+1
r Sd
9 3dx d) x*dx
Jx — x? x5 —-2x +1
" dx 0 J' 4x3 dx
© J3x3 - 2x x> —-2x+8

10.5 Calculense las integrales siguientes:
r

1
a) |sen2xcos3xdx [Sugerencia: sen x cos y = E(sen (x — y) + sen(x + y)).]

o
b) |cos2xsen 4x dx

c) sen 3x sen 2x dx
d) €08 2x cos 3x dx

v -
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Carl Friedrich Gauss
(1777 a 1855)

El genio de Gauss, como el de Arquimedes y Newton, trasciende hasta la época
actual, y ha marcado un hito en el pensamiento cientifico. Debido a su habilidad
para las matematicas y los idiomas, fue recomendado con el duque de Brunswick,
de quien recibié ayuda financiera para continuar sus estudios hasta la Univer-
sidad de Gotinga.

A los 16 afios intuyé la existencia de geometrias no euclidianas, y mds tarde,
en 1829, comunicé a Bessel que posiblemente nunca publicaria sus trabajos sobre
este tema. Se sabe de ellos a través de cartas a sus amigos, dos breves trabajos
publicados en la revista Gottingische Gelehrte Anzeigen, en 1816 y 1822, y algunas
notas encontradas entre sus papeles después de su muerte. Existe evidencia de que
Bolyai y Lobatschevsky fueron influidos por las ideas de Gauss acerca de las
geometrias no euclidianas. A los 22 afios obtuvo su doctorado, habiendo probado
en su tesis el teorema fundamental del dlgebra.

Por vez primera utilizé los numeros complejos en su trabajo Disquisitiones
Arithmeticae.

En 1821, tuvo la oportunidad de aplicar sus dotes extraordinarias de calcu-
lista. El primer dia del afio se descubrié un asteroide, bautizado como Ceres, que
parecia aproximarse al Sol. Los astrénomos no habian podido calcular su orbita a
pesar de haber podido observarlo durante 40 dias antes de perderlo de vista. Con solo
tres observaciones, Gauss desarrollé una técnica para calcular sus componentes
orbitales con una exactitud tal que los astrénomos pudieron localizar sin dificultad a
Ceres, a fines de 1822 y principios de 1823. Esta técnica condujo a Gauss a
desarrollar un método de ajuste de curvas conocido como «minimos cuadrados».
Su Theoria motus corporum celestium es una de las grandes obras de astro-
nomia.

No obstante haber publicado relativamente poco por el tiempo dedicado a
pulir sus obras, sus aportaciones fueron tan amplias e importantes que no es
posible dar una idea cabal de ellas en este resumen. Solo se sefialard que Gauss
fue un gran matemdtico, tanto tedrico como aplicado; se le considera pionero
en la aplicacion de la matematica a la gravitacion, la electricidad y el magnetismo;
desarrollé la teoria del potencial y el andlisis real. Antes que él, Euler, Lagrange
y Monge habian investigado la geometria sobre ciertos tipos de superficies curvas;
Gauss atacé el problema en su generalidad. Su obra Disquisitiones Generales
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Circa Superficies Curvas (1827) es de una importancia tal que, gracias a ella,
la geometria diferencial adquiere un desarrollo extraordinario.
Al morir Gauss se acufiaron monedas en su honor y se le otorgd, como
tributo, el titulo de «Mathematicorum princeps» ( «Principe de la matemadtica» ).
En forma paralela a la vida de Gauss se destacan, en otras ramas de la acti-
vidad humana, los hechos siguientes : '

LITERATURA

Goethe: Afios de aprendizaje de Wilhelm Meister, 1796; F. austo, 1832,
Pushkin: Rusland y Ludmila, 1822

Rousseaw: Confesiones, 1788.
Schiller: Oda a la alegria, 1785; Guillermo Tell, 1804.

MUSICA

Beethoven: La patética, 1799; Concierto Emperador, 1809; entre 1800 y 1823,
compuso sus nueve sinfonias; Missa solemnis, 1823.
Cimarosa: E! matrimonio secreto, 1792,
Haydn: Sinfonia Oxford, 1789; La Creacién, 1798; Las Estaciones, 1801.
Mozart: Concierto para flauta y arpa, 1778;: Misa. de la Coronacion, 1779;
Sinfonias nims. 35 y 36, 1782; Conciertos para piano nums. 20, 21 y 22,
1785; -Las bodas de Figaro, 1786.

PINTURA
De la Croix: Dante y Virgilio en los infiernos, 1824.

MGoya: La maja desnuda, La maja vestida, 1804; Los desastres de la guerra, 1810;
El aquelarre, 1819; Saturno devorando a sus hijos, 1821.

CULTURA EN GENERAL

Kant, E.: Critica de la razon p+~a, 1781; Critica de la razén prdctica,
Laplace: Exposicion del sistema .el mundo.

‘Lavoisier: Tratado elemental de quimica, 1789.

Se establece el sistema métrico decimal, 1793.

Carl Friedrich Gauss
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APLICACIONES DE LA
INTEGRAL DEFINIDA

AREAS DE REGIONES PLANAS

Supongase que f * es una funcién no negativa, definida en un intervalo [a, b].
Por lo visto en el capitulo anterior, el area A del conjunto acotado por la
grafica de f, el eje x y las rectas x = a y x = b, no es sino la integral definida,

b

f S (x)dx

En forma analoga, se tiene que si f < 0 para todo x € [a, b], entonces
b

f f()dx <0
(Véase Ejercicio 9.11)
Por tanto, para este caso,
b ‘ b b
j | £(x)|dx =J —f(x)dx = —J f(x)dx = 0, [11.1]

y se dice que el area del conjunto acotado por la grafica de f'y el eje x entre los
limites a y b es la integral de la izquierda en [11. 1] (Véase Fig. 11.1.)
En forma mas general, tenemos 3

DEFINICION 11.1 El drea del conjunto acotado por la grdfica de F, el
eje x y las rectas x =a y x = b es la integral definida

b
.[ | f(x)|dx

* Las funciones consideradas en lo que sigue son integrables. En particular, por el teorema 9.2,
los resultados son validos para funciones continuas.
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Fig. 11.1 Area sin orientacion.

EJEMPLOS

1. Calculese el area del conjunto acotado por cos x, el eje x y las rectas x = .0
y x =2n.

\n/Z n /E\
0 \/3/21: 2 ¥

—_t

Por definicion, se tiene
3

22 n/2 -En 2r
A= |cos x|dx = cos x dx — cos xdx + , cosxdx =
0 0 n/2 -1
3 2
n/2 =% 2r .
=senx| —senx +senx|, = 4 unidades de area.
0 n/2 En

Esta definicion se generaliza de la manera siguiente:
DEFINICION 11.2 Seanfy g dos funcioneé deﬁnida.s; en [a, b]. El drea

de la region limitada por las grdficas de las dos funciones y las rectas
x=ayx=Dbes

o

b
4= 176 - ooy
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Obsérvese que en la figura 11.2 se tiene que f(x) > g(x) sia<x<cy
g(x) = f(x) en caso de que c < x < b.

|
i l Graf. de f |
c

Figura 11.2

Ademas, si se toma g(x) = 0 para todo x, entonces se tiene [11.1].
2. Sean g(x) =1y f(x) = 2 — (x/2). Calculese el area comprendida entre las
graficas de g(x) y f(x) en el intervalo [0, 2].

Solucion

2—§—ldx,

2 2
‘ j |£(x) — g(x)|dx = J
0 0

y como 0 < x/2 < 1510 < x < 2, entonces, en lo que sigue, podemos quitar
las barras del valQr absoluto, o sea,

2

2 | 2 x v [ x2

o

= 1 unidades de area.

Notese que este resultado coincide con el obtenido mediante la férmula
para el 4rea de un triangulo.
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3. Calculese el 4rea del conjunto acotado por las curvas y = x3 e y = 3x + 2.

Considérese la funcién x* — (3x + 2) que se anulaen x =2 y x = —1.
Como la recta y = 3x + 2 es tangente a y = x> en (—1, —1), se sigue que
y = 3x + 2seencuentra por arriba de y = x> entre los valores —1 < x < 2;
es decir,

Ix+22x% si —1<€<x<?2

Por tanto, el area es

2 3 2 4|2 27
[(3x + 2) — x3]dx = 2 + 2x — o= unidades de area.
-1 2 4(_, 4

4. Calculese el area limitada por una circunferencia de radio r. Esta ltima pue-
de representarse analiticamente mediante la ecuacion

x*+y2=rt, r>0
de donde

y, asi,
y= =2
Por consiguiente, la igualdad

y=JT=%
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proporciona una funcién cuya grafica son los puntos (x,y) de la circun-
ferencia, tales que y > 0.

( = 0) 0 (r, 0)

Si se considera la funcién y = —./r? — x2, se obtiene la otra parte de la
circunferencia. Ademds, dado que la circunferencia es simétrica respecto al eje

x, el drea A pedida es igual al doble del drea del conjunto acotado por la
grifica de y = \/r? — x2, el eje x, y por las rectas x = —r y x = r; es decir,

A= 2J Jr2 — x2dx [11.2]
Al hacer un cambio de variable se tiene

x=rcost, dx = —rsentdt

Como x toma todos los valores comprendidos en [—r,r] para t en [ —=, 0],
la ecuacién [11.2] se convierte en

0 0
A=2J rl-rzcoszt(—rsent)dt=2j sen’t dt,
—n -7

que, mediante los métodos estudiados en el capitulo anterior, da

A—ZZ(t sen2t)
=T\ s

Algunas regiones del plano estan limitadas por rectas horizontales y curvas
que pueden interpretarse como graficas de funciones de y; la definicion sera
aplicable a esas regiones, pero integrando respecto a y.

Hallese el drea acotada por las graficas de las funciones y?> = 3x — 2
e y = x — 2 (véase figura siguiente).

0
= nr? unidades de area.

-7
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P(6,4)

a1, -1 x

/

Los puntos de interseccidon de las graficas de las dos funciones son
P(6,4) y Q(1, —1); asi, se tiene que

4 2 2 4
area =f [(y +2) — y ;- ]dy =%J (—=y* + 3y + 4)dy,
-1 )

-1
de donde

) 1y
area = 3[ 3

4 2|4 4
+3%|

+ 4y

] = 11_285— unidades de area.

-1

AREA EN COORDENADAS POLARES

Antes de encontrar la féormula para calcular el area de una regién expresada

en coordenadas polares, se calculara el area 4 de un sector circular, cuyo
angulo central es 6 y cuyo radio es p.
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No se pierde generalidad si se coloca este sector en la forma indicada en la
figura siguiente y se supone que 0 < 6 < =n/2.

Ao

0 0] x
pcosf

Como x? + y* = p?, se tiene que y = /p? = x2.
Se sabe que el area A, de la region que aparece sombreada en la figura
anterior esta dada por

p p :
A0=J ydx=j Jp? — xtdx
pcos@ pcos@

Para calcular esa integral hagase el siguiente cambio de variable x = pcosy,
con lo que

0 0 2
Ao = —J p*J1T —cosZusenudu =p2J~ sen? u du =%<u—%sen2u>
)

0

9

0

De donde, F R A U S
4 = p?0 p>sen20 p*0 p?senfcosf
°T 2 4 2 2

Por otra parte, el drea del tridngulo OPQ = i(pcosO)(psend) y, como

A = A, + area AOPQ, se concluye que
A =4p20

Empleando lo anterior, se encontrara una expresion para calcular el area
de ciertas regiones acotadas por las graficas de algunas ecuaciones polares.

Considérese una curva definida en coordenadas polares por la ecuacion
p = f(0), con f continua y positiva, y0 < a < 0 < f < 2n.

El area A que se desea calcular es la de la region limitada por dicha curva y las
rectas 0 = o y 0 = B (véase figura siguiente).

Para hacerlo se procede en forma semejante a la seguida con coordenadas
rectangulares. Asi, el angulo f — « se subdivide en n subangulos; es decir, se

consideran las rectas 8 = 0y, 0 = 04, ..., 0 = 0,,donde o = 0y < 0, < 0; <~ <
< 6, = B (en coordenadas rectangulares se subdivide un segmento).
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\j

Para cada 1 < i< n, sea R; la regién limitada por la grafica de p = f(6)
y las rectas 6 = 6;_, y 0 = 6, [Fig. 11.3(a)].

Si M; y m; son el maximo y el minimo, respectivamente, de f para
0:—1 < 0 < 0, entonces R; estd comprendida entre los circulos de radios M;
y m; y que tienen su centro en O [Fig. 11.3(b)]." Asi,

m? M? '
?(ei —0i-) <A< "2—(61' —-8;-1)

¥, por consiguiente,
n mlz n M,z
Z 7(01-01w1)<A< Z —2—(0,'—9,-__1)
i-1 i-1

Las ultimas desigualdades pueden escribirse de la manera siguiente:

f? f?
1<m7)<A<UOmj>dm@ P ={a=00,0,,..,0,= B

Como lo anterior es valido para toda participacion P de [o, 8], entonces,

b £2(0) b £3(9)
J; T‘”’,SA < j: 2 de,

y dado que f es integrable por ser continua, se concluye entonces que

A—lr 2(6)d6
=3 ] /76
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(b
Figura 11.3

EJEMPLO Hallese el area A de uno de los pétalos de la rosa de cuatro
pétalos p = 2 cos 20 (véase figura siguiente).
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g:[a,b] = R es continua, entonces img es un intervalo cerrado.) Entonces,
b

b
J Sflg@)g' () dt = j f(x)dx

gla)

El resultado es obvio si g es una funcién constante. Por tanto, supéngase que
no lo es.

Demostracion
Sea F una primitiva de f, es decir, F'(x) = f(x) para todo xe[c,d].
Entonces, por la regla de la cadena, Feog es una primitiva ‘de (f° g)g'(¢).
En efecto,

(F°g)(t) = Fg(t)g'(t) = flg(t)g'(t) para todo te[a,b]

Por tanto,

b
J‘ flg)g'®) dt = (F ° g)b) — (F ° g)(a) = F(g(b)) — F(g(a))

“Pero‘ F(g(b)) — F(g(a)) es exactamente la integral

o
J S(x)ydx
gla)
EJEMPLOS .
2 1 ot ’
1. J‘ sen’ x cos x dx = J whow'du=— =g
) 4
0 0 0

Ya que la funcién u = sen x transforma el intervalo ‘[O, 7f2] en [0, 1].
2. Considérese la integral o
TRE N |
J' 5\/)—(—:‘;
dx
1. X,

y el cambio de variable x(f) = 1 + t?; es decir,

b

x—1= t?
x'(t) = 2t;

el intervalo [1,5] viene del intervalo [0,2] bajo la funcién x(t); entonces,
por el teorema anterior,

« T g
J x;,a=f —2tdt
1: ‘.X‘ - 01+t

J"'/z . cos@do
o 6—5seng + sen? g

3. La integral
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vh

P1 Pe

Ps
P2

Po Py Pa

Entonces, la poligonal que une esos puntos tiene por longitud
S = Z Pi_‘lP,‘
i=1

Si las longitudes P;_,P; de la igualdad anterior se expresan analiticamente,
se tiene

=Y Jo % + () = S5

i=1

Apliquese el teorema del valor medio a f en los intervalos [x;-q, xi] ¥,
asi,

S= ¥ Vo~ w0 + T —x
i=1 . . . 5
donde

Xi-1 &< x

Asi, se tiene

S= Y (xi—xi_)J1 + L&) [11.3]
i=1
Cuando se toman particiones cada vez mas finas, es decir, cuando la norma
de P tiende a cero, se tiene que [11.3] tiende a la integral

b
j T+ dx - [114]

debido a que f’ es continua. Y, por otra parte, resulta ser intuitivamente
claro que las poligonales correspondientes a las particiones P se van apro-
ximando a la curva y, por tanto, sus longitudes [11.3] deberan aproximarse
a la longitud de la curva.

Asi resulta apropiado que la longltud de € se defina como la integral [11.4].
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LONGITUD DE UNA CURVA EXPRESADA
EN FORMA PARAMETRICA

Supdngase que la curva G esta expresada en forma paramétrica; es decir, que
existen dos funciones

x=f(t) e y=glt

definidas y continuas en un intervalo [a, b] y tales que € es la imagen de y(t)=

= (f(¢), g(t)). Supongamos ademas que f’ y g’ son también continuas en [a, b].
Sea P una particion de [a, b], esto es,

P={a=ty<t; <-~<t,=b}
y los puntos correspondientes en la curva 6,

R = {(f(tO)’ g(tO))’ (f(tl)a g(tl))’ ey (f(tn)a g(tn))}

La poligonal que une los puntos de R tiene por longitud

S= Y J(ft) = ft:-)? + (g(t) — glt:— )
i=1

Si se aplica el teorema del valor medioc a f y g en cada subintervalo
[t;-1,t:] de [a, b], se tiene . .

= ¥ VU@ — o) + @@ — 6,
donde |

ie1 SG <t Yy tieg Sdi<t;

al sacar a (¢; — t;— ) del radical, tenemos

S= L JUEr +@@pu-uy sl

Tomando particiones P de [a, b] de tal manera que AP — 0, se tiene que
[11.5] tiende, por ser f’ y g’ continuas, a la integral

f (f ) + (g @) dr.

Por lo que se define la longitud de € como el valor de esta integral.

EJEMPLO Calcilese la longitud de la circunferencia de radio a.
Esta curva esta representada por la funcién (x, y), donde

x=acost, y=asent; 0<t<2=n
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Asi, la longitud de la circunferencia se obtiene mediante la integral

2n 2n
j \/((a cost))?® + ((asent))? dt = j \/ a*sen’t + a®cos®tdt =
(1] 0

2n
= J adt = 2na unidades de longitud.
1]

VOLUMEN DE SOLIDOS DE REVOLUCION

Sea y = f(x) una funcién continua en un intervalo [a, b]. Giremos la grafica de
S alrededor del eje x, y consideremos el sélido limitado por la superficie resul-
tante al haberla girado; el objetivo es encontrar el volumen de este sélido.

iz

o
=
L ]

Dada una particién P = {a = x5 < x; <--- < x, = b}, se considerard el
sOlido formado por la unién de n cilindros, donde el i-ésimo cilindro tiene
radio |f(&)| y altura (x; — x;-,), donde & e [x; x;-1]. Entonces, este cilindro
tiene ¢l volumen

7 f(E)* (i — xi1),

pero

IfE)1* = (£(&))?

Por tanto, el sdlido, que es la unién de los n cilindros, tiene por volumen

Vp=m 2": (f(fi))z(xi — Xi—1)
i=1
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y=f(x) &)

Por ser fcontinua en [aq, b], al tomar particiones P tales que AP — 0, se tiene

que V, tiende a la integral definida

n fb Lf(x)]%dx,

que sera, por definicion, el volumen del s6lido generado al girar la grafica de
[ alrededor del eje x.

EJEMPLOS

1.

2.

Calculese el volumen de la bola de radio r; para esto, se gira la grafica de

la funcion
f) = =%

alrededor del eje x; por tanto, se calcula la integral

r 3
V= nf (\r* — x¥)dx = n(rzx - x?)

Calcilese el volumen del solido generado al girar la grafica de x = f(y) = y?,
0 < y < q, alrededor del eje y.

A

r

.= Snr3 unidades de volumen.

-r
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a aS

= % — unidades de volumen.

5o 5

r a y5
=n ‘[_ Lf()]%dy = L ny*dy = n—

Ahora girese la region bajo la grifica de f(x) alrededor del eje y; esto es,
considérese la region comprendida entre el eje x, la grafica de la funcién y las
rectas x =a y x = b, donde a > 0 (véase figura siguiente) y girese ésta
alrededor del eje y, con lo que quedara determinado el sdlido al que nos
referimos. Se procedera a obtener el volumen V de este sélido.

v4

<4

y‘r

—

—

.,.__..__

Y

([ SS—
L S,

=)
=
i~
®
]
o
®
=)
X
!

Considérese una particion P del intervalo [a, b]
P = {a = Xo < Xy < v Xy = b}

en particular, la region limitada por la grafica de la funcidn, el eje x y
las rectas x = x;-;, y x = x;.

Si se obtiene una aproximacion del volumen ¥, del sélido generado al
girar esta region alrededor del eje y, para cada 1 < i < n, resultard que,
al sumarlas, se obtendra una aproximacién del volumen buscado.

Sea X; € [x;_y, x;], como la funcion es continua, f(X;) = f(x) para todo
x € [x;-1, x;]; en otras palabras, la porcién de la grafica de f sobre el inter-
valo [x;-;, x;] estda proxima al segmento de recta y = f(x;) localizado
sobre el mismo intervalo.

Asi, V; es aproximadamente igual al volumen del sélido generado al
girar el rectingulo de altura | f(x;)| y base x; — x;_, alrededor del eje y.
Es claro que este tltimo so6lido és la regién comprendida entre dos cilindros
concéntricos. Por tanto,

Vi = nlf(x;)l(x. — xf-q) = 27t|f( :)I(m( — Xi-1)
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yA

Y

Observese que(x; + x;-)/2es el punto medio del intervalo [x;_y, x;].
Asi, al tomar X; =(x; + x;-1)/2 y sumar las V;, tenemos

V=2Y alf(X)xdx: — xi-1),
i=1
de donde, pasando al limite,
b
V= 2nf x| f(x)|dx

Sea f(x) = x> en [1,2]. Calcilese €l volumen del sélido generado al girar
la region bajo la grifica de f alrededor del eje y.

Solucion

1 2n

2 5
V= ZnJ x*dx = 21c§—— unidades de volumen.

1 5

° 5

Sea f(x) = x> en [—1,1]. Calciilese el volumen del sélido generado al
girar la region bajo la gréfica de f alrededor del eje y.
Solucién Obsérvese que basta girar la regién comprendida en el intervalo
[0, 1] pues, de otra manera, el sélido se genera dos veces:

—-

t x4 7
V=2n| x%x =2rn~| == unidades de volumen.
0 4, 2

-

Si se hubiera aplicado la formula en [—1, 1], se habria obtenido

0 1 40 4
Zn[j —x3dx + J x3dx:| = Zn[—i— + 2
-1 0 4., 4

es decir, se tendrian dos veces el volumen del solido.

1

:| = 1 unidades de volumen;
0
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AREA DE SOLIDOS DE REVOLUCION

Sea y = f(x) una funcién continua en [a, b] y con derivada f’ también continua
en [a, b]. Se calculara ahora el area A del solido generado al girar alrededor del
eje x esta grafica. ,

Como se sabe, el area de un cono truncado con radios ry,r, y lado I es
igual a

n(ry + ra)l
Toémese una particion del intervalo [a, b], es decir,
P=la=xy<x <--<x,=b}

y considérese la poligonal determinada por los puntos ((xo, f(Xo0)), - (Xm f (X))
Considérese también la region determinada por la grafica de f, las rectas
X =x;_1,X =X; y el eje x y girese ésta alrededor del eje x.

[fG)l

Una aproximacion del area, en este caso, es el area del cono truncado, con
radios |f(xi- )| y | f(x)| y lado

oy = x4 (fxim) = f(x)?
El area de este cono truncado es

A = |6 + [ £0- D) ximy = x)? + (flximy) = f(x))?
Por el teorema del valor medio, el area A; puede escribirse como
4; = n(lf(x:)l + If(xi—l)l) vV (x; — xi—l)z +(x; — xi—\)zfr(fi)s
donde Xx; € (x;-1, x;); por tanto,

A; = nl| f(x)] + | fOxi- DD — xi- 1) /1 + (f(x))*]
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Asi,
n

Az Y (If&) + [fGa- DD — xi-1) /1 + (S )]

i=1

Pasando al limite
b
A= 2nf |f(x)| 1 + (f'(x))? dx

EJEMPLO Calculese el drea de un paraboloide que se genera al girar
alrededor del eje x al arco de la parabola y* = 2px, determinado por las
condiciones 0 < x <ay 0<y.

Solucion Tenemos que y = \/2px e y' = \/2p/2,/x, por lo que
| 2p 2x+p
N+yr=[1+2L=
+ () \/ * s \/ P

Al aplicar la férmula, se tiene que

A=27zf V2% /2x2:pdx=2nﬁf VX T pdx =
[1] 1]

n/p[(2a + p)** — p**] unidades cuadradas.

2 a4
=2nﬁ§(2x+p)3/20 3

TRABA]JO

Ahora se calculara el trabajo desarrollado al desplazar un objeto una distancia §.
La trayectoria descrita no tiene por qué ser rectilinea; no obstante, nos res-
tringiremos a tal caso y supondremos que las fuerzas consideradas tienen la
direccion del desplazamiento.

En fisica se dice que si se aplica una fuerza constante a un objeto, entonces
el trabajo desarrollado por la fuerza esta dado por

trabajo = fuerza x distancia,

donde la fuerza se considera negativa si tiene sentido contrario al desplazamiento.
{Como proceder si la fuerza no es constante? Responderemos a tal cuestion
con consideraciones familiares al lector.
Considérese una particion P del intervalo [a, b], es decir,

P={a=xy<xy < <x,=5b},




404 APLICACIONES DE LA INTEGRAL DEFINIDA

y sea & € [x;—1, x;]; entonces el trabajo T, desarrollado por la fuerza f sobre la
particula en cuestion en el intervalo [x;-i, x;], es aproximadamente igual a

f({i)Axb
donde
Ax,- = X; — Xij-1

Consideremos la suma
Y f&)Ax,
i=1
donde

Eie[xi-1, %]

Esta suma dara aproximadamente el trabajo desarrollado en el intervalo
[a, b]. De nuevo, si se toman particiones P cuando AP — 0, entonces la suma
anterior, suponiendo que f es continua, tiende a la integral

b
J f(x)dx

Esta integral se conoce como el trabajo desarrollado por la fuerza f sobre un
objeto en el intervalo [a, b].

EJEMPLOS
1. Consideremos un resorte como el de la figura siguiente,

2

|<——— x —=

00006

donde la friccion es despreciable y en el cual se aplica una fuerza para
alargarlo x unidades. En fisica se sabe que la fuerza esta dada por la ley de
Hooke, es decir,

Z

F(x)y = —kx,

donde k es el coeficiente de restitucion del resorte.
2. Ahora supongamos que el resorte tiene una longitud natural igual a 10 cm y
que, al aplicarsele una fuerza de 3 newtons, se alarga una distancia de 2 cm.
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Se pide encontrar el trabajo desarrollado para alargarlo de 13 a 15 cm.
Solucion Como F(x) = kx se tiene que

3=k-2x 1072
de donde
k = 150 N/m.
Por tanto,
15 % 10°2. . 0.15
I= j 150xdx = 75x*| = 0.42 joules
13%10°2 0.13

(1 joule =1 newton x 1 metro)

MAS APLICACIONES DE LA INTEGRAL DEFINIDA

Masa de una varilla no homogénea

En el capitulo 5, seccion razéon de cambio, ejemplo 1, se definioé el concepto de
densidad lineal para una varilla rectilinea. De lo ahi expuesto se sigue que, si
la varilla tiene densidad lineal p constante y longitud I, entonces su masa es
m = pl. '

* Si la varilla no es homogénea, pero la funcidn p(x) es continua, entonces
se le coloca sobre el eje x y se considera una particion del intervalo [a, b]

- 3 ———————
a

y se toman puntos ¢, € [x;, x;_ ], lo que permite aproximar la masa m de la varilla
mediante la suma siguiente

m = -=21 PN (xi — xi-1)

Considérese el limite de esta suma cuando AP — 0 y tomese en cuenta que
p es una funcidon continua; por ultimo, se tendra que

n b
m= lim ) p(&)(xi — xi-1) = J. p(x)dx

AP0 i=1 a LJ‘X‘;{*“J
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Momento de masa de una varilla rectilinea

Considérense n particulas alineadas cuyas masas estin representadas por
mfi = 1,2,..,n). Oriéntese la recta que contiene a las particulas, fijese sobre
ella un origen O y asignense abscisas a cada punto de esta recta.

Se denomina momento de masa del sistema de n particulas respecto a O a
la suma

n
‘M = Z mx;,
i=1

donde x; es la abscisa de la i-ésima particula.

En el caso de una varilla no homogénea se toma una particiéon P= {a=x,<
< x; <--- < x, = b}. La parte comprendida en el intervalo [x;_,, x;] se toma
como una particula localizada en un punto & e[x;-, x;].

En este punto, la masa aproximada de esta particula es

pE)(x; — x;-4)

(véase Sec. anterior).
Asi pues, en este caso,

z": [o(&)(xi — xi-1)],
i=1

es aproximadamente igual al momento de masa del conjunto de las particulas
que se han considerado; si tomamos el limite de esta dltima suma cuando
A P — 0, se obtendra entonces lo que se llama el momento de masa de la va-
rilla, o sea,

M = lim Z xip(&s) Ax;;

AP-o0 i=1

esto es,

b
M= J‘ xp(x)dx, dada una continuidad de p.

Centro de masa de una varilla

Si se considera de nuevo un sistema de particulas alineadas, el centro de masa
de ese sistema es el punto C,, tal que el momento de masa del sistema respecto
a cualquier punto O, es igual al producto de la masa total y la abscisa X,
respecto a este origen O, del punto C,. Para el caso de la varilla ejemplificado
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con anterioridad, si, de nuevo, se designa por X a la abscisa del centro de masa,
entonces, por la definicién de C,,, se tiene que

b b
f xp(x)dx = <f p(x)dx) bzc;

- -~ . abscisa de C respecto a O

momento de masa  masa total

De esta manera,

Si p es constante, entonces

X =

(Recuérdese que ! = longitud de la varilla) y el punto x es el centro de la
varilla, como puede comprobarse con facilidad.

Teorema de Pappo

Para estudiar una aplicacién bastante util, se generalizaran un tanto los resul-
tados anteriores.

a) Masa de una varilla curva. Considérese que la varilla tiene forma
de curva lisa, es decir, admite una parametrizaciéon y:[a, b] = R? con funciones
componentes y;, y, que tienen derivadas continuas en [a, b], y supongase de
nuevo que su seccion transversal es despreciable.

Supdngase, ademas, que su densidad de masa es constante, o sea, que
existe un nimero p tal que, para cualquier porcion de la curva, su masa (de
esta porcion) es el producto de p por la longitud de tal porcion. Por tanto,
si m es la masa total de la varilla, se tiene que

b
m = PJ; (1) + (ya(0)* dt

b) Momento de masa de una varilla curva respecto a una recta. En
fisica, el momento de masa de un sistema de particulas (no necesariamente
alineadas), con masas my, .., m, respecto a una recta L, se define de la manera
siguiente:

mldl + M2d2 + -+ m,,d,,,
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donde d;, i = 1,2,..,n es la distancia dirigida* de la i-ésima particula a la
recta considerada. En particular, los momentos de masa respecto a los ejes x
€ y son:

M, = Zmi)’i, M, = Zmixia

respectivamente, donde hemos seleccionado en la forma usual los semiplanos
positivos correspondientes a los ejes x ¢ y. Ahora se extienden estos ultimos
conceptos a una varilla curva del tipo mencionado en a).

Sea to, .., t, una particion de [a,b). La masa de la porcién de la curva
comprendida entre ¥(t;_,) y y(t;) estd dada por

P f (10 + (vx(0)* dt,

i-1

y podemos suponer que esta suma esti concentrada en y(t;-,) para ie[1,..,n],
con lo cual se obtiene un sistema de n particulas.
El momento de masa M, de este sistema respecto al eje x es

M, = ‘Z yz(ti_l)p-f ' JEIOP + Gae)*de

i=1 i

Por el teorema del valor medio para integrales, tenemos

J‘ VOIOF + (30)7 de = 32 + 720t — ti-y),

donde t;e[t;_,,t;] para cada 1 <i < n.

Asi,
M, = R.Z:l)’z(ti—l)\/)"x (&) + vyt — tiy)

Al tomar particiones cada vez mas finas, los sistemas de particulas obtenidos
representan mejor a la curva y, por consiguiente, resulta natural definir el mo-
mento de masa de la curva respecto al eje x como el limite del miembro
derecho de la igualdad cuando la norma de la particién tiende a cero, limite
que coincide con

b
Mz = p | v200yE¢) + y2(t)dt

L4
En forma analoga,
b

M3 = p | 71220 + y2(e)de

o

* La recta L divide al plano en dos semiplanos; seleccionamos uno como el semiplano positivo.
Si un punto P est4 en este semiplano, su distancia dirigida a la recta ser4, simplemente, la distancia
del punto a esa recta. Si el punto P esta en el otro semiplano, la distancia dirigida serA menos
la distancia del punto a la recta.
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Notese que cuando la curva es la grafica de una funcién f(x) con derivada
continua, las formulas anteriores se reducen a

b b
M; = Pf FOJLA ()P (x)dx; M = Pf x\/l + () (x)dx  (A)

c) Centroide de una curva. Las coordenadas X e y del centroide de
una curva y = (yy, 72) son:

b B ) b
vp'J' 720/ 73(0) + y2D)de _[ 2(ON/12(0) + Y2(2) dt

f == = ———
M M N [ ——
f V) + y2(0) dt
b - o b ‘ .
M pf Y1) /r3(e) + yA(e)dt J 71(0)/713(8) + y2A(t) dt
- _ __y — a — a
=M M

b
J y13(t) + y2A(t) dt

Con todo lo anterior, puede ya enunciarse el teorema de Pappo en la ver-
sion siguiente:

TEOREMA DE PAPPO Sea C la grafica de una funcion positiva f(x)
con derivada continua en [a, b], donde a > 0 0 b < 0. El area A del solido de
revoluciéon obtenido al hacer girar a C alrededor del eje x es igual a

2nylong C, (B)
donde y es la ordenada del centroide de C y long C es la longitud de C.

Nota Del mismo modo, tenemos que el area del sélido de revolucion
obtenido al hacer girar a C alrededor del eje y es
2nx long C,

donde X es la abscisa del centroide de C.

Demostracion
En (B) sustituimos lo que es y utilizando (A). Asi,

2n rf(x) 1+ (f'(x))* dx

)
J1T + (T ®)? dx

2aylong C = J.

long C

y como

b
long C = J vi+ (f'(x)? dx,
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entonces .
2rnylong C = 27!J‘ ST + (f (x)*dx

Y como ya se vio, ésta es el area A del sdlido de revolucion.

EJEMPLOS
1. Calculese el area de un cono circular recto cuya base tiene radio r y lado
recto L

Considérese el segmento de recta que une el origen con el punto
(/I? — r2, 7). Al girar al segmento alrededor del eje x se obtiene el cono dado.
Segun el teorema de Pappo, obtenemos que el area de este cono es igual a

r
27(51 = 7U'l,
.VA
. (\/Iz—"zsr)
\
0 - x

- — s o

ya que las coordenadas del centroide son (\/IZ — r2/2, r/2) (véase figura).

2. Considérese el area de una esfera de radio r que, como se sabe, es 4nr2.
Con este dato se obtienen las coordenadas (x,y) del centroide del semi-
circulo mostrado en la figura siguiente, ya que, por el teorema de Pappo,
se tiene que 4nr’ = 2n X nr, de donde x = r/n. La segunda coordenada
y es nula, debido a la simetria de la curva (véase Ejercicio 10.26).

y

) x
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EJERCICIOS

11.1 Calcilese el area bajo la grafica en cada una de las funciones siguientes, entre
x=a,x=b '
a) f()=1-x*a=-1,b=1
b) fx)=x2-9,a=3 b=3
0 gx)=x3—4ax*+3x,a=0,b=2
d) gx)=x3—-6x2+8x,a=0,b=4
11.2 Calculese el drea de la regidon limitada por
a) la parabola y = 4x — x? y el eje de las abscisas,
b) lacurva y = x(x — I)(x — 2) y el gje x,
c¢) la curva y = tan x, el eje x y la recta x = n/3,
d) lacurvay=x3larectay=28yelejey,
e) lascurvas x =6y2—3 y x+3y=0,
f) lascurvas y=|x| e y=x* ,
g) lascurvasy= —x e y =2x — 3x%,
h) lascurvas y=x>—x € y=x— x?,

2
i) las parabolas y = x%(3 ¢ y =4 — §x3,
j) la hipérbola xy =4y x=1, x=3yelge x
En los ejercicios 3 y 4 se considerardn ecuaciones polares.

11.3 Hallese el area de la region limitada por
a) la cardioide p = a(l + cos 8), donde a > 0,
b) la primera y segunda espira de la espiral de Arquimedes p = af, donde a > 0,

c) una de las hojas de la curva p = 2 cos 26,

d) la parabola p = 2sec?(6/2) y las rectas = n/d y 0 = /2,
e) p=4senb, ' '
f) p=2—2send,

g) la elipse p = 2/(1 + 3 cos ).
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11.5

11.6

1.7

APLICACIONES DE LA INTEGRAL DEFINIDA

a) Hallese el area de la region que es interior a p = 4cos 8 y exterior a p = 2.
b) Hallese el area de la region que es interior a p2 = 8 cos 20 y exterior a p = 2.
c) Halleseelareadelaregionqueesinteriora p = 3 cos @ yexteriorap = 1 + cos 6.
d)" Hallese el 4rea que es interior a p = \/2cos@ y exterior a p = 2(1 — cos ).
Encuéntrese la longitud de la curva indicada en cada caso.

a) f(x) = x¥%; xe[0,4]

b) f(x) =4x* + 1/(2x); x€[1,3] i

9 fx)=2x;xe[0,1] "

d) f(x)=¢€"; xe[0,1]

e) f(x) =logx; xe[/3, /8]

Demuéstrese que toda recta del plano tiene una representacion paramétrica de la

forma
X = Xo + at

y=yo+ bt
[Sugerencia: Considérense dos casos, uno en que la recta es vertical y otro en que
no lo es.} ‘ .

Dibujese la curva definida por cada una de las siguientes parejas de ecuaciones
parameétricas.

a) x=cost b) x =cos?t
y =cos?t y = cos*t
c) x=1¢ d x=—-/=t
y=1t* y= -t

Dibujese la grafica de y = x* y compdrese cada una de las curvas anteriores
con esta Ultima. Encuéntrense, ademas, dos conjuntos mas de ecuaciones parameé-
tricas que representen parte de y = x2 y sean diferentes de a) a d).

11.8 Encuéntrese la longitud de las curvas indicadas a continuacion:

119

a) x=Tt—-3 b) x=1t—sent
tefo,
y=5t+2}te[0,2] y=1 —cost} €{0,2n]
¢) x=-e "'cost d) x=3cost — cos3t
0,2 : t [0,
y= e"sent}te[ ] L y=3sent—sen3t} ef0.x]
€) x=2cost— cos2t fy x=1%
0’
y=2sent—sen2t}te[ "] (6t + 92 p1€[0,4]
y="9g
g x=4 h) x=4t+3
.15 t A
y= ent}te[O,O ] y=2r €[0,5]

i) x=e'cost telo® j) x =cos’t relo®
y=¢é'sent 2 y =sen3t 2
La curva%que tiene por ecuacién polar p = f(0), puede expresarse en forma para-

métrica como
x =f(f)cos O

y =f(6)senb,
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usando 8 como parametro. Pruébese que la longitud del arco de la curva%, cuando 0
varia entre 8, y 0,, esta dada por

0;
L JTO? + /O do,

suponiendo que f' es continua.

En el siguiente ejercicio aparecen ecuaciones polares.

11.10

11.11

Hallense:

a) La longitud de la espiral p = e=%; 8 €[0, 2n].

b) La longitud de p = 6; 0€[0, 2n].

c) La longitud de la cardioide p = 2(1 + cos 8).

d) La longitud de p = cos?(6/2); 8 [0, n].

¢) La longitud del arco de la espiral p = 2¢f que es interior al circulo p = 2.

Calculense los volumenes de los solidos siguientes, obtenidos al girar las regiones
bajo las curvas de la manera que se indica a continuacién:

a) f(x)=3x% xe[—-1, 3], alrededor del eje x.
. b) fx)=x3x€[0,2], alrededor del eje y.
¢) f(x)=sen’x, xe[0,x], alrededor del eje x.

11.12

11.13

11.14

1115

d) f(x)=coshx,xe[—-1,1], alrededor del eje x.

e f(x)=|x| — x, xe[—3,2], alrededor del eje x.

En los incisos siguientes, encuéntrese el volumen del solido generado al girar (res-
pecto al eje indicado) la region limitada por las curvas dadas:

a) y=x2 y=1(ee x).

b) y=x%y=x (e y)

) y=x%y=3-2x (e x).

d) y=¢€,x=0,y=0 (e x).

e) y=¢€,x=0,y=0(ee y).

f) y=senx, y =0, con xe[0,n] (eje x).

g yi=4x+ 16, x =0 (cje y).

hy y=x%x=2y=0je y

i) y=x%y=0,x=2 (e x).

}) y=senx, con xe[0,n], y = 0 (eje x).

Por el centro de una bola de billar, perfectamente esférica, se hace una perfora-
ci6én cilindrica. El radio de la esfera no se conoce; sin embargo, se sabe que la
longitud del agujero es igual a R unidades.

Muéstrese que €l volumen de lo que queda de la esfera, después de perforarla,
es igual al volumen de una esfera de diametro R.

Considérese la esfera como un so6lido de revolucién, y encuéntrese la formula de su
volumen, suponiendo que el radio es R.

Hallese el volumen del sélido generado al girar alrededor del eje x, la region
comprendida entre y = x* e y = \/x.
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11.16 Hallese el volumen del toro generado al girar el disco (x — a)? + y? < r%, r < a,
donde r > 0, alrededor del eje y (véase figura). )

11.17 Encuéntrese el volumen de un cono circular recto cuya base tiene radio r y cuya
altura es h.

11.18 Encuéntrese el volumen generado al girar el triangulo cuyos vértices son (0,0),
(4,0), (1, 3), alrededor del eje y.

11.19 De acuerdo con la ley de la gravitacién universal de Newton, dos cuerpos A y B
cuyas masas son m; y m, respectivamente, se atraen mutuamente con una fuerza
de magnitud

mymsz

2’

FrnN=¢G

siendo r la distancia que separa a A y B, y donde G es constante. En lo que sigue
déjese G, indicado en las respuestas.

a) Encuéntrese el trabajo desarrollado para separar 3 m a dos cuerpos que se
encuentran separados 1 m, suponiendo que uno de ellos esté fijo.

b) Encuéntrese el trabajo desarrollado para separar dos objetos una distancia igual a
d m, con d > 1, si inicialmente tienen 1 m de separacion, suponiendo que uno
de ellos esta fijo.

11.20 Calculese el trabajo desarrollado para estirar 20 cm un resorte, cuya longitud
natural es de 8 cm, si para estirarlo 0.25 m se requiere de 4 newton.

11.21 Laley de Coulomb establece que la magnitud de la fuerza de interaccion entre dos
cargas eléctricas g, y g, estd dada por

kq1q;

r’

F(x) =

donde r es la distancia que separa a las cargas y k una constante de proporciona-
lidad. De acuerdo con esta ley, y teniendo en cuenta que cuando las cargas son
del mismo signo se repelen y cuando son de signo contrario se atraen, digase
como interactiian dos electrones (carga negativa) y ademas:

a) Si uno de ellos esta fijo en el punto 2 del eje x, hallese el trabajo realizado
por las fuerzas para trasladar al otro electron desde el punto 4 hasta el punto 8.




11.22

11.23

11.24

11.25

11.26

11.27
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b) Si un electron esta fijo en el punto O del eje x y el otro lo esta en el punto 1,
hallese el trabajo realizado por las fuerzas para trasladar un tercer electrén del
punto 2 al 6.

(Cual es el trabajo desarrollado para mover una particula 5 cm, si la fuerza F esta
dada por F(x) = 15x% donde x es la distancia recorrida?

¢Qué trabajo debe realizarse para levantar un cuerpo de masa M de la superficie
de la tierra, cuyo radio es R, a una altura h? ;A qué sera igual este trabajo si hay
que llevar el cuerpo al infinito? )

Un cilindro con un émbolo mévil, de diametro D = 20 cm y longitud L = 80 cm,
esta lleno de vapor con una presién P = 10 kg/cm?. ;Qué trabajo hace falta realizar
para disminuir el volumen del vapor dos veces si la temperatura permanece cons-
tante? (Proceso isotérmico. Usese presion x volumen = k x temperatura, donde k
es constante.)

En los ejercicios siguientes, calculese el area de las superficies que'se generan al gi-
rar alrededor del eje indicado las curvas dadas.

a) y = x* desde (0, 0) hasta (1, 1), alrededor del eje x.

b) y = (x*/2) + (x?/3) desde (1, 0) hasta (4, 0), alrededor del eje .

¢) y=(x* — 1)¥2 desde x = 2 hasta x = 4, alrededor del eje y.

d) y = senx desde x = m hasta x = 2z, alrededor del eje x.

€) v=e¢7% con x =0, alrededor del eje x.

f) 9y? = x(3 — x)%, desde x = 0 hasta x = 3, alrededor del eje x.

Sea C la grafica de una funcién con derivada continua en [a,b]. Pruébese que,

si f es simétrica respecto a alguno de los ejes, entonces el centroide de C esta
en ese eje.

Hallese el area del toro obtenido al girar alrededor del eje y a la circunferencia
(x — b’ + y* = a* donde a < b. (Usese el teorema de Pappo.)
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Georg Friedrich Bernhardt

Riemann
(1826 a 1866)

Nacié en Hannover, Alemania, y a los 25 afios de edad obtuvo su grado de doctor
en la Universidad de Gotinga. Se le considera uno de los matemdticos mds
creativos del siglo X1X y sus trabajos influyeron, en forma notable, en la geometria
y el andlisis matemdtico; ademds, su concepcion de la geometria del espacio
tuvo un profundo efecto en la fisica tedrica moderna. En gran parte, sus ideas
constituyeron los fundamentos de los conceptos y métodos utilizados después en la
teoria de la relatividad.

Al hacer estudios en fisica experimental y en naturphilosophie ( ciencias), la que
busca obtener principios universales de todos los fenémenos naturales, Riemann
concluyé que la teoria matemdtica podria asegurar una conexion entre el magne-
tismo, la luz, la gravitacion y la electricidad, y sugirié teorfas de campo en las que
el espacio alrededor de las cargas eléctricas puede describirse en forma matemdtica.

Su tesis doctoral Grundlagen fur eine allgemeine Theorie der Functionen
einer veranderlichen complexen Grosse fue dirigida por Gauss, y es considerada
uno de los mayores logros de la matemdtica del siglo XIX. Entre sus famosos
trabajos, cabe destacar Uber die Darstellbarkeit einer Function durch eine
trigonometrische Reihe y Uber die Hypothesen Welche der Geometrie zu
Grunde liegen. '

Muchos resultados importantes en matemdtica llevan el nombre de Riemann;
baste recordar que en este texto se ha estudiado la «integral de Riemann». Al
morir Gauss, le sucedié, en Gotinga, Peter Lejeune Dirichlet, quien, a su
vez, fue sucedido por Riemann. Este murié siendo aun muy joven, durante un viaje
que hizo a Italia en busca de alivio a una pleuresia que se convirtié en pulmonia.

En forma paralela a la vida de Riemann se destacan, en otras ramas de'la
actividad humana, los hechos siguientes:

LITERATURA

Carroll, Lewis: Alicia en el pais de las maravillas, 1865.

Dickens: Los papeles postumos del Club Pickwick, 1836; David Copperfield, 1849;
Historia de .dos ciudades, 1859.

Hugo, Victor: Hernani, 1830; Nuestra Sefiora de Paris, 1831; La leyenda de los
siglos, 1859; Los miserables, 1862.
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Stendhal: Rojo y negro, 1831; La cartuja de Parma, 1839.
Tolstoi: La guerra'y la paz, 1865.

MUSICA

Brahms: Concierto nim. 1 para piano, 1857.

Schumann: Carnaval, 1835; Kraisleriana, 1838; Concierto para piano, 1841;
Manfredo, 1848; Sinfonia La Renana, 1850.

Verdi: Nabucco, 1842; Rigoletto, 1851; El trovador, La Traviata, 1853; La
fuerza del destino, 1862.

PINTURA

Degas: Antes de la salida, 1862; En las carreras, 1865.

De la Croix: La muerte de Sardandpalo, 1828; La libertad guiando al pueblo,
1830.

Manet: Lola de Valencia, 1861; Olimpia, Dejéuner sur Pherbe, 1863.

CULTURA EN GENERAL

Aparecen: el ferrocarril, 1830; el motor eléctrico, 1831; el teléfono, 1833; la
camara fotogréfica, 1839; el submarino, 1850.

Darwin: El origen de las especies, 1859.

Humbeoldt: Vigje a las regiones equinocciales, 1834.

Marx y Engels: Manifiesto del Partido Comunista, 1848.

Georg Friedrich Bernhardt Riemann
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INTEGRACION
NUMERICA

Cuando se tiene el problema de calcular un area que puede ser identificada con
el area bajo la grafica de una funcion real e integrable f (continua o no y definida
en un intervalo [a,b]), entonces puede escribirse, segiin se vio en capitulos
anteriores, por medio de la integral definida,

b
area = j f(x)dx

Figura 12.1

Asi, el problema se ha convertido en resolver una integral, la cual podemos
calcular, en caso de que f sea continua, con la ayuda del teorema fundamental
del calculo, que dice: si f es continua sobre [a, b], entonces existe una funcion
F definida en todo el intervalo [a,b], derivable, tal que F' = f en todo el in-
tervalo [a,b] y, ademas,

Y f(x)dx = F(b) — F(a) [121]

a
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Pero no siempre es posible expresar F como combinacion finita de funciones
tales como polinomios, funciones racionales, funciones trigonométricas, etc.,
que en general son las tnicas para las cuales es posible saber los valores
numéricos de F(b) y F(a) o, lo que es igual, el valor numérico del drea.
Por tal motivo, se daran cuatro métodos para aproximar el valor numérico
del area, es decir, el de [12.1] y, como sabemos que una primitiva F de f
esta dada por

F(x) = f f(t)dt

cuando f es continua en [a,b], entonces tales métodos pueden servir para
aproximar los valores tomados por F en x. Como ejemplo de funciones que
no poseen primitivas elementales estan

. 1 sen x COs x

- X

log|x|” x ° x

(Se sugiere buscar primitivas de las funciones anteriores en algunas tablas
de integrales)

INTEGRACION POR RECTANGULOS

Supongase que f es continua en el intervalo cerrado [a,b]; para lograr un
valor aproximado de (% f(x)dx, se divide el intervalo {a, b] en n subintervalos
iguales de longitud comin (b ~ a)/n, los cuales quedan determinados mediante
la particion

2 Xy =a+ Xy =a+n
n n

{xo=a,x,=a+b_a b — a) (b——a)=b}

Entonces,
b
f SO dx = fxohxs — xo) + FOra)xz = X1) + - + [ s — ) =
- b — -
=f(xo)<b “) +f(x1)< “) o +f(x..-1)(b “)

n n n

sacando de factor comun a (b — a)/n y, recordando cuales son las x,, tenemos
como aproximacién de % f(x)dx,

b;a[f(a) +f(a +b;a) +
n n

+f<a + 2(b':- a)) 4. +f(a + (n_-—_l)iLa_))] [12.2]
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INTEGRACION POR TRAPECIOS

Este método consiste en considerar n trapecios, como se muestra en la figu-
ra 12.4, y la misma particién anterior.
Al recordar que el area de un trapecio es

1(base mayor + base menor) x altura,

se tiene que el drea del trapecio ‘i es

(fOxi-1) + fx)x; — x;-4)
2 e e

Por consiguiente, la integral

b
f f(x)dx
es aproximadamente igual a la suma

2": Slxi-) + f(x)

(xi - Xi- )’
2 '

y como

b—a

Xi = Xij—y =

S —

>

Figura 12.4
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esta suma se reduce a

1b—-a

ET(f (x0) + 2f(xy) + 2f(x3) + -+ + f(x,) [12.3]
Si se descompone [12.3] del modo siguiente:
1{b—a -
E[T(f(%) + (X)) + o+ () +

b —
+Ta(f (%)) + fxz) + -+ + f(x,,))], [12.4]

se observa que cuando n —» oo cada uno de los sumandos que se encuentran
dentro del paréntesis rectangular tiende a la integral

b
f f(x)dx,

y, por tanto, cuando n — 0, la ecuaciéon [12.4] tiende a

1 ] b
E(ZI f(x)dx) = f f{x)dx

Asi pues, cuanto mas grande sea n, tanto mejor serd la aproximacion del
area bajo f, mediante [12.4].

Trapecios parabélicos

Otro método para el cdlculo numérico de la integral

b
j f(x)dx

se obtiene aproximando a la funcion f por una funcién f, que en cada intervalo
[x:-, x;] es una cuadrdtica que toma los mismos valores que f en el centro y
los extremos de ese intervalo. Para este efecto demos una nueva particion del
intervalo, que sea [xq, Xy, X2, .., X2,], de manera que x; — x;—; = (b — a)/2n;
entonces la funcion f que aproxima a f queda dada por

f(x) = Ax* + Bx + C  para  xe[xo, X,],
donde A, B y C son tales que
f(xo) = f(xo), f(xx) = f(xy), f(xz) = f(x3). [12-5]

Denominense esos valores como yg, y,, y,; los coeficientes A, B y C estan
dados de manera unica por [12.5]. (Consultese un texto de geometria analitica.)
En cada intervalo [x,;_;), x,;] se procede en forma andloga.
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i i

0 : L) Ll ; T
a  Xyi-1 X2i-1 X2 b x

Figura 12.5

En la figura 12.5 aparecen las graficas de f y de / Ahora calculese el area
bajo la grafica de f(x) = Ax?> + Bx + C (véase Fig. 12.6) evaluada entre los
limites x, y x, para lo cual se escribe x = (x — x,) + x; y f queda escrito en la
forma

J0) = Allx — x;) + x,1* + Bl(x — x;) + x,] + C =
= A(x — x;)* + (24x, + B)(x — x;) + (Ax? + Bx; + C) =
=A(x — x> +B(x —-x,)+ C, [12.6]

donde A4', B' y C' son los coeficientes resultantes después de agrupar los
términos correspondientes.

sz f(x)dx = fxz[A’(x - x1)* + B(x —x,)+ Cldx

X0

Ax - x) B(x =x,)? X3
_Ax-x) (x = xy) + Cx
3 2 %o
A(x; — x))°  Blxy; —x)*
= ’23 1 22,‘vv ‘.1 +Cx2_
A"(xo - x,)3 ’B'(x,;. "_: xl)z ’
—_——e— —_ - Cxo
3 2
AL = x)  AG - x| B = x)?
T3 3 2

B(x; — xo)*
i B ER)
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Asi,
! b - a 2 4
24 “on” =yo+y, —2C" =y, — 2y; + ya,
de donde

A,=J’o"2}’1 + )
'2‘(b—ia %

Al reemplazar este resultado en [12.8] se llega a

b - a\?
Ayo = 2y, + Yz)(T‘)
n

2 b—a
J;Of(x) dx = “<b‘_—-————a)2 — + 2y (_—271 >

2.
3 2n
_ (b - a)(}’o =2y, +y, +2 ) — (b - a))’o =2y, !‘i"i}’z:"“}ﬁi’;)
2n 3 )T )\ 3
1b-a 1b—d .
= 7 [vo + 4y; + y2] = - —=—[f(x0) + 4/(x;) + f(x3)]
3 2n 3 2n

Si se suma el resultado de las areas acotadas por los n arcos parabdlicos, se
tiene la aproximacion que deseamos de [b f(x)dx:

1/(b—
—(Ta)[f(xo) + 41(x)) + f(x3) + f(x2) + 4(x3) +

3
+f(x) +  + fxpm-1y) + 4f(Xzn—1) + f(x20)]=
[f(xo) + 41 (xy) + 2f(x5) + 4f(x3) +

+2f(xg) + - + 2f(Xgm-1)) + 4f(X20-1) + f(x24)] [12-10]

Descomponiendo esta suma y siguiendo métodos andlogos a los descritos al
final de cada uno de los métodos anteriores, puede comprobarse que [12.10]
tiende a la integral {5 f(x)dx cuando n — 0.

b-a
3 2n

EJEMPLO
Al calcular directamente la integral
1 dx
—_— 12.11
L 1+ x2 [ ]
se obtiene

angtan x|} = angtang 1 — angtang0 =

&R
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de donde

v d
4J‘ x2=7t
ol +x

Por tanto, la integracién numérica de cuatro veces [12.11] proporciona un
resultado aproximadamente igual a n. Para ello se hara la integracién numéri-
ca empleando los tres métodos descritos en esta seccidn.

(@) Para la integracién por rectangulos, tomese n = 20 y, en consecuencia, la
particion de [0, 1] siguiente,

{01 23 b 1p; [12.12]
’20°20°20°""20° )’ )

aproximadamente igual a

11 1 1
'56[1+0+1+({6)2 +"'+1+(g%)2]

1 1+400+4oo+ +4oo
s 401 ' 404 761
= 3.1917

(b) Para la integracion por trapecios, tomese la misma particion de [0, 1],
entonces [12.4] da la aproximacién de n siguiente:

) 1[1 NS SRS SRS S S ]
T 2110 TTrG 1+ @) T+ &7 21417
1[1 400 400 400

5

1
- o+ — + = | = 3.1417
2+401+404+ +361+4]

() En el método de los trapecios parabdlicos, tomamos también n = 20; por
tanto, 2n = 40 y una particion

1 2 3 4 39
— sy s e s 1 12.13
{0, ‘0, lo’ '0’ '0’ '0 } [ ]
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para el intervalo [0, 1]. Usando [12.10] se obtiene, como aprox1ma01on de m, el
resultado siguiente:

4.1 1[1 4(———'1 >+2< ! )+
"3740] 1 + 02 1 + &)? 1 + &)
1 1
+"'+2(1+(%%)2)+4<1+(”2)+1+12]=

1[1 6400 3200 3200 6400 l]

=30 1601 T 1604 T T 30aa T 3121
= 3.1409

POLINOMIOS DE TAYLOR E INTEGRACION NUMERICA

Para obtener un método de integracién numérica, puede utilizarse también el
polinomio de Taylor (estudiado en el Cap. 6).

Segiin se recuerda, se pidié que ffuera una funcién con n derivadas continuas
en [a,b], con lo cual tenemos que para todo xe€[a,b],

f(x) = Py(x) + R,(x), [12.14]
donde \
P,(x) = /a) x—aP +-- + ARG (x — a)f
2N n!

De la ecuaciéon [12.14] se tiene que

R,(x) = f(x) — Pa(x),

y como f(x) y P,(x) son continuas en [a,b], entonces R,(x) es continua en’
[a,b] y, por tanto, estd acotada en ese intervalo; supongase que M es un real
positivo tal que

IR,(x) € M para todo xel[a,b],

por tanto,

(]
R,| < (b —aM,

lo que dice que a la integral {5 f podemos aproximarla por {} P, con un error
menor o igual que (b — aM.
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EJEMPLOS
1. Aproximese el valor de

1
f e *dx
0

con un error menor que 1073,
Solucion Se sabe que

u2 3 un +1
“ =] +—+—+-+—+ é,
T TR T
con t entre 0 y u, donde se hace uso del residuo R,(u) en la forma
£+
R — _ +l,
W= Ty , -

ya que, en este caso, podemos hablar de la derivada de orden n + 1,
debido a que f(t) = ¢'; obsérvese, ademas, que se desarrolla la funcién
alrededor del punto a = 0. Asi pues,

b xS X3 (—xy)t! '
e =1—-x2 4+ 4.+ : -2 s€(0, x),
TR W mE ©.2)
por lo que
(_xZ)n+1 2
R =l——e " >
IR,(x) ‘(n "
pero como
le™’l <1,

se tiene que

2n+2

IR0 € e
(n + 1)

y, ademds, como xe [0, 1], se obtiene

[RA(x)] < m s

si n = 6, entonces
|R6(x)|< 0.198412 x 1073 < 1073;

y, por lo dicho en parrafos iniciales, tenemos que

J Rg(x)
0

< (1)(0.1984212 x 1073) < 103,
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por consiguiente,
1 x3 xS x7 x9 xll xl3 8
L ¢ = [" 3 s Twm T e T 6!13]0 =

con un error menor que 1073,
2. Calculese una aproximacion de la integral

nf2 i :
J 1 — a?sen? x dx -
0

con un error menor que 1073 para ae[0,4].
Solucién Sea f(t) = (1 — t)*2. Luego .

’ l =2 ‘ 1 i -372 | 1 - 1.3 - -5/2
S =—-31-1 2 = —xl-1 2 = —73—(1—0 2,

1-3:5 _ (2n — 1) —(2n

flv(t) — > (1 _ l). 7/2’ - f(n+l)(t) = — ‘2n+1 (1 - t) (2n+1)/2
Con (2n — 1)!! se representa al producto de los enteros impares desde 1
hasta 2n — 1. Asi,

O =10 + 5+ 4 o0y 4 Ry =1~ b 3
fo= n! T2 22
. 1-3.5 @n -1
- £ — = "+ R(1);
23.3 2"n! &
usando nuevamente el residuo en la forma de Lagrange, tenemos
@+t B
R t) = tn 1 1 - (2n+1)/2; e O,t
0 = e T e
Por tanto,
: 1 1-3
fla®sen®*x) = /1 —a*sen?x =1 —Eaz sen? x — mazsen“x — =
. @2n 1)t
_en =t a*" sen®" x + R,(t)
2"n!
Obsérvese que como ae[0,4], entonces t = a?sen? x€[0,4] y, asi,
@Cn+ 1t P (2n + D!
R"(t) - 2n+ 1(n + 1)| t (1 - S) < 2n+1('n + 1)!4n+ 1(%)(2n+1)/2 =
@2n + D '

= 8n+1(n + 1)!(%)(2n+1)/2;

para te(0,1). Asi,
R(t) < 0.386 x 10-*
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Por tanto,

nj2
J. Rs(t)dt sg x 0.386 x 1074 Z 0.772 x 10™* < 1073

o

Entonces, para a€[0,3],

nf2 — 1"1:/2'"?' 2 1.3
J" V’l—azs?nzxdx; . l—Tsenzx—zz.Z!a“sen“x—
1-3.5 1-3.5.7-9
—— T aSsenSx — oo — —— "~ 7 q10gent0 |y
23.31 2%.5!

con un error menor que 1073,
Nota La integral de este ejemplo se conoce como integral eliptica.

EJERCICIOS
12.1 Apliquense los tres métodos descritos en esta seccién para calcular las integrales
siguientes:
2 ~
a) (3x* — 5x% + 1)dx b) (x® = 2x + 3)dx
J-2 -
- 3 d"l 1 1
) (1 — x%)dx d dx
Jo ) Jo 1+ x2
r4 r3
e) x3 dx ) &
Jo J1 X
rs 3
) x2 dx h) J‘ (x* — x2 + 7dx
J1 4]

Usese n = 10 y compérense los resultados evaluando las integrales.
12.2 Muéstrese que
J"l—cosx ~‘[ N
- dx = ——e
o X 2.2 4.4 6-6 8.8

y hdgase una estimacién del error.




