148 Fundamentos
DEMOSTRACION

Considérese el caso f(a) > 0 puesto que f que es continua en g, si £¢> 0 existe
un & > 0 tal que, para todo x,
si |x—a| < 3, entonces |f(x) — f(a)] <e.

Puesto que f(a) > 0 podemos tomar a f(a) como el €. Asi, pues, existe § > 0 tal
que para todo x,

si |x —a] < 3, entonces |f(x)— f(a)| < f(a),
y esta ultima igualdad implica f(x) > 0.
Puede darse una demostracidn andloga en el caso f(a) < 0; témese & = —f(q).
O también se puede aplicar el primer caso a la funcién —f. |

PROBLEMAS

1. ;Para cudles de las siguientes funciones f existe una funcién F de dominio R
tal que F(x) = f(x) para todo x del dominio de f?

W s =S
@ st =2

(iii) f(x) = 0; x irracional.
(iv) f(x) = 1/q, x = p/q racional en fraccién irreducible.

2. ¢,En qué puntos son continuas las funciones de los problemas 4-17 y 4-197
3. (a) Supdngase que f es una funcién que satisface |f(x)] =< |x| para todo x.
Demostrar que f es continua en 0. [Obsérvese que f(0) debe ser igual a 0.]
(b) Dar un ejemplo de una funcién f que no sea continua en ningin a==0.
(c) Supdngase que g es continua en 0, g(0) = 0, ¥ |f(x)] < lg(x)|. Demostrar
que f es continua en O.
-4. Dar un ejemplo de una funcién f que no sea continua en ningin punto, pero
tal que [f| sea continua en todos los puntos.
S. Para todo nimero g, hallar la funcién que sea continua en a, pero no lo sea
en ningin otro punto.

10.

11.

*12.

13.

14.
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(a) Hallar una funcién f que sea discontinua en 1, 1, 1, ..
en todos los deméas puntos.

(b) Hallar una funcién f que sea discontinua en 1, }, 4, I, ...
que sea continua en todos los demads puntos.

Supdngase que f satisface f(x + y) = f(x) + f(»), y que f es continua en 0.

Demostrar que f es continua en a para todo a.

Supdngase que f es continua en a y f(a) = 0. Demostrar que si a s~ 0, en-

tonces f + a es distinta de 0 en algin intervalo abierto que contiene a.

(a) Supdngase que f no es continua en g. Demostrar que para algiin € >0
existen nimeros x tan préximos como se quiera de a con |f(x) — f(a)| > ¢.
Ilistrese esto grificamente.

(b) Deduzcase que para algin € > 0, o bien existen nimeros x tan proximos
como se quiera de a con f(x) < f(a) — € o bien existen mimeros x tan
préximos como se quiera de a con f(x) > f(a) + ¢.

(a) Demostrar que si f es continua en a, entonces también lo es [f|.

(b) Demostrar que toda funcién continua f puede escribirse en la forma
f=E + O, donde E es par y continua y O es impar y continua.

(c) Demostrar que si f y g son continuas, también lo son max(f, g) y min(f, g).

(d) Demostrar que toda funcion continua f puede escribirse en la forma
f=g—h, donde g y h son no negativas y continuas.

Demostrar el teorema 1(3) aplicando el teorema 2 y la continuidad de la

funcién f(x) = 1/x.

(a) Demostrar que si f es continua en [ y lim g(x) = [, entonces lim f(g(x)) =

z—a *—a

= f(I). [Se puede hacer partiendo de las definiciones, pero es mds ficil
considerar la funcién G con G(x) = g(x) para x=%a, y G(a) = 1.]

(b) Demostrar que si no se supone la continuidad de f en [, entonces no se
cumple, por lo general, que hm flg(x)) = f(hm g(x)). Indicacién: Hacer

., pero continua

, y en 0, pero

la prueba con f(x) = 0 para x_7él y f(h= l

(a) Demostrar que si f es continua en [a, b], entonces existe una funcién g
Que es continua en R, y que satisface g(x) = f(x) para todo x en [a, b].
Indicacidon: Puesto que hay evidentemente un gran margen para elegir,
hdgase la prueba con g constante en (—oo, a] y [b, o0).

{b) Hégase ver con un ejemplo que esta afirmacidn es falsa si se sustitu-
ye [a, b] por (a, b).

(a) Supdngase que g y h son continuas en a, y que g(a) = h(a). Definase f(x)
como g(x) si x=a y h(x) si x< a. Demostrar que f es continua en a:

(b) Supdngase que g es continua en [a, b], & es continua en [b, ¢] y &(b) = h(b).
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Sea f(x) igual a g(x) para x en [a, b] € igual a A(x) para x en [b, c].
Demostrar que f es continua en [a, c]. (Asi, pues, las funciones continuas
pueden «soldarser.)

15. (a) Demostrar la siguiente version del teorema 3 para «continuidad por la

derecha»: Supdngase que lxm f(x) = f(a), y fa) > 0. Existe entonces un

nimero 8 > 0 tal que f(x) > 0 para todo x que satisface 0 =x—a < 3.
Anélogamente, si f(@) <0, entonces existe un numero d>0 tal que
f(x) < O para todo x que satisface 0 =x—a < 3.

Demostrar una versién del teorema 3 cuando lim f(x) = f(b).
z—b-

16. Si lim f(x) existe, pero es == f(a), entonces se dice que f tiene una disconti-

z—a

nuidad evitable en a.
(@) Si f(x) =sen 1/x para x%£ 0y f(0) = 1, ;tiene f una discontinuidad evi-

table en 07 ;Y si f(x) = x sen 1/x para x=0 y f(0) = 1?
Supdngase que f tiene una discontinuidad evitable en a. Sea g(x) = f(x)
para x %~ a y sea gla) = 11m f(x). Demostrar que g es continua en 4. No

tomarse demasiado trabajo esto es muy facil.)
Sea f(x) =0 si x es racional, y sea f(p/q) = l/q si p/q es una fraccion
irreducible. {Qué funcién es la g definida por g(x) = lim f(y)?

Y-z

Sea f una funcién con la propiedad de que todo punto de discontinuidad
es una discontinuidad evitable. Esto significa que lim f(y) existe para

y—=>z

todo x, pero que f puede ser discontinua en algunos (incluso en infinitos)
nimeros x. Definase g(x) = lim f(y). Demostrar que g es continua. [Esto

no es tan facil como la part:: (b).]

(Existe alguna funcién f que sea discontinua en todo punto y que tenga
solamente discontinuidades evitables? (Vale la pena considerar este pro-
blema ahora, pero principalmente como una prueba de intuiciéon; aun-
que sospeche la solucion correcta, el lector no podid ciertamente demos-
trarla por ahora. Véase el problema 21-33.)
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