246 Derivadas e integrales

PROBLEMAS

1. Como ejercicio de entrenamiento, hallar f(x) para cada una de las f siguien-
tes. [No preocuparse por el dominio de f o f'; obténgase sélo la férmula
para f(x) que da la solucidn correcta cuando tiene sentido.]

(i) f(x) = sen(x + x2).
(i) f(x) = sen x + senx2
(iii) f(x) = sen(cos x).
(iv) f(x) = sen(sen x).

cos x
© 1) = s ()
. _ sen(cos x)
o) fe) = =
(vii) f(x) =sen(x + sen x).

(viii) f(x) = sen(cos(sen x)).

2. Hallar f(x) para cada una de las siguientes funciones f. (Al autor le costd
veinte minutos calcular las derivadas para la seccién de soluciones, y al lec-
tor no le deberia costar mucho mds. Aunque el calcular rdpidamente no
constituye el objetivo de las matemdticas, si se quiere tratar con aplomo las
aplicaciones tedricas de la regla de la cadena, estas aplicaciones concretas
deberian ser un juego de nifios; a muchos matemadticos les gusta decir que
no saben sumar, pero casi todos ellos saben cuando tienen que hacerlo.)

(1) f(x) = sen((x + 1)%(x + 2)).
(i)  f(x) = sen®(x? + senx).
(iii) f(x) = sen?((x + sen x)?).

() fa) = sen (co::ixa)‘

(v)  f(x) = sen(x senx) + sen(sen x?).
(vi)  f(x) = (cos x)3",

(vii) f(x) = sen® xsen x?sen? x2,

(viii) f(x) = sen3(sen®(sen x)).

(ix) f(x) = (x +sen®x)8.

(x)  f(x) = sen(sen(sen(sen(sen x)))).
(xi)  f(x) = sen((sen” x” + 1)7).
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(xii) f(x) = (((* + 0 + x)* + %)
(xiii) f(x) = sen(x? 4+ sen(x? + sen x?)).
(xiv) f(x) = sen(6 cos(6 sen(6 cos 6x))).

sen x2sen? x

(xv) f(x) = T T son x
(i) f) = ———
T x +senx

(xvii) f(x) = sen <—T>
sen <sen x>
X
(xviii) f(x) = sen <x — sen (ﬁ))

3. Hallar las derivadas de las funciones tg. ctg, sec y cosec. (No hace falta
aprenderse de memoria estas formulas, aunque se necesitardn de vez en
cuando; si se expresan debidamente las soluciones, resultardn sencillas y
algo simétricas.)

4. Para cada una de las siguientes funciones f, hallar f(f(x)) [no (f ° )(x)].

. 1
R
(ii) f(x) = sen x.
(iii) f(x) = x=
(iv) flx) = 17.

5. Para cada una de las siguientes funciones f, hallar f(f'(x)).

i) flx) =

(i) flx) = «2
(iil) f(x) = 17.
(iv) f(x) = 17«

R | -

6. Hallar f” en funcidn de g’ si
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7.

10.
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(1) fG) = glx + g(a)).
(i) f(x) = g(x- g(a)).
(iii) f(x) = glx + g(x)).
(iv) f(x) = g(x)(x — a).
(v) flx) = gla)(x — a).
(vi) flx + 3) = g(x?).

(a) Un objeto circular va aumentando de tamafio de manera no especificada,
pero se sabe que cuando el radio es 6, la tasa de variacién del mismo
es 4. Hallar la tasa de variacién del drea cuando el radio es 6. [Si r(f)
y A(?) representan ¢l radio y el drea en el tiempo ¢, entonces las funcio-
nes r y A satisfacen 4 = #r*; lo indicado es una aplicacién directa de
la regla de la cadena.]

(b) Supongamos que se nos dice que el objeto circular que hemos estado
observando es en realidad la seccién transversal de un objeto esférico.
Hallar la tasa de variacién del volumen cuando el radio es 6. (Cierta-
mente hard falta disponer de una férmula para el volumen de la esfera;
en caso de que el lector la haya olvidado, el volumen es 4= veces el
cubo del radio.)

(c) Supongamos ahora que la tasa de variacion del drea de la secci6n trans-
versal circular es 5 cuando el radio es 3. Hallar la tasa de variacién del
volumen cuando el radio es 3. Este problema se debe poder resolver de
dos maneras: primero usando las formulas para el drea y el volumen
en funcién del radio; y después expresando el volumen en funcién del
drea (para utilizar este método hard falta el problema 9-3).

El 4rea de una corona circular de radios interior y exterior variables se man-
tiene constante ¢ igual a 97 cm’. El drea del circulo exterior varia a razén
de 10w cm’/s. (A qué velocidad varia la circunferencia del circulo interior
cuando el 4rea de éste es 167 cm™

Una particula A se desplaza a lo largo del eje horizontal positivo, mientras
otra particula B lo hace a lo largo de la grifica de Ax)=-+/3x, x<0. En
un cierto instante, 4 se halla en el punto (5, 0) desplazdndose a una veloci-
dad de 3 unidades/s; y en este mismo instante, B se halla a una distancia de
3 unidades del origen con una velocidad de desplazamiento de 4 unidades/s.
(A qué velocidad varia la distancia de 4 a B?

Sea f(x) = x* sen 1/x para x 70 y sea f(0) = 0. Supongamos también que
h'y k son dos funciones tales que

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
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A (x) = sen’(sen(x + 1)) K(ix) = f(x+1)
k() =3 k() =

Hallar

@ (feon(0).
(il) (k°f£)'(0).

(iii) a’(x?), donde a(x) = h(x?). Péngase mucho cuidado.

Hallar f'(0) si

1 .
fx) = lg(x) sen;, x#0

0, x =0,

£(0) = g'(0) =

Por medio de la derivada de f(x) = 1/x, tal como se ha hallado en el pro-

blema 9-1, hallar (1/g)(x) por medio de la regla de la cadena.

(a) Aplicando el problema 9-3 hallar f(x) para —1 <x <1,

T—x°

{b) Demostrar que la tangente a la grifica de f en (q, vV 1—a?) corta a la
grifica solanfente en este punto (y hacer ver asi que la definicién geo-
métrica elemental de tangente coincide con la nuestra). .

Demostrar andlogamente que las tangentes a la elipse y a la hipérbola cor-

tan estos conjuntos solamente una vez.

Si f + g es derivable en a, (son f y g necesariamente derivables en a? Si f-g

y f son derivables en a, ;qué condiciones para f implican que g sea deriva-

ble en a?

(a) Demostrar que si f es derivable en a, entonces [f| es también derivable
en g, siempre que f(a) =~ 0. :

(b) Dar un contraejemplo si f(a) = 0.

(¢c) Demostrar que si f y g son derivables en a, entonces las funciones
max(f, g) y min(f, g) son derivables en a, siempre que f(a) 7= g(a).

(d) Dar un contraejemplo si f(a) = g(a).

Si f es tres veces derivable y f(x) # 0, la derivada de Schwarz de f en x se de-

fine como

si flx) =
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18.

*19.

20.

21.
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. =flu(x) _éw 2
o) =y 2<f’(x))'

(a) Demostrar que
D(fog) = [Dfogl-g® + Dg.

. ax + b
(b) Demostrar que si f{x) = oo con ad — bc # 0, entonces Df = (.

En consecuencia, D(fog) = Dg.

Supongamos que f"Xa) y ¢ existen. Demostrar la férmula de Leibniz:

n

om@ = Y ()o@ o,

k=0

Demostrar que si f"Xg(a)) y £¢(a) existen ambas, entonces existe (f o g)(*)(a).
Un poco de experimentacion deberia convencer al lector que no es adecuado
buscar una férmula para (f o g)"")(a). Para demostrar que existe (f o g)"(a)
hard falta encontrar una proposicién razonable acerca de (fo g)™(a) que
pueda ser demostrada por induccién. Inténtese con algo tal como: «(f ° g)"(a)

existe y es suma de términos cada uno de los ‘cuales es un producto de tér-
minos de la forma...»

(@) Si f(x) = a,x* + a,_,.x"' + ... + a,, hallar una funcién g tal que g’ =f.
Hillese otra.
(b) Si

b
f(x)=—:+b—§+ NP
X X

X

hallar una funcién g con ¢’ = 1.
(c) (Existe una funcién
f0) = awen - - - L oz
%) = apx® + tat—+ -2
x x™
tal que f(x) = 1/x?
Demqstrar que existe una funcién polindmica f de grado n tal que
(@) f(x) =0 para precisamente n— 1 nimeros x.

22,

23.

*24,

*25.
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(b) f(x) =0 para ningin x, si n es impar.

(©) f(x) =0 para exactamente un x, si n es par.

(d) f(x) =0 para exactamente k numeros x, si n—k es impar.

(a) El nimero a recibe el nombre de raiz doble de la funcién polinémica f
si f(x) = (x — a)’g(x) para alguna funcién polinémica g. Demostrar que
a es raiz doble de f si y sdlo si g es raiz de f y de f* a la vez.

(b) ¢(Cuéndo tiene f(x) = ax® + bx + ¢ (a==0) una raiz doble? (Cudl es la
interpretacién geométrica de esta condicion?

Si f es derivable en g, sea d(x) = f(x) — f(a) (x — a) — f(a). Hallar d'(a@). En

conexi6n con el problema 22, esto nos da otra solucion para el problema 9-20.

Este problema es parecido al problema 3-6. Sean a,. ..., dn Y by, ..., b, ni-

meros dados.

(a) Si x,. ..., x, son nimeros distintos, demostrar que existe una funcién po-
lindémica f de grado 2n—1, tal que f(x;) = f(x;) =0 para jF£iy
f(x;) = a;, f(x;) = b;. Indicacion: Recordar el problema 22.

(b) Demostrar que existe una funcion polinémica f de grado 2n-—1 con
f(x;) = a; y f(x;) = b; para todo i

Supongamos que a y b son dos raices consecutivas de una funcién polinémi-

ca f, pero que a y b no son raices dobles, de modo que podemos escribir

f(x) = (x — a) (x — b)e(x) donde gla)#~0 y g(b) 0.

(a) Demostrar que g(a) y g(b) tienen el mismo signo. (Recordar que a y b
son raices consecutivas.)

(b) Demostrar que existe algin nimero x con a < x < by f(x) = 0. (Tricese
también un dibujo para ilustrar este hecho.) Indicacién: Comparese el
signo de f'(a) y f'(b).

(c) Demostrar ahora el mismo hecho, aun cuando a y b sean raices multiples.
Indicacién: Si f(a) = (x — a)"(x — b)"g(x) donde glay=0 y gb)#0,
considerar la funcién polindmica h(x) = f(x)/(x — ay*'(x — by*~'.

Este teorema fue demostrado por el matemitico francés Rolle, en conexioén

con el problema de aproximar raices de polinomios, pero el resultado no fue

formulado originariamente en términos de derivadas. De hecho, Rolle fue
uno de los matemaéticos que nunca aceptaron las nuevas ideas del célculo
infinitesimal. No debe juzgarse demasiado terca su actitud, considerando que
por un espacio de 100 afios nadie fue capaz de definir los limites a no ser
en términos que lindaban con la mistica, pero en general la historia ha sido
particularmente benévola con Rolle ; su nombre ha sido vinculado a un resul-
tado mucho m4s general que aparecerd en el préximo capitulo y que cons-
tituye la base de los resultados tedricos mas importantes del célculo infini-



