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Nombre completo:

Correo electronico:

Instrucciones: Este examen consta de cinco problemas. De los seis problemas
propuestos Usted debera escoger cinco de ellos. En cada ejercicio se pide una
demostracion completa, pero no exageradamente detallada. Use su buen juicio
para decidir el nivel de detalle requerido. EIl tiempo para resolver este examen
es de dos horas.

1. Sean A y B subconjuntos de niimeros reales con A # () y ambos acotados
superiormente. Demuestre que si para cada a € A existe b € B tal que
a < b, entonces:

(a) Ay B tienen supremo y
(b) sup A < sup B.
Solucién: Sea a € A, como por hipdtesis existe b € B tal que a < b,

entonces se sigue que B # (). Por el Axioma del Supremo tanto A como
B tienen supremo. Sean u =sup A y v = sup B.

Para establecer que sup A < sup B es suficiente con demostrar que v es
una cota superior de A (puesto que u es la minima de todas las cotas
superiores de A).

Sea a € A, como para algtin elemento de b € B se tiene que a < by b < v,
entonces a < v, como queriamos demostar. Asi, v es una cota superior
para A.

2. Supéngase que (), oy €s una sucesién de niimeros reales tal que
(Ve > 0) (Ing € N) (Vm > ng) (Vn > ng) (|2 — 0| < €).

Demuestre que la sucesién (z,,),, oy estd acotada.

Solucién: Presentaremos dos nimeros reales a y b tales que a < z,, < b
para todo n € N.

Por hipdtesis, para e = 1 existe ng € N tal que

(Ym > ng) (Vn > ng) (|Jm — zn] < 1);



en particular,
(Vn > no) (| — | < 1),

o bien z,, — 1 <z, < p, + 1 para todo n > ng. Entonces basta elegir:
a =min{zy, T2, ..., Tn, t U{zn, — 1}
b=max {r1,%2,...,Tny} U{xn, +1}.

Es claro que tales reales son los apropiados.

. Sea a; = 1y para cada n € N\ {1} sea

1 1 1
n=(1-=)(1—-%)(1—=]).
= (72) (m5) - (00)
Use directamente la definicién para demostrar que la sucesién (an),cy

tiene limite.

Solucién: Primero observemos que

«= ()6 ()

1
o
Con esto en mano procedamos a usar la definicién para demostrar que

an, — 0. Sea € > 0, por la Propiedad Arquimediana existe N € N tal que
N > é Entonces para cada n > N se tiene que

1

n— 0| = < —=<e.
an—0] = — < 1 <=

S|

Por lo tanto,
lim,, ,a, = 0.

. Demuestre que si (a,),,cy €s una sucesion que converge a 0y (by,),, oy esta
acotada, entonces la sucesién (ay, - by),, oy también converge a 0.
Solucién: Por uno de los ejercicios sabemos que existe K € R tal que
|b,| < K, para todo n € N. Fijemos ¢ > 0, arbitrario. Como a, — 0
existe m € N tal que |a,| < & para todo n > m. Entonces si n > m se
tiene que

|an.bn|:|an|.|bn|§%.}(:€;

es decir,
(Vn > m) (|ay - by| <€)

y asi: anb, — 0, como se queria demostrar.



5. Demuestre que si (a, es una sucesién con a, > 0 para cadan € N
neN
¥ (bn),en €8 una sucesién que diverge a infinito, entonces la sucesién
(an +by),cy también diverge a infinito.

Solucién: Sea K € R, como b, — oo entonces existe k € N tal que
K <b,, para todo n > k. Entonces, para n > k, también se tiene que

ap + by > by > K;

es decir,
lim (a, + b,) = co.

n—oo

6. Calcule el limite (si existe) de la sucesién (an),,cy, donde a,, = V/n? +n
para cada n € N.

Solucién: Observese que para cada n € N se tiene

Un < V/n?2+n< Von2

Puesto que
lim ¢Yn=1
n—oo
y
lim V2n2 = lim {¥2- lim ¢n- lim n=1,
n—oo n— o0 n—oo n—oo

entonces por un teorema demostrado en clase se sigue que

lim V/n2+n=1.

n—oo



