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Nombre completo:

Correo electronico:

Instrucciones: Este examen consta de cinco problemas. De los seis pro-
blemas propuestos Usted deberd escoger cinco de ellos. En cada ejercicio se
pide una demostracion completa, pero no exageradamente detallada. Use
su buen juicio para decidir el nivel de detalle requerido. El tiempo para
resolver este examen es de dos horas.
(1) Sea f: R\ {0} — R definida por f (z) = 2*+1 para cada z € R\ {0}.
i Existira el limite de f cuando x tiene a 17 ;Cual sera? Si Usted
cree que existe y es igual a L, demuestre su afirmacién hallando un
d > 0 para cada £ > 0 de modo tal que si € R\ {0} y

O<|z—1l<d=|f(zx)—L|<e.

Solucidon: No es dificil observar que el limite si debe existir y que
su valor es 2. Ahora para demostrar esta afirmacién fijemos € > 0.

Entonces:
1 1 1
x4—|——2': $4—1+—1‘<‘x4—1‘+‘—1‘.
x x x
Si hacemos 61 = % y suponemos que 0 < |z — 1] < d; entonces

T < % < 2 y en consecuencia
‘x4—1‘:|x—1]-}:c3+x2+x+1‘<15-|:p—1|.

También si 0 < |z — 1| < d1, entonces = > % Yy en consecuencia

1 1- 1

—1‘:| T T
Asi, podemos si tomamos J2 = 55, entonces |x4 - 1’ <15z -1/ <5
y si tomamos d3 = §, entonces % — 1‘ <2-[z—1] < 5. Por lo

tanto, si escogemos d = min {41, 93,03} y si 0 < |x — 1| <, entonces
obtenemos que

1
L )
x

§|x4—1’+'i—1’<;+2:€.

Esto demuestra que

1
lim z* + = = 2.
rx—1 x
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(2)

Sea f una funcién real. Demuestre que lim,_., f (z) existe si y s6lo
si limp_q f (a + h) existe. Ademds concluya de su demostracién que:

lim f () = lim / (z+ h) .

Solucién: Supongamos primero que lim,_,, f (z) existe y es igual
a L; veamos que limy_,o f(a+h) = L. Para esto tomemos una
sucecién arbitraria (hy,),,cy tal que b, # 0 para cadan € N, a+h, €
dom (f) para cada n € N y lim, .o hy, = 0.

Ahora, es claro que la sucesién (a + hy),,cy es tal que a + hy, # a
para cada n € N, a + h,, € dom (f) para cadan € Ny lim, o a +
hy = a. Como lim,_,, f (x) = L, entonces tenemos que

lim f(a+ hy,) =L.

Pero este ultimo limite nos dice que limy,_g f (a + h) = L puesto que
tomamos (hy,),,cy arbitraria.
Reciprocamente, si limy,_o f (a + h) = L', veamos que

lim f (z) = L.

Sea (z),cy tal que 2, # a para cada n € N, z, € dom (f) para
cadan € Ny lim,_, x, = a. Definase h, = x, —a para todon € N.
Entonces (hy,),,c €s una sucesién de términos distintos de 0 y tal que
hy € dom (f) para n suficientemente grande, ademas lim,, o h,, =
0. Como limy g f (a+ h) = L', entonces lim, o f (a+ h,) = L.
Pero x,, = a + h,, para cada n € N. Asi

lim f(z,)= lim f(a+h,)=L"

Por lo tanto,

lim f (z) = L.

r—a
Obsérvese que se ha establecido que si uno de los limites existe,
entonces también el otro existe y que sus valores coinciden.
Supdngase que f y g son funciones reales tales que limy_,o g () =
—o0 y limy;—,_ oo f () = L. Demuestre que:

lim fog(t)=L.

Solucién: Sea (t),cy una sucesién con t, € dom (f o ) para
cada n € Ny lim, oty = o0o. Entonces lim, . g (t,) =
puesto que lim; o g (t) = —oo0. Como lim,,_ f () = L, entonces

nlirgof 0g(tn) = TLILH;O.]C (9 (tn)) = L.

Esto demuestra que limy_,o, f © g(t) = L puesto que la sucesién
(tn),en es arbitraria.



(4) (Existe lim,_5 7% Ve—lo  Cudl es su valor?

Solucién: Primero observemos que para x # 5 tenemos que:

Vo411 -2z -1 (x+11) —4(x—1)
22— 25 T (@ -25) (Vo +r 11+ 2/z 1)
B —3(x —5)
S (x-5)(z+5) (Vz F 1T+ 2y — 1)
-3

(z+5) (Vz+11+2yz —1)

Por lo tanto,

lim ve+11 -2z -1 ~ Jim -3
28 2% — 25 a5 (2 +5) (Vo + 11+ 2z — 1)
B -3
 limgs (z+5) (Vo + 11+ 2v2 — 1)
3
~35°
Noétese que en la segunda de las igualdades anteriores estamos usando
implicitamente el hecho de que

lim (¢ +5) (Vo + 11+ 2ve —1) #0.

(5) Supdngase que f : [0,1] — [0, 1] es una funcién continua en [0, 1].
Demuestre que f () = x para algin z € [0,1].

Solucién: Definamos h : [0,1] — R por h(z) = z — f (z), para
todo z € [0,1]. Entonces h es una funcién continua en el intervalo
[0,1]. Ademas h(0) <0y h(1)>0.

Si ocurre que h (0) =00 h (1) = 0, entonces se sigue que f (0) =0
o f (1) =1, respectivamente. Asi el punto x que buscamos seria 0 o
1, segun sea el caso.

Supongamos entonces que h (0) < 0 < h(1). Como h es continua
en [0,1], el Teorema del Valor Intermedio garantiza que h (z) = 0
para algin x € (0, 1); es decir, f (x) = x para algin x € (0, 1), como
se queria demostrar.

(6) Sea p(x) = 2" + ap_12" 1 + -+ + agx?® + a1x + ap un polinomio de
grado impar (es decir, n es un natural impar). Demuestre que p ()
tiene una raiz; es decir, que existe zp € R tal que p (zg) = 0.

Solucién: Empecemos por escribir el polinomio asi:

T + 562 +”.+$n72+xn71 "

p(l’) - (1 4 an—1 an—2 a2 ai @) 7

para x # 0. Entonces es facil observar que

lim p(z)=-0c y lim p(z)=ococ.



Asi que podemos elegir a,b € R con a < 0 < by tales que p(a) <0
mientras que p(b) > 0. Como p puede considerarse una funcién
continua en el intervalo cerrado [a, b, entonces el Teorema del Valor
Intermedio nos dice que existe zg € (a,b) tal que p(z9) = 0; como
necesitabamos establecer.



