Primer Examen Parcial
Célculo 1
(Marzo - Agosto, 2007)
Facultad de Ciencias Fisico Matematicas, UMSNH

Nombre completo:

Correo electroénico:

Instrucciones: Este examen consta de cinco problemas. De los seis problemas
propuestos Usted debera escoger cinco de ellos. A partir del sequndo, en cada ejer-
cicio se pide una demostracion completa, pero no exageradamente detallada. Use
su buen juicio para decidir el nivel de detalle requerido. EIl tiempo para resolver
este examen es de dos horas.

(1) Responda a cada inciso falso o verdadero segiin considere conveniente:
(a) Si Ay B son subconjuntos de R que no son vacios y son acotados,
entonces A C B o B C A siempre que sup A =sup B y inf A = inf B.
Falso. Para un contraejemplo basta tomar A = {0, %,1} y B =

{0,2,1}.

(b) Si A LB y B % C son funciones y g no es sobreyectiva, entonces
g o f no es sobreyectiva.
Verdadero. En efecto, como ¢ no es sobreyectiva entonces existe
¢ € C tal que g(b) # ¢ para todo b € B. Ahora debe ser claro que
go f(a)=g(f(a))# c para todo a € A.
(¢) Si(an),en ¥ (bn),en son dos sucesiones tales que (a, + by), o €s una
sucesién acotada, entonces asi son (an),cyn ¥ (bn)pen-
Falso. Basta tomar a, = —n y b, = n para cadan € N.
(d) Si una sucesién (zp),cy tiene limite £ cuando n — oo, entonces
lim,,— 00 Loy = £.
Verdadero. Dado ¢ > 0, como z, — ¢, existe ng € N tal que
|z, — £| < e para todo n > ng. En particular, como 2n > n, entonces
pidiendo que n > ng se debe tener que también ocurre |xo, — ¢| < €.
Entonces para este mismo ng se tiene que |za, —¢| < € para todo
n > ng; es decir, x9, — £
(2) Determinar si la sucesion (ay,),cy, donde a, = ZZ—;% para n € N, tiene
limite y, de ser ese el caso, si £ es el limite, entonces dado € > 0, determine
un ng € N tal que |a, — ¢| < € para todo n > nyg.
Solucién: Si multiplicamos y dividimos a,, por # observamos que
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y esto nos lleva a sospechar que el limite de (ay,), oy debe ser 1. Veamos

como estableser eso. Sea £ > 0, entonces
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Asi entonces, |a, — 1| < € si y sélo si < e. En consecuencia, basta

_2
n2+1
elegir ng ENtalquenozlsi%< 1 o bien ng > ,/%—151%2 1 para
obtener que

(Vn > ng) (la, — 1] < €)
y confirmar asi que

lim a, = 1.
n—oo

S i T S
Demuestre que lim,,_, (ng tor bt @
directamente la definicién o usar resultados sobre limites de sucesiones.)

Solucién: Observese que

) = 0. (Indicacién: usar

1 1 1 - 1 n+1l 2n 2
0< S+——5++—F5=3_ — < —5— <
n (n+1) (2n) = (n+1) n

n?2 n

paran € N y que lim,,_, % = 0. Por uno de nuestros resultados en clase

se tiene que la sucesién (5 + W N ﬁ)neN tiene limite y

. 1 1 1 . 2
0< lim St ——t+t -+t — < lim — =0.
n—oo \ 2 " (n 1) (2n) n—co n

Considere la sucesion recurrente b,, n € N, donde cada b,, estd dado por:

bn:\/2+\/2+\/2+-~-+\/§.

n radicales

Demuestre que la sucesion (b,),, oy es convergente y encuentre el valor del
limite de la sucesion.
Solucién: Primeramente para ver a esta sucesién como una sucesién
recurrente uno puede escribir: b; = V2 y para cadan € N, b,11 = /2 + by,.
Veamos por inducciéon que b, < b,1 para todon € N. Paran =1 es
facil porque by = /2 < /2 + /2 = by. Ahora, suponiéndolo vélido para n
veamos que también es valido para n + 1 :

b < bps1 = 240y <2+ bogr = V24 by < /24 bnsrs

es decir, bp11 < bpyo. Asi que b, < b,41 para todo n € N. Es decir, la
sucesion (by),,cy s creciente.

También por induccién no es dificil ver que b,, < 7 para todo n € N. En
efecto, by < 7 y si b, <7, entonces

24 b, <24 T=bpy1=12+b, <VI=3<T.
Asf entonces la sucesion (by,),,cy s creciente y acotada. Por uno de los teo-
remas demostrados en clase sabemos que (by,), oy es convergente, digamos
a ¢. Otra vez, haciendo uso de los teoremas vistos en clase podemos hacer
(= lim b,1; =,/24+ lim b, = V2 +¢.
n—oo

n—oo

Por lo tanto, /> — ¢ —2 = 0 o bien ({+1)({—2) =0y asi { = -1 o
¢ = 2. Sin embargo, dado que todos los términos de la sucesién (by,)
son positivos, se debe tener que £ = 2.

neN



(5) Demostrar que si lim, .o by, = 00 y (an),cy €8 acotada, entonces
lim (an — b,) = —o0.
n—oo
Solucién: Como (an),cy s acotada, existe K € R tal que |a,| < K
para todo n € N. Veamos ahora que lim,,_ (a, — b,) = —oo. Para esto
fijemos un n € R. Queremos hallar un ny € N tal que a,, — b, < n para
todo n > ng.
Como lim,,_, o, b, = oo, existe ng € N tal que b, > K — n para todo
n > ng. Entonces

ap —bp <ap+(n—K)<n

puesto que a, — K es positivo. Esto demuestra que lim, . (a, — b,) =

—00.
(6) Demostrar que si 0 < |ap4+1| < K - |a,| para cadan € N, donde 0 < K < 1,

entonces lim,, o a, = 0.

Solucién: Para n > 2 se tiene que
0<lan| < K-|an_1] < K*|ap_of <--- < K" ' ]ay].
Por lo tanto,
0<|an| < K™™' a4|
para n > 2. Ademaés en clase establecimos que si 0 < x < 1, entonces

2™ — 0. Por lo tanto, (|asl), ¢y tiene limite (por un resultado mostrado
en clase) y

0 < lim |a,| < lag|- lim K"~ ' =o0.
n—oo n—oo

Finalmente, un ejercicio establece que lim,, oo |an| = 0siy sélo silim, o a, =
0. Esto completa la demostracion.



