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PROLEGOMENO

Este libro es el resultado de dos grandes impulsos: el trabajo colecti-
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pales. Los autores agradecen infinitamente la disposicion de Luis Alberto
Torres Ramirez, quien con gran ahinco capturé el manuscrito para darle
una presentacion moderna para su publicacién. Por supuesto, todos los
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Comision.

ATENTAMENTE
La comision
J. Juan Angoa Amador
Jaime Arroyo Garcia
Agustin Contreras Carreto
David Herrera Carrasco
Manuel Ibarra Contreras
Raul Linares Gracia
Fernando Macias Romero
Armando Martinez Garcia
Celestino Soriano Soriano
Fernando Veldzquez Castillo



Indice General

1 SUCESIONES 9
1.1 Introducciéon . . . . . . .. ... ... 9
1.2 Sucesiones . . . . . . .. ... 11
1.3 Sucesiones monétonas y acotadas . . . . ... ... 20
1.4 Limites de sucesiones . . . . . . . . .. .. ... ..... 31
1.5 Sucesiones convergentes . . . . . . .. ... ... .. .. 51

2 LIMITES Y CONTINUIDAD 80
2.1 Limite (de una funcién en un punto) . ... .. ... .. 80
2.2 Operaciones con limites. . . . . .. ... ... ...... 89
2.3 Limites (2da. Parte) . . .. ... ... ... ... ... . 100
2.4 Continuidad . . . . ... .. ... ... .. L. 111

3 LA DERIVADA 125
3.1 Todo esto es la derivada . . . . . . ... ... .. .... 125
3.2 Funciones trigonométricas, exponencial y logaritmo . . . 157
3.3 Funcién exponencial . . ... ... ... ... 176
3.4 Teorema del valor medio . . . ... ... ... ...... 204
3.5 Maximos y minimos . . . . . ... ... 220
3.6 Graficas de funciones . . . . .. ..o 233

Indice 261



Capitulo 1
SUCESIONES

§1

1.1 Introduccion

Uno de los principales problemas del Calculo, consiste en estudiar
situaciones en las que tenemos relacionadas dos funciones tales, que las
imagenes de unas de ellas son las razones de cambio de las imagenes
de la otra. Por ejemplo, tanto la velocidad como la distancia recorrida
por un cuerpo, pueden considerarse como funciones del tiempo, pero
la velocidad es la razén de cambio de la distancia. Anélogamente, la
aceleracién puede considerarse como la razon de cambio de la velocidad.
Tendremos oportunidad de profundizar en estas cuestiones en el Capitulo
3 y por eso ahora s6lo pondremos unos ejemplos. Supongamos que la
posicién de un coche que se dirige al Este por una carretera recta, se
puede determinar por la distancia a que se encuentra de una posicién
inicial. Esta distancia depende del tiempo. Denotemos la distancia por
d(t), donde ¢ es el tiempo que ha transcurrido desde el momento en que el
automovil emprendié su recorrido. La velocidad media del carro durante
algin intervalo de tiempo determinado, se puede calcular dividendo la
distancia recorrida en ese intervalo de tiempo, entre la duracién de dicho
intervalo. Esto expresado en una férmula, queda:

[9]
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d(ts) — d(t1)
e (1.1)

donde t5 y t;, son los tiempos (contados desde el momento de la partida)
iniciales y finales del intervalo de tiempo y d(t) y d(t;) son las distancias
que, desde el punto de partida, ha recorrido el automévil en los tiempos
inicial y final del intervalo. A veces, la velocidad realmente interesante
no es la media, sino la velocidad instantinea. Supongamos, por ejemplo,
que el auto choca; para los ocupantes o para los policias puede ser de
vital importancia conocer la velocidad en el instante del siniestro y no
la velocidad media durante los diez minutos previos y tal vez ni siquiera
durante los 10 segundos anteriores a la colision, durante los cuales es
posible que se aplicaran los frenos violentamente. Para intentar conseguir
una féormula para la velocidad instantanea, puede ocurrirsele a usted, mi
estimado lector, considerar un intervalo de tiempo de duracién nula, esto
es, hacer ty = t; en (1.1). Puesto que la distancia recorrida por el coche
durante un intervalo de tiempo de duracién 0 es 0, la ecuacién (1.1) toma
la forma

velocidad media =

0

0 Y
pero huelga hacer hincapié en el hecho de que esta expresion carece de
sentido. Tomando t, — t; pequeno, podemos calcular la velocidad media
durante un intervalo de tiempo tan corto como queramos y es intuitiva-
mente claro que la velocidad instantanea en el instante ¢;, por ejemplo, se
parece més a la velocidad media en el intervalo [t, t5] (0 [t2, #1]) cuando
ty —t1 es chico que cuando t5 — t; es grande; asi que atraparemos esa ve-
locidad instantanea a partir de las velocidades medias durante intervalos
de tiempo sumamente chiquitos y esto nos lleva a la bisqueda del limite
para valores muy pequenos de to — ;.

En Geometria aparece el concepto de limite de manera mas poderosa.
Asi, si en un circulo de radio r inscribimos un poligono regular de n lados,

éste tendra por area:
2
r 27
A, = n— sen (—) .
2 n

En efecto: el drea del triangulo OAB es:
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Figura 1.1
2 2
r(rsen<r) _ r—sen2—7r
2 2 n

Como hay n de estos triangulos, el area del poligono es:

2 2
A,=n (T—sen—ﬂ>
2 n

Aunque no tengamos un concepto riguroso de area, podemos acep-
tar que entre mas lados tenga un poligono, su area se parece mas al

area del circulo y que entonces se puede ver como el limite de las areas
A?n A47 A57 AGJ s

Podemos también aproximarnos al perimetro de una circunferencia
de radio r por poligonos regulares inscritos en ella.

El propdsito de este Capitulo es explicar lo que se entiende por el
limite de una sucesion, asi como el proposito del siguiente capitulo serd
explicar el concepto de limite de una funcién (de variable continua).

§2
1.2 Sucesiones

Podemos entender una sucesiéon como una lista interminable de
nimeros reales (no necesariamente distintos) dispuestos en un orden de-
terminado.
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Por ejemplo, la lista de los nimeros pares
2,4,6,8,10,...,

es una sucesion.
También forman una sucesion los nimeros aq, a9, a3, a4, ..., en donde
Vn € N, a, = (—1)". La lista en este caso se ve asi:

-1,1, -1, 1, -1, 1, -1, 1

Y Y Y Y Y ) ) y*s

Debemos notar que una sucesion no es simplemente un conjunto de
nimeros: si se cambian de orden los elementos de un conjunto, éste sigue
siendo el mismo. En una sucesién, en cambio, el orden es importante
pues si se cambian de orden todos o algunos de sus términos, se obtiene
una nueva sucesion que es diferente a la original. Asi, la sucesion

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,...,
es diferente a la sucesion
1,3,2,4,5,7,6, 8,9, 11, 10, 12,...
De la misma manera la sucesion
-1,1, —-1,1, -1, 1, -1, 1,...,
es diferente a la sucesiéon

-1, -1,1,1, -1, -1, 1, 1

Y ) Y Y Y Y Y y*s

En estas ultimas sucesiones se usan solamente dos nimeros, —1 y 1
(que se repiten muchisimas veces, por supuesto); asi que el conjunto de
nimeros que se use para formar una sucesion no tiene por qué ser infinito.

Una sucesion se puede especificar de diversas formas. Por ejemplo:

a) Se puede dar una lista de los primeros términos de la sucesién
usando puntos suspensivos para sugerir que la sucesiéon continia
generandose de un modo ya claro, como en el caso de las sucesiones
siguientes :
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1,3,57,9, 11, 13,.

510, 15, 20, 25, 30, 35,.

3,9, 27, 81,81,243,.

1, 3,0, -2, 1 -3 3, _g, _g .
14,9, 16, 25, 36, 49, 64. 81,

1,1,2, 3,58, 13, 21, 34,.

b) En ocasiones se puede hallar una férmula que proporcione todos
los términos de la sucesién; asi, los términos de la sucesién de los
pares tienen por férmula a, = 2n (n € N)

También la sucesion

responde a la férmula

y la sucesion
1 1 1 1
— 4, -, 16, —, 64, —, ...
27 ’ 87 Y 327 Y 1287 ’

que es la misma que:

1 1 1 1
AR R A
2 ’ ) 23 ) ’ 25 ’ ) 27 ) ’
tiene por formula
c, = 2071 Vn € N

Para esta sucesion podria darse una regla para los términos pares

y otra para los impares, de la siguiente forma:
I .
o si n es impar,
Cn =

2™ sin es par.

Hay veces en que la formula general que representa a alguna suce-
sién estd dada en forma de suma. Por ejemplo la sucesion

a1:1, a2:1—|—2, a3:1—|—2—|—3,
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ay=14+2+3+4,...

se representa por la férmula:
Vn €N, an,=14+24+34+---+n.

La férmula general

1 1 1 1

representa a la sucesién cuyo primer término es by = 1 + % =2,
cuyo segundo término es by = 1 + % + %, cuyo tercer término es
by =1+ % + % + % y en general, el n—ésimo término es, como la
férmula lo indica, la suma

TS 1
TR TR TR

iy no solamente el sumando %!

También una férmula general puede estar dada en forma de pro-
ducto. Por ejemplo:

a, =n! Vn € N (recordar que n! =1-2-3-...-n)

bo=(1— 1) (1-2)(1—3)...(1- 1), VneN.

n+1 n+1 n+1 n+1

En el primer caso
=1, ap=2!'=1-2=2, a3=3'=1-2-3 =6,

ay=1-2-3-4=24,...

y en el segundo caso,
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(6

Aunque seria muy ftil que cualquier sucesion se pudiera representar
mediante una féormula general expresable como regla algebraica,
éste no es el caso para la sucesién cuyos términos son los digitos
que aparecen en el desarrollo decimal de 7

3,1,4,1,5,9,2,6,5,3,...

ni para la sucesion de los nimeros primos por orden de magnitud
1,2,3,5, 7, 11,13, 17, 19, ...

En algunas ocasiones es muy dificil obtener, de la simple obser-
vacién de los términos de una sucesién, una férmula general que
nos diga cudl es su n—ésimo término (para cada n € N). Por ejem-
plo, la “sucesiéon de Fibonacci”:

1,1,2,3,5,8,13, 21,...
tiene por complicada féormula general

(1+v3)" -~ (- VB
/5

F, =

(ver problema 7 de esta seccién).

O a veces la féormula general, aunque sea sencilla de descubrir, es
muy engorroso escribirla. Por ejemplo: la sucesién

ﬂ,w+ﬂym+w+ﬁ,%+W+w+ﬁw.

tiene por férmula general:

an:\/2+\/2—|—\/2+...+\/§ (n radicales ) Vn € N.

En ambos casos es muy sencillo percatarse de que cada término
se puede ir generando a partir de los términos anteriores, de una
manera muy simple. Asi, en la sucesién de Fibonacci, cada término
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es la suma de los dos términos anteriores, una vez dados los dos
primeros términos:

1,1,2=141,3=1+2,5=2+3,8=3+5,13=5+38,...

Podemos entonces representar F,, mediante una formula de recu-
rrencia, del siguiente modo:

F1 - 1
Fn: F2:1
F,=F, o+ F,_1 paran>3.

Foérmulas como éstas se llaman férmulas de recurrencia porque
expresan cada término en funcién de sus precedentes (diciéndonos cémo
obtener cada término recurriendo a los anteriores). La férmula de recu-
rrencia de cardcter més general tiene la forma:

G1, G2, ,0p, estan dados
a, = F(an 1, Gp_o,--+, Gz, a;) paran > ny

donde F' es una funcién que depende de los valores que adopten los ni-
meros ay,...,0n—1.

A las sucesiones que estan expresadas mediante férmulas de recurren-
cia, suele llamarseles sucesiones recurrentes.

Las formulas de recurrencia son muy usadas en los procesos iterativos
para obtener soluciones aproximadas de ecuaciones de la forma:

f(z) =0.

La idea de este “método de aproximaciones sucesivas” es comenzar
con una conjetura aproximada a la solucién e irla refinado mediante un
procedimiento muy sencillo (una férmula de recurrencia), hasta alcanzar
el grado de exactitud deseado. Por ejemplo el método de Newton para
resolver ecuaciones del tipo

22— A=0, con A>0,

o sea para encontrar raices cuadradas, consiste en lo siguiente:
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Si A > 0 es un numero cuya raiz cuadrada se quiere conocer y a; es
cualquier nimero, podemos construir una sucesiéon de nimeros
A1y, A2y ...y Apy ...y

que como se vera en la Seccién 1.4, son cada vez mas cercanos a la
solucién v/ A, de la siguiente forma:
Dado aq, el término as se obtiene asi:

1 A . A
as == | a + — promedio de a1 y — | .
2 a1 a1
El término a; sera:
1 N A
a3=—=|as+—|.
K 2 2 a9
En general,
an:%(‘ln*l""ail) para n > 2.

Asi, para calcular v/10 (con 3 cifras decimales), podemos comenzar con
el valor a; = 3: la formula de recurrencia para

ai, G2, Gaz,...
es en este caso
a; = 3

an:%(an,1+ A ) para n > 2

Gn—1

ap —

y los primeros términos de la sucesién son:

ap= 3

az= 33+ = 3.167
as = % (3.167+ 73%) = 3.162
ay = % 3.162

(3.162 + 51%5) = 3.162

La eficacia del método de Newton esta basada en estas dos ideas:



18 CapiTULO 1. SUCESIONES

1
a) El promedio §(u + v) entre dos nimeros u y v estd entre ellos y

A
b) Si u > VA, entonces v = — < VA y viceversa. Para ver esto
u

1 1
notemos que u > v/ A implica — < — y como A > 0,
U VA Y

A A
— < — = VA.
u A

De esta manera, si a,, es una aproximacion a v/ A, entonces tanto

1 A
Op+1 = 7 | Qp + —
2 an,

A
como v/ A estan entre a,, y — y por lo tanto a, 1 estd mas cerca de v A
a

n
que a,.

Ejercicios 1.
1. Escriba los 5 primeros términos de las sucesiones:

a) a, =n(n+1), b) ap, = (—1)" + n,

¢) b, = (—1)"n, d) a; =3, a, = 3+ “5* para n > 2,

k) ay =1, apy = %ak, keN, 1)my =0, mgyy =1 +my, k€N,

m)plzlapﬂ»l:g_plaiENa n)klzlakn:knT_l;n227

n) am=1a;=2, a3=3 a,=4
ap, = i(anq +an o+ ay 34 Gy 4),n>5H.



1.2. SUCESIONES 19

2. Hallar férmulas generales que especifiquen las siguientes sucesiones:

a) 3,1,2,4,8,16,32,...
b) 0.4, 0.44, 0.444, 0.4444, . ..
¢) 1,-2,3, —4,5 —6,...

1 3 3 5 7
d) 17 _37 07 _27 Ty T 40 40 8y

®|©

P

3. Dadas las siguientes sucesiones recurrentes, hallar una férmula ge-
neral que las represente

a) a; =—1, a, =(=1)ay_1, n > 2,

b) a; =

_ 1
y Op = 50p—1, n > 27

N[

—_ 3 _ 1
C) C1 = 10° Cnt1 _Cn+W7 para n € Na

d) a1 =0, a,=5——, n>2.

2—ap_1° -

4. Escribir de manera recurrente las sucesiones:

a) an=1+5+5+... .+,

b) 1+4i+5+3+---+4,

n:

c) bn:\/2+\/2+\/2+---+\/§,

d) 0.4, 0.44, 0.444, 0.4444, 0.44444, . ..

. ., . , . aq
5. Si una sucesién tiene la férmula de recurrencia
ap = F(an—l)

donde F': R — R es una funcién.

a) Demuestre que a3 = F(F(ay))

b) Escribir la férmula que da a4 en términos de a;
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c¢) Escribir la formula que da a0 en términos de ag

d) Escribir la férmula que da a, en términos de ai, donde
1<k<n.

. Un banco ofrece a sus clientes una tasa de interés de r% anual. Una

persona deposita cierta cantidad de dinero y la deja en el banco
durante varios anos. Si el total de dinero que tiene acreditado a su
cuenta al cabo de n anos es $a,, escribir una férmula de recurrencia
para la sucesion ay, as, as, ...

. Demuestre que una férmula general para la sucesién de Fibonacci

es
(1+v5)" — (1 —5)"
21v/5
(Sugerencia: demuestre que a; = 1, as = 1 y que para n > 3 se
tiene a, = ap_1 + Gp_2).

Vn € N: a, =

63

1.3 Sucesiones monétonas y acotadas

Aunque para nosotros ha sido suficiente entender una sucesiéon como

una lista interminable de nimeros reales dispuestos en un orden deter-
minado, serd también util aclarar que el concepto formal de sucesiéon es
el siguiente:

Definicién 1.3.1 Una sucesién es una funcion

f:N—=R

Es lo mismo entonces hablar de una sucesién como funcién o como

lista interminable. En efecto, dada una funcién f : N — R, podemos
construir la lista ordenada de numeros:

F(D), £(2), f(3), f(4), ...
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y viceversa, dada una lista interminable de niimeros reales,
ay, ag, Az, A4, ...
podemos definir una funcién f : N — R con la regla
f(n) =ap Vn e N.

En general, cuando hablemos de una sucesion ay, as, as, ag,...,
escribiremos: “la sucesién (ay,)nen”
Por ejemplo, para hablar de la sucesion 2, 4, 8, 16, 32,...,2",...,

)

escribiremos: “la sucesién (2"),en”.

Nota: SiNeN, A={neN:n>N}yf:A— Resuna funcién, esta
ultima se puede considerar como una sucesion, a saber la sucesion:
F(IN+1), f(N+2), f(N+3),..., 0sea, la funcién ¢ : N — R
tal que g(1) = f(N + 1), g(2) = f(N+2), g(3) = f(N+3),...,
g(n) = f(N +n),...

Ejemplo: f(n) = ﬁ para n > 3. Se puede considerar como la

sucesién cuyo primer término es a; = f(4) = 1, el segundo término

es ap = f(5) = 3 y asf sucesivamente, a, = f(3+n) = <.

Para continuar, suplicamos al alumno que repase el concepto de fun-
cién monotona (ya sea creciente o decreciente) en un subconjunto de R,
porque nuestra siguiente definicién es un caso particular de tales concep-
tos.

Definicién 1.3.2 Una sucesion (a,)pen es:
a) creciente (monétona creciente) si y sélo si

VnmeN, n<m=a, <an,
b) estrictamente creciente si y sélo si

Vn,meN, n<m=a, < apy,
c) decreciente (mondtona decreciente) si y sélo si

Vn,meN, n<m=a, > ay,
d) estrictamente decreciente si y sélo si

Vn,meN, n<m=a, > ap.
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Esta definicién es equivalente, en el caso de las sucesiones, a ésta (ver

ejercicio 7 de “Ejercicios 2”):

Una sucesién (a,)nen €s:

a) creciente (mondtona creciente) si y sélo si

Vn € Na an S An+1,

b) estrictamente creciente si y sélo si

VneN, a, < apiq.

¢) decreciente (mondtona decreciente) si y sélo si

Vn € Na an Z An+1,

d) estrictamente decreciente si y sélo si

VneN, a, > apiq.

Ejemplos:

1. Consideremos la sucesién (ay)nen, donde a, = n. Como para cada
n €N a =n<n+1 = a,., la sucesiéon es estrictamente
creciente.

. Sean a; = 0.3, ay = 0.33, a3 = 0.333, a4 = 0.3333,...En general

an, =0.33...33 (n veces).
—_—

Como se ve, Vn € N, a,,1 = a > @, ¥ pOr €80 (ay)nen €8

n + 10n+1
estrictamente creciente.

1

1
.Vn €N, seaa,=—. EntoncesVn € N, n<n+1= 1 <l=

n+1 n

S

U1 < Gy Asi, (ay)nen es estrictamente decreciente.

.SiaeRyVn €N, b, =a,lasucesion (b,),en es creciente y de-

creciente, aunque no estrictamente, ya que Vn € N, b, = a = b,
y por ende

Vn € N, bn S bn—l—l y bn Z bn—i—l-



1.3.

SUCESIONES MONOTONAS Y ACOTADAS 23

an = 2n + (—1)". Se tiene:

a1 =1, ap =05, az3=95, a4 =9, a5=9,...

A ojo de buen cubero, esta sucesion es creciente, pero no estricta-
mente, pues:

a, =2n+1

n par j{ 1 =2n+1)—1=2n+2-1=2n+1=a,

a, =2n—1

N 1mpar :>{ anﬂ:2(n+1)+1:2n+2+1:2n+3>an

Se considera la sucesion recurrente definida por

(un)nGN — = 7
Up = \/2+un717 n =2

Esta sucesién es decreciente, ya que

UQZ\/2+U1:\/2+7:3<U1

y si suponemos que para alguna n > 2, wu, < u,_;, entonces
24+ u, <2+wu, 1y por consiguiente,

Ups1 = V2 + Uy, < \/2+un_1 = Up.

Sea (o )nen tal que Vn € N,

_1 1 1 1
Qp = +ﬁ+a+"'+m
claramente, oy =2y Vn € N, o, = Ozn+m > «,. Por eso,

(an)nen es estrictamente creciente.

. Sea f3,, = (1 + %)n

Por el Teorema del binomio (de Newton),

ﬁn=(1+3)n
n

1 nn—1)1 nn—1)n-—-2)1 nn—1)---11
IS ERETURE IR R RO UREIa

n! nn
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b ()3 () (-2)
() ()= ()

En forma andloga,

By = 1414 (12 ) 2o L U
ntl ™ 2! n4+1 3! n+1 n+1
1 1 2 —1
+—(1- 1— 12T
n! n+1 n+1 n+1

e () 0 ()

T:(nil)! (1_%{1)(1_n—2rl)"'<1_nil>'

Sil < k < n—1, entonces 0 < % < lyporesor >0y
0<1-— % < 1. Ademas 1 — % <1- nLH, asi que si comparamos
término a término los desarrollos de 3, y 3, ., se tendra:

Sea

n

Bum 141+ (=D + (-3 (-2 oot
)

FLA-L1-2) . (1-) <

n

L= am) ta (U= ag) (L= )+ F
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Por lo tanto (3,,)nen €s estrictamente creciente.

Otra manera de demostrar que (,,)nen es estrictamente creciente
es la siguiente:

Si 0 <a < b, entonces

bn-l—l _ an-i—l (b _ a)(b" + bn—la 4t ban—l + an)

b—a b—a

=+ la+---+ba" +a" <
<B4 BT 0 =
=(n+1)b"

Despejando a™*! en la anterior desigualdad, se tiene que

a" ™ > b"[(n + 1)a — nb).

1 1

Sia=1+——yb=1+—, ay bsatisfacen la condicién 0 < a < b
n+1 n

y por consiguiente:

(L+22)" > (+)" [+ 1) (14 ) —n(1+)]

O sea,

Bn—l—l > 51@

Pasemos ahora a estudiar las sucesiones acotadas.

Definicién 1.3.3 La sucesion (a,)nen esta:

a) acotada superiormente si existe K € R tal que

VneN, a, <K,
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b) acotada inferiormente si existe K € R tal que

vneN, a, > K,

c¢) acotada si estd acotada tanto superior como inferiormente.

Ejemplos:

1.

Sea (ap)nen tal que Vn € N, a, = n.

Esta sucesién no estd acotada superiormente ya que
VK € R, I3n € N tal que n > K

(por la propiedad arquimediana).

ay = 03,
. Vn €N, sea a, =

3
an+1:an+w Vn € N.

1
Notemos que (a,)nen estd acotada pues Vn € N, a, < 37
a, > 0.
1 . . .
. Vn € N, sea a,, = —. Esta sucesién estd acotada debido a que

VneN, 0<aqa, <1

. Toda sucesion constante es acotada.

Sean a, = 2n + (—1)" y K € R. Escojamos una n par tal que

n > . Entonces

20K — 1
an:2n+1>%+1:K.
Por lo tanto, (a,),en no estd acotada superiormente.

La sucesién recurrente

(un)nGN — e 7,
Up = \/2+un—17 n =2

esta acotada inferiormente por 2, dado que
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a) up =7>2y
b) Up>2= Uy =V2+u, >V2+2=2

y estos dos pasos prueban, por induccién, que u, estd acotada in-
feriormente por 2.

Ademas (uy)nen es decreciente y . Vn € N, u, < u; = 7. Por eso,
(tn)nen estd acotada.

. 1 1 1 .
7. Slan:1+ﬁ+g+---+m,setlene.
pprp iy L Lo ]
O{n —= — PP -
2 2-3 2-3-4 2:-3-4---n
<141 1 1 1 1
ST+ltotgtogt ot oy
1 2" —1
S TR S U Sk N PP S
1 1 1 on—1 ’
2 2
Por lo tanto, (a,)nen estd acotada.
1 n
8. Sif, = (1 + 5) , (B, nen también estd acotada, pues:

B, :1+1+%<1—%>+%(1—%) <1_%>+_._+
+%<1_%> (1—%>...<1_n;1>

1 1 1
§1+1+§+§++m:an<3,

k
vaqueVke {l,--- ,n—1}, 0<1——<1.
n

Para otra demostracién de que (3,,)nen estd acotada superiormente,
usaremos la desigualdad

b'[(n + 1)a — nb] < a"** para 0 < a < b,
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que probamos ya en la pagina (25). Si en ella sustituimos a =1y

1
b=1+ —, queda
2n

1+1 ' (n+1) 1+1 <1
— n —n — 0 sea
2n 2n ’ ’
1 1—|—1 n<1
2 2n '

1 n
Por lo tanto (1 + 2—) < 2, elevando al cuadrado, queda
n

1 2n
Vn e N <1+2—> < 4.

n

Sea n € N. Como (3,,)nen es creciente y n < 2n, se tiene que
1 n 1 2n
I+—) <(1+ 4+ < 4.
n 2n

Ejercicios 2.
1. Demostrar que las sucesiones siguientes son crecientes:

a) a, =2n*—3n+5, b)a,=3n>—2n—T1,

n n?—1
= d =
C)an n+17 )an n )
1
e) ap,=n— —.
n

2. Demostrar que:

a) ay = 2, b) a, =vn+1—/n,
1
c) a, = ot d) a, = —n,

e) a, = 2" donde 0 < z < 1.
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3. De las siguientes sucesiones ;cudles son acotadas?, jcudles son
mondtonas?, jcuales son estrictamente crecientes o decrecientes?

a) a, = (—1)"',  b) an:ﬂ,
n
c) an:1+(_;)n, d) bkzl—%,
e)cl—1+(2_1)l, f)én:1+1+%+---+1n,
h) ai:1+§+§+---+2ii1,

g) l, = Vn? —n,
2
. n®+1 .
i) b, = {/ . j) b, =3" -2~
n
4. Probar que (a,),en estd acotada si y sélo si existe K € Ry tal que
Vn €N, |a,| < K.
5. Demuestre que las sucesiones siguientes no estan acotadas:

a) a, = —, b) a, = 2", c) b, =/,

d) a, = —n?, e) cp =n?+1.

6. Pruebe que las siguientes sucesiones son mondétonas (crecientes o
decrecientes) y acotadas:
2n n 1

1
a) a, = ) b)an:ma c) bn:%) d)anzl_*_g‘

7. Demuestre que una sucesién (a,),en €s creciente (es decir,
Vn,m e N, n<m = a, <ap)siysélosiVn €N, a, < a,y.

8. Demostrar que la sucesién (uy)nen definida por
u=—1'y Up1 =vV2+u, paraneN,

es creciente y acotada superiormente.
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9. Demostrar que si (a,)nen estd dada por

a1>0,

A
anH:%(an—l—a—) para n € N,

n

Ap =

donde A > 0, entonces

a) Vn>2, a, > VA,
b) Yn > 2, apy1 < ay.

10. En este ejercicio se demuestra nuevamente que la sucesién (3,,)nen
dada por

1 n
B, = (1+—> Vn eN
n
es creciente.
a) Demuestre la desigualdad de Bernoulli, es decir que:
Ve>—-1VneN: (1+2)">1+nx

(sugerencia: dado x > —1, use induccién matemdtica para
probar que Vn € N: (1 +2)" > 1+ nx).

b) Use la desigualdad anterior para probar que

Vn > 2 5n-<1—1> 1oL
n

n
c) Despeje f3,, en la desigualdad del inciso b) y concluya que

anQ 5n25n—1'
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§4

1.4 Limites de sucesiones

Supongamos que (a,)nen s una sucesion y que P es alguna propiedad
que a, puede o no tener, por ejemplo, la propiedad de ser un entero
positivo o la de ser un niimero mayor que 1 (o cualquier proposicién
abierta definida en R). Para cada n € N, nos preguntamos si a, tiene la
propiedad P o no. Pueden ocurrir tres posibilidades:

a)

Que a, tenga la propiedad P para todos los valores de n, o para
todos los valores de n excepto un numero finito de ellos. En re-
sumen, que a lo mas un numero finito de términos a,, no cumplan
la propiedad P.

Que a, no tenga la propiedad P para ningin valor de n o solamente
para un numero finito de tales valores. Es decir, a lo mas para un
nimero finito de valores de n, a,, tiene la propiedad P.

Que no ocurran ni a) ni b); en pocas palabras, que tanto el niimero
de valores de n para los cuales a, tiene la propiedad P como el
nimero de valores de n para los cuales a, no tiene la propiedad,
son infinitos.

Ejemplos:

1.

Sean a, = n 'y P la propiedad de ser un entero positivo. Entonces
a, tiene la propiedad P para todos los valores de n.

. Sean a, = n y P la propiedad de ser un nimero mayor o igual a

1000. Entonces a, tiene la propiedad para todos los valores de n
excepto para un numero finito, a saber, paran =1,2,3,4,...,999.

Tanto en el ejemplo 1 como en el 2, el caso a) es el que se cumple.
Sean a, = n y P la propiedad de ser un numero menor que

1000. Entonces se tiene el caso b), ya que solamente los términos
a1, o, 43, ..., Gggg, satisfacen la propiedad.
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4. Sean a, = ny P la propiedad de ser un entero par; entonces el caso
que ocurre es el ¢), ya que tanto el nimero de términos que tienen
P (que son todos los términos pares) como el nimero de términos
que no tienen P (que son todos los términos impares), son infinitos.

Supongamos ahora que (a,),eny €S una sucesién, que P es una
propiedad como las anteriores y que el caso a) ocurre, es decir, que a
lo mas un nimero finito de términos de la sucesién, digamos

a/n17 an27 “‘7anN7

no satisfacen la propiedad P. Con a,, (para 1 < k < N) denotamos al
k-ésimo término que no satisface P y estamos suponiendo que solamente
N términos de la sucesién (que no necesariamente son los N primeros
términos) no tienen la propiedad. Es claro entonces que a, tiene P si
n > n,. Por ejemplo, si (a,)nen es la sucesion:

1,3,1,7,1,1,4,8,25, 1,1,1,1,1,16, 1, 1, 1, 1, 1, 1, ...

y P es la propiedad de ser 1, los tnicos términos que no satisfacen P,
son:
a2, Q4,0a7, ag, A9, A15-

Como se ve, estos 6 términos no son los primeros 6 términos de la
sucesion, pero podriamos renombrarlos asi:

as = a,, : es el primer término que no cumple P
a4 = ap, : es el segundo término que no cumple P

(15 = ap, © es el sexto y ultimo término que no satisface P

Ademas, si n > 15, es decir, si n > 16, a, tiene la propiedad P, pues
para n > 16, a, = 1.

Con frecuencia se usa la expresion “a, tiene la propiedad P para n
suficientemente grande” para indicar que existe ny € N tal que a,, tiene
la propiedad P para todos los valores de n mayores o iguales a ny. En
simbolos:

a, tiene la propiedad P para n suficientemente grande
< dng € N tal que Vn € N: n > ng = a, satisface P.
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Si se van analizar los términos a, de una sucesiéon, es natural hacerlo
“en orden”, comenzando con a;, luego con ay, luego con ag, etc., es decir,
suponiendo que n toma sucesivamente los valores sucesivos 1, 2, 3, .. .Para
indicar que n tomard sucesivamente los valores sucesivos 1, 2,3, ..., suele
también con frecuencia usarse la expresiéon “n tiende a infinito” o:

n — 00

(0o es un simbolo para decir infinito).

Asi, si a, tiene la propiedad P para n suficientemente grande y si
n tiende a 0o (o sea, si tomamos los valores n = 1,2,3,4,..., sucesiva-
mente), entonces en algiin momento n asumira valores tan grandes como
para asegurar que a, tiene la propiedad P. En este sentido se pueden
considerar equivalentes las frases:

“a, tiene la propiedad P para n suficientemente grande” y

“a, tiene la propiedad P cuando n tiende a oo”

Ejemplos:
1
1. Si a, = —, entonces a,, < 1 para n suficientemente grande, ya que
n

— < 15siysolosin> 1. por consiguiente, si ng = 2, entonces
n

1
VneN, n>ny=a,=—<1.
n

. n+1 1
2. Si a, = ——, entonces a, — 1 < 100 cuando n — oo, pues
n

o bl byt
n 100 n 100 n 100

11
&S — < — & > 100.
n 100 "

Por eso, si ng = 101, entonces

1

1
M N:n> n—1=—< —.
n € n>ng=a n<100
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3. Sea a, = (—1)"—. Afirmamos que para n suficientemente grande,
n

1
—1—06<an<1—06.

Esto se debe a que
1

1 1
—— <y < —= & oy < = & |(-1)"
106 106 106

1

n

< 1
106

sl o
— — n .
n 106

Asi, hacemos ny = 10® + 1, entonces

S 1
Vn_ng, —1—06<an<1—06
n+1
4. Supongamos que a, = (—1)" . Afirmamos que para n
n
suficientemente grande o cuando n — oo,

S 4

ap, > ——.

3

: 4 .
En efecto, si n es par, a, > 0 > 3 y Sl n es 1mpar,

4 1 4 1 4 1
4, >—ce TS 20T g2
3 n 3 n 3 n

<

L W~

S -<-&3<n,

SRS
W =

por ende, si ny = 3, entonces
4
Vn > ng, an > —3

. 2n+3 . 2
5. Sia, = n3 y P es la propiedad de ser menor que — + r con
n

r > 0, tal propiedad la tiene a, para n > —. Si ng es un entero
T

mayor que —, entonces, a, tiene la propiedad P para n > ng, o
r

cuando n — oo.
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m—3
6. Sea a, = n . Cuando n — o0, a, € (6.95,7.05) pues:
n+1
6.95< 73 (705 ©6957< LT3 7 705-7
n+1 n+1
& —0.05 < ——— < 0.05
n 4+
— 10
< 0.05 & < 0.05
n+1 n-+1

& n+1>2004n>199

< n > 200.

Por lo tanto si ny = 200, entonces Vn > ny, a, € (6.95,7.05).

9k 4+ 10
7.8 >0y b, = 10%, entonces, para k suficientemente grande,
by — g < g, ya que:
k 10 , ya que:
9k +10 9 9k + 10 — 9k 1 1< ©k>1
_ | = = — — £ —
10k 10 10k kY k c
1 . 9
Sea ng > —, ng € N. Entonces, si k > ng, |by — 10 <e
£

Por consiguiente

9
bk—1—0‘<6sik—>oo.

. 1 . .
Volvamos ahora a la sucesién a, = —. En el ejemplo 1. se vio que
n

1
a, < 1 cuando n — 0o, pero podemos afirmar mas: que a, < 10 para n

suficientemente grande, a saber, para n > 11 (;por qué?). M4és atin: que

para n > 101, o incluso que

1

“n < 1000000
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para n suficientemente grande (demuestre estos hechos como ejercicios,
mi estimado lector) y es que los términos de la sucesién se van haciendo
m&s y mas pequenos (pero siempre mayores que cero) a medida que n
crece (cuando n — oo), o mejor dicho, a, se “va acercando” mas y mas
a cero conforme n — o0o. De hecho, dado cualquier &, por pequeno (iue

sea, con tal que £ sea positivo (por ejemplo ¢ = 1, ¢ = € =

1, 1
e=——=06ec=—
1000 106’
a, < € para n suficientemente grande. De hecho,

10’ 100’
o cualquier otro valor positivo) se puede probar que
1

1
a, <ece&s —<esn>e
n

Por lo tanto, si ng es cualquier natural mayor que —, tenemos:
€

1 1
VneN, n>nyg=n>ny>-=—<e.
e n
Asi,
1
Ve > 03dng(e) € N tal que Vn € N:n > ny(e) = — < e. (1.2)
n

1
(Es decir Ve > 0; — < ¢ para n suficientemente grande).

Con ny(g) se quiere subrayar que ny depende de ¢. Por ejemplo, si
e =1, basta tomar ny(¢) = 2 (como en el ejemplo 1).
Sie = (1000)~", basta tomar ng(¢) = 1001 para asegurar que si n > 1001,

entonces — < . Ya ny(g) = 2 no sirve en este caso.
n

La expresion (1.2) lo inico que se dice es que por muy pequenio que
sea el niimero ¢, siempre es posible lograr que todos los términos de la

) 1
sucesion a, = — Sean mas chicos que &, a partlr de un cierto término Cbn

y como todos los términos de (a,),en son positivos, esto va obligando a
que la distancia entre 0 y a, sea menor que ¢ a partir del término ay, .

: . ; : . n+1 .
Una situacion andloga se tiene con la sucesion a,, = —— del ejemplo
n

2):

n+1 1
=1+ —.

n n

vneN, a, =
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Figura 1.2

En este caso la distancia entre a,, y 1 es siempre mayor que cero, puesto
que |a, — 1| = a, — 1 = % > 0, pero dicha distancia se puede hacer
“tan pequenia como queramos” para n suficientemente grande, puesto
que % se puede hacer “tan pequena como queramos” con tal que n sea
suficientemente grande. En pocas palabras, dada cualquier ¢ > 0, por

pequena que sea, |a,—1| < € para n suficientemente grande o, precisando,
Ve >0, dng € Ntal que Vn € N:n > ng = |a, — 1| < e.

Se deja como ejercicio completar los detalles de la demostracion de este

., n+1
hecho (para esta sucesién a, = ).
n

Cuando se tiene una sucesién (a,)nen que, como en los casos anterio-
res, se van acercando a un cierto nimero /[ a medida que n crece, en el
sentido que la distancia entre a,, y [ se puede hacer “tan pequena como
queramos” para n suficientemente grande, se dird que [ es el limite de
la sucesion (a,)nen. Entonces, decimos que [ es el limite de (a,)nen si:
Ve > 0, |a, — l| < € para n suficientemente grande y ya escrito con toda
precision, la definicién queda de la siguiente manera.

Definicién 1.4.1 Sean (a,)nen una sucesiéon y [ € R. Decimos que [ es
el limite de (ap)pen si:

Ve >0, dng(e) e N, Vn € N: n > ng(e) = |a, — ] < e.

Antes que otra cosa suceda, hagamos observaciones urgentes:

1. Una sucesién (a,)nen no puede tener més de un limite [. Si, por
el contrario, dos niimeros distintos [ y I’ fueran limites de (ay,)nen,
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=
pongamos € = 5 Entonces ¢ > 0 y:
dn; € Ntalque Vn e N:n > ny = |a, — ] <, (1.3)
dn, € Ntal que Vn € N:n > ny = |a, — I'| <e. (1.4)

Sea ng € N tal que ng > méx{n;, ny} es decir, ny es un natural
mayor que ny y que n;. Por lo tanto, |a, —I| <ey la, —I'| <e.
Asi, por la desigualdad del tridngulo se llega a la siguiente con-
tradiccion:

=T < |l = an, | +an, —U'|<et+e=2e=[-T]

Con la seguridad de que el limite es tinico, podemos usar la siguien-
te.

Notacion: sil es el limite de (ay,)nen, escribimos

[= lima,
n— 00

(mejor dicho, escribimos [ = lim a,, para denotar a la proposicién
n— o0

“l es el limite de (ap)nen)-

A veces, si no hay peligro de confusion, se escribird

a, — len vez de lima, = [.
n—oo

. Para cualesquiera dos niimeros reales x, y se tiene

lzt—yl<ee —e<zr—y<e.
Por consiguiente la expresion |a, — [| < € es equivalente a
—e<a,—l<e

y también a la siguiente expresion: [ — e < a,, < [+ £ que a su vez
es lo mismo que decir:

a, € (l—¢, I +¢).
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l=lima, & Ve>0dn, €N

n—o0
talque Vn e N:n >ng=a, € (I —¢, [ +2).
Esta equivalencia nos permite ilustrar geométricamente la defini-
cion de limite.

Si (an)nen es una sucesion (es decir, una funciéon de N a R), su
grafica consta de todos los puntos del plano de la forma (n, a,):

YA
YyDlDD
Tl e ettt BT
o
_ o
/ ) *
.
[ ]
I00f===g=—==—===q4---+~ -
° . oo
L L L L L L L L -
1 1 1 1 1 1 1 1 Ll
0] 1 2 34 ny n,02 5,04 X
Figura 1.3

Dibujemos la linea y = [ y las paralelas y = [ —¢, y = [ + ¢.
Entonces

lima, =1
n—oo

si y sélo si una vez que estas rectas han sido dibujadas no importan-
do qué tan cerca estén entre si, podemos siempre dibujar una recta
x = ng (como en la Figura 1.3) de tal forma que el punto (ng, ay,)
de la grafica sobre esta linea y todos los puntos a la “derecha” de
él estén entre dichas rectas (en la regién sombreada).

Por supuesto, para representar graficamente una sucesién, no es
necesario usar el plano. Puede hacerse mediante dos rectas pa-
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ralelas, una que represente al dominio y la otra para representar
s . n (n—1
las imdgenes, como en e.l caso de la sucesién {(—1) (T)} cuya
representacion es la siguiente:
2
0= o
3 0

RS
]|~
AW

Figura 1.4

Con esta representacion, si una sucesiéon converge a un numero [,
se ve claramente como los términos de ella se van “acumulando”
alrededor de [, como puede observarse en el caso de la sucesion

1
an = —.
n
11 1
O si3 2 1
T T L
0 1 2 3 4 5
Figura 1.5
Ejemplos:
1
1. Sea a, = (—1)"—.
n

Los términos de esta sucesién van oscilando alrededor de cero: a
veces son positivos y a veces son negativos, pero a medida que n

crece, el factor — se hace chico y esto hace que a,, se vaya acercando

n
a cero. Probaremos que lim a, = 0. Sea para ello € > 0, entonces:
n—oo
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(—1)™ 1 1 1
on = 01 = ool =| S| = g0 |3 = |2 = 2.
n n n n
1 1
Por lo tanto, [a, —0| = >~ <e & n > —.
€
1
Sea ny > —. Por lo tanto, si n > ny,
£
la, — 0] < ¢
(ver observacién 2).
n
2. Sea a, = )
n+1
n+1)—1 1
Como se ve, a, = Q =1- . Para n muy grande,
. n+1 n—+1
T es pequeno y a, “se parece a 1”. Proponemos entonces que
n
lim a, = 1. Para probar esto observemos que
n— o0
1 1
la, —1|=|1—-———-1| =
n+1 n+1
asi, si € > 0, se tiene
1 1 1
la, — 1| <ee ——<eent+l>-n>-—1.
n+1 € €
) 1
Sing > — — 1, entonces n > ng = |a, — 1| < .
€
n?—1
3. Seaa, = ———.
n?>+n+1
Poniendo
I e VO T
"on?/n?4n/n?+1/n2 0 1414 L0
. 1 o
se observa que si n es muy grande, — y — son insignificantes y a,
n-n

1
se parece a 1= 1.
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Probemos que lim a, = 1. Sea ¢ > 0. Viendo que:

n—o0
n?—1 | = n—1-n*-n—-1| | =2—-n |  n+2
nZ+n+1 N nZ+n+1 o n24n+1| n24n+1’
: iy n+2
tratar de resolver la inecuacién ———— < ¢ para ver para que
n?+4+n+1

n’s se cumple |a, — 1| < €, como lo hicimos antes, es engorroso en
este caso. Mejor observamos que si n > 2,

n+2 < 2n,

y que n? +n+ 1> n? y por tanto que

1 1

—_— < .
n4+n+1 n?

Asi:
n+ 2 2n 2n B 2

< = —.
n4+n+1 " n24+n+1 n?2 n

|an_ |:

. 2 2 .
Ahora bien, — < ¢ < n > —. Por lo tanto, si escogemos ng como
n £

2
cualquier natural mayor que — y mayor o igual a 2,
€

2 2 2
n>ny=n>n>-=>n>-=>—<c=>la, — 1| <e
g £ n

y por eso,
lim a, =1
n—oo

. Sea a, =69 Vn eN
(esta es la sucesion constante 69,69, 69,69, . ..)

Proponemos que lim a, = 69.
n—oo

Sean £ > 0y ng = 1. Entonces, si n > ng, se tiene

la, — 69| =69 — 69| =0 < ¢
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1 . .
5. Sea a, =1+ —. Algunos términos de esta sucesién son:
n

2 1+1'1+1'1+ 1'1+ =
’ 4’ 9’ 16’ 257

Como consecuencia de este “examen exhaustivo” de términos de la
sucesion, podemos proponer que

, 1
lim <1 + —2> = 1.
n—00 n

Si e > 0, entonces:

1

n2

1 1

1 2
|Cl,n—1|: :ﬁ<€<:>n >g<:>n>%

. 1 .
Sing > —=, se tiene

NG

n>ng=la, — 1| <e.

1 2 3 n
Seaa":ﬁ+ﬁ+ﬁ+”'+ﬁ'

Los primeros términos de esta sucesién son:

3 25 6 7
) Za 57 ga Ea Ea
Puede verse que van decreciendo y son menores que 1. Estamos
tentados a proponer que Jirgoan = 0. Antes de dar un paso “tan

1

delicado” tratemos de obtener otra expresion para los términos de
la sucesion

12 n 1
S+ttt ==50+2+3+...+n)
n n

n? n?
1 (n(n+1) _1+ 1
- n2 2 2 2

Con esta expresién vemos que los términos nunca son menores que
1

1
§,pues%>0 Vn € N.
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) ) 1 ) 1 1
Ademas, a medida que n — 00, — se acerca a cero, asi que — + —
2n 2 2n
debe acercarse a —. Proponemos pues, con mas confianza, que el

limite de la sucesién es 3" . Puede demostrarlo?

. Sea a, = v/n +1—4/n. Cuando n es muy grande, v/n + 1y \/n se

parecen mucho y practicamente a,, es cero. Probemos que a, — 0.

Seae >0

n+1-—n

B vn+1+4++/n

_|[(Wn+1)? = (Vn)?
=il = T e

1 1
=< —.
Vn+l+yvn  Vn

Por lo tanto,

1
Sea ng > —- Entonces
5

n>ny=la, — 0] <e.

Ahora es facil probar que lim a, = 0. Hagalo, por favor.
n—o0

. Como ya vimos, lim % = 0. Generalizando este resultado, proba-

. n—o00
remos que si p € N, entonces

1
H —pZO
n

n—o0
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Para ello sea £ > 0. Observemos que:

1 1 " .1 1
— 0 =—<e&e|— <er &S —<ePsn>——.
np np np n cl/p

Por lo tanto, si ng > entonces si n > nyg, se tiene

el/p’
1 ‘
— =0 <e.
np
Por ejemplo,
1i ! =0, Ui ! =0, I ! =0
nggnnﬁg_ ’ nLI{:On3— ’nggonQ_ '

Es facil darse cuenta que 0 es el limite de las siguientes sucesiones:

1 1 1 1 1
27 227 237 247 Y 2n7"'
1 1 1 1 1
o= —1)yr—
27 227 237 247 Y ( ) 2774,
1 1 1 1 1
37 327 337 347 Y 37’1,,

1
Estas sucesiones obedecen a la forma (2™),cn donde, x = 5 en el

. 1
primer caso, x = —— en el segundo y x = — en el tercero. Proba-

remos que esta situacién es més general:

si |z| < 1, entonces lim z™ = 0.
n—o0

Six =0, (£")nen es la sucesién constante 0, que claramente tiene

a 0 por limite.

1
Siz#0, 0<|z|] <1y porlo tanto ﬂ > 1, asi que existe p > 0
T

1
tal que — =14 p. Sea pues £ > 0. Notemos que

||
1

l‘n—():;[;n:l‘n:i,
o = 0] = o] = o =
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pero
(14+p)" > 14 np> np.

Por lo tanto, |z" — 0] < (np)~!. Asi, si logramos probar que —
np

es menor que € para n suficientemente grande, se tendrd también
que |z" — 0] < ¢ para n suficientemente grande, como queriamos
probar. Para fortuna nuestra,

1 1
—<ee=n> —.
np Ep

1 1
Por lo tanto, n > — = |2" — 0| < — < &.
Ep np

Seap >0 (p € R). Sise usa una calculadora, serd ficil convencerse
de que lim {/p = 1, pero los que no tienen calculadora podran estar
n— 00

seguros de dicho resultado mediante la siguiente demostracion.
a) Supongamos que p = 1. En esta caso {/p = 1 Vn € N. Por

consiguiente,
lim ¢/p=1

n— 00

b) Supongamos que p > 1. Entonces Vn € N, ¢/p > 1y por eso
/p— 1> 0. Si hacemos o, = /p — 1, se tendrd a,, >0y

- n
p:(an+1)n:1+nan+z<k>a’;21+nan,

k=2
p—1
ya que «a;, > 0. Por lo tanto, o, <
n
Para probar que lim ¢/p = 1, tomemos una € > 0 y observe-
n—o0
mos que:
p—1
[~ 11 = lan] = an < P
-1 p—1
pero <e&n> .

€

-1
Si n0>p—, entonces n > ny = |/p — 1] <e.
5



1.4. LiMITES DE SUCESIONES 47
e 1

¢) Supongamos por tltimo que 0 < p < 1. Por lo tanto — > 1.
p

Observe que en el caso b) se probé que si x > 1, donde z es
algin real, entonces:
Jx — 1.

1 1
Por lo tanto, six = - > 1, lim /- =1.

p n—oo p
1
Sea e > 0. Como lim ?/— =1, existe ng € N tal que si n > ng,
n—oo p
entonces
L 1 (/T 1| <
-1 = - — £.
/P p

Como p <1, {/p <1 Vn € N, asi que finalmente,

1
/P

1
/P

nzm= - ool = |vp (1) | = 1eml| - 1]

1
/P

< -1

<e.

12. De forma anéloga probaremos que lim /n = 1.
n—0o0

Observemos primero que para n > 2, /n > 1. Sea a,, = ¥/n — 1
para n > 2. Por lo tanto,

n n(n
n>2=n =1+a,)" =1+na,+

>n(n—1) 2 L < 2
e— 0 (0% .
-2 e |

Pero

2 9 2 2
<es ——<efeen—-1>—&n>—+1.
n—1 n—1 g2 g2

2
Sea ng > - + 1 Si n > ng, se tendra n > 2 y por consiguiente
5

2
n—1

ay, <
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con lo que |{/n — 1] < e.

Observacién: los limites hallados en los ejemplos 9—12 son muy usados.
Sirven para calcular limites mas complicados, asi que japréndaselos de

una vez!

peEN=Im L =0,

n—oo ™
|z] < 1=lim 2" =0,
n—oo
€ =lim ¢/p=1
peR, Jim p =1,

lim /n=1.

n—0o0

Ejercicios 3.

1. Suponga que € > 0. Resuelva para n cada una de las siguientes
desigualdades

2n+3

a)

3n

c)l—e<

2
< = b) —e < ——
3—|—6, ) —e¢ p—
n?—13 3
d) —e<
n? ’ ) —¢ n?+8

2. Para cada una de las siguientes sucesiones y propiedades dadas,
diga cudl de los casos a), b) o ¢) enunciados en la pagina 31 se

cumple:
. 1
i) a,=1—(-1)"— 'y P:a, <1,
n
1
i) a,=1—(-1)"— 'y P:a, <2,
n
1000(1 —1)"
ii) a, = (1+(=D") y P:a, <1,
n
1
iv) a,=— 'y P :a, < 0.001,
n
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V) ap, = y P : |a,| < 0.001,
n
—1)"10000
vi) a, = (=1)"10000 y P :la,| < 0.001,
n
n—1
i) a, = P:1—a, <0.0001,
vil) a 1 an, <
n’ + 4
viil) a, = 57 y P:a, € (1, 2).

3. En cada una de las expresiones siguientes se da el limite cuando n
tiende a co. Encuéntrese en cada caso un nimero ny € N tal que,
para n > ng, la distancia entre el valor de la expresion y su limite

1

sea: a) menor que 0 b) menor que 10007 ¢) menor que 1000000°
142 2 -1 1

) lm > =0, i) lim—" =2, i) lfm e =
n—oon, n—oo 1 +n n—oo 3n? +1 3
) 1i 1 0, v) Ii 3n+1 3 ) 1 n+1 1
iv) lim —— = v) lim =—, vi) lim =—.
n—ooy/n2 + 1 ’ n—oo  4n 4’ n—oo2n + 1 2

4. Determinar si las sucesiones siguientes tienen limite. En cada caso

donde exista un limite /, determine ng(e) tal que |a, — | < ¢ si

n > ny(e) (se estd suponiendo que ¢ es cualquier niimero positivo),
donde a,, esta dada por:

n?+n 6n3 +4n — 1 n?+1

) by c)

2n? +1 n® + 5n n+1

1 3n° — 2n* + 6n® — 2

e)([1—=)(1-H(1-%)...(1-1% f .

)( 2)( 3)( 4) ( n)’ )4n5+6n3+n2_1

5. Aplicando la definicién de limite demostrar que:

, d)1 — n(=D",

a) El limite de la sucesién

35 7 9 2
2’ 20 A 107 €s o’
369 12
b) El limite de la sucesién
2 7 12 17 Y
J— _ —_ s e es —.
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c¢) El limite de la sucesién
2 2 2 2 0
— J— JR— RN e s eS .
59" 137 17’
1
d) El limite de la sucesién 0.3, 0.33, 0.333, 0.3333,... es 3

6. De nuevo aplicando la definicion de limite demuestre que:

a) lim (vVnF + 1 — V/nk) = 0,

b)  Vk>0 lim (Vn?+2kn+1—+vn2+5) =4k,

n—o0

c) Jirgo(\/n—l— —\/ﬁ) <\/n+%):%,

1
d)  lim (Vn?+2n—Vn2+n) = 3

n—o0

e) lim (Vn+1-¥n)=0,

n—0o0

B dm (S 0
m|—=—+——+...+—— | =
nsoo \n?  (n+41)2 (2n)?
(sugerencia: compare esta suma con su sumando mayor).
7. a) Sea (a,)nen una sucesion y para cada n € N definamos x,, = aq,

Y Yn = Qo 1, s decir: (z,)nen es la sucesién de términos pares de
(@n)nen Y (Yn)nen es la sucesion de términos impares de (ay,)nen.

Si lim x, =1= limy,, pruebe que lim a, = L.
n—00 n—00 n—00
., 1
b) Use a) para probar que la sucesién dada por as, = —,
n
1

Qop—1 = o converge a 0.

c¢) Use a) para probar que la sucesién

1 3 3 5 7 9
1, =3,0,-2, —=, —2, -2 2 _ _Z .
Y 37 07 Y 27 27 47 47 87 87

converge a —1
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8. a) Demuestre que si lim a,, = [, entonces las sucesiones dadas por
n—o0

Tp = Qop V Yn = G2,_1 también tienen limite /.

b) Use a) para probar que la sucesién (—1)" no tiene limite.

85

1.5 Sucesiones convergentes

Es comin decir que una sucesion (a,),en converge a [ para indicar
que [ es el limite de (a,),en v sefialar que (a,)nen converge o que es
convergente cuando tiene limite. Se dird también que (a,)nen diverge, si
no converge.

En casi todas la sucesiones que hemos visto, ha sido facil intuir el
limite de la sucesion en cuestion y verificar que satisface la Definicion
1.4.1. Como esto no siempre ocurre, en esta seccién probaremos algunos
resultados que, en general, simplificaran al maximo las demostraciones
de convergencia de sucesiones.

Para comenzar, supongamos que una sucesién converge a [. Esto
significa que “casi todos” los términos de la sucesién estan en un intervalo
abierto (I —e, [+¢) y es de esperarse que los términos restantes (un
nimero finito) no puedan “alejarse” mucho de [. El siguiente teorema
establece formalmente esta idea.

Teorema 1.5.1 Si {a,}nen converge, entonces es acotada.

Demostracion: Supongamos que [ = hm . Si e =1, existe nyg € N tal

que si n > ny, |a, — 1] < 1. Pero |a, —l| > |a,| — 1], asi que:
n>ng=la,| — |l <1=las| <|I] + 1. (1.5)
Sea M = méx {|a|, |asl,... |an—1]}. Luego,

n < ng<la,| < M. (1.6)
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Por consiguiente, si K = méax {M, || + 1}, tenemos, por (1.5) y (1.6),
que para todan € N, |a,| < K y que (a,)nen estd acotada (ver Ejercicios
2.). 1

Este teorema puede ser empleado para demostrar que una sucesion
no es convergente, verificando simplemente que no estd acotada. Por
ejemplo, las sucesiones

a) ap, =n, b) a, = 2n + (—1)",

3—n?
n — _ln, d n— o  1-
c) sp = (=1)"n, d)c 1

no son acotadas y por lo tanto no son convergentes.

Veamos otros ejemplos:

n
1. Sea a,, = —. Por el teorema del binomio de Newton se tiene:
n

Para n > 2,
2" nn—-1) n-1
> .
n 2n 2

-1
Si K es cualquier real, nT > K < 2K 4+ 1 < n. Por lo tanto si

Nng —

1
elegimos ng > 2K + 1, se tiene a,, > > K, lo que prueba

que ningun real es cota superior de {a,|n € N}. Por lo tanto,
(@y)nen no converge (diverge), pues no es acotada superiormente.

En este ejemplo se ve que no sélo a, > K sino que para cualquier
n > ng se tiene n > 2K + 1 y por lo tanto, a,, > K, asi que esta
sucesion satisface la siguiente propiedad:

VK € R, Ing € N tal que n > ng = a, > K. (1.7)
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Esto en palabras significa que todo nimero real es sobrepasado por
todos los términos de la sucesion, a partir de cierto momento.

De una sucesion (a,)nen que satisface (1.7), se dird que diverge a
00 y se escribird

lim a,, = oo
n—0o00

(esta condicién suele escribirse también como lim a,, = 4+00).
n—o0

Andlogamente, se dird que una sucesién (ay)pen diverge a —oo
(léase “menos infinito”) si

VK € R,dny € N tal que n > ny = a, < K.

Si (bn)nen no es acotada superiormente y para n suficientemente
grande, a, > b,, entonces (a,)n,eny N0 es acotada superiormente.
También si (b,),en diverge a co y a, > b, para n suficientemente
grande, entonces (a,)nen también diverge a infinito (ver Ejercicios

1),

Supongamos que x € R. Probamos ya (ejemplo 10, Seccién 4) que

si |z| < 1, entonces lim z™ = 0.
n—o0

Supongamos ahora que |z| > 1.
a) Siz > 1, entonces z =1+ p con p > 0y por lo tanto,
z" = (1+p)" > 1+np.

Como la sucesion b, = 1+ np diverge a oo, x" diverge a oo.

b) Si 2 < —1, hagamos y = —z. Entonces y > 1 y por el inciso
a), y" no es acotada superiormente (de hecho lim y™ = o00).
n—o0

Ahora bien, para cada n € N,
x2n — (_y)Zn — y2nyx2n71 — (_y)anl — _y2n71.
Por lo tanto,

{2*" : n € N} no estd acotada superiormente y
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{2*""1 . n € N} no estd acotada inferiormente,

es decir, el conjunto de términos pares de (z"),eny no esta
acotado superiormente y el conjunto de términos impares de
(x™)nen no estd acotado inferiormente, asi que (2™),en es una
sucesion no acotada superior ni inferiormente.

¢) Por 1ltimo, si # = 1, entonces " = 1 para todan € Ny la
sucesion (x™),en converge a 1, pero si z = —1, se puede probar
que la sucesion (2" )nen = ((—=1)"),,cn DO converge (ver Ejerci-
cios 3, problema 7), lo cual nos proporciona un ejemplo de una
sucesion que es acotada pero no es convergente y muestra con
ello que el inverso del Teorema 1.5.1 no es verdadero (o sea
que no es cierto que toda sucesién acotada es convergente).

Sin embargo, si una sucesién es acotada superiormente y es creciente,
sus términos deben acumularse alrededor de cierto nimero, es decir, la
sucesién debe converger. Este es el enunciado del siguiente teorema.

Teorema 1.5.2 Si (a,)nen €8 una sucesion creciente y acotada superior-
mente, entonces (ap)nen converge a

[ = sup{a, : n € N}
(es decir, (ap)nen converge al supremo del conjunto de términos de la
sucesion).

Demostracién: Sea A = {a, : n € N}. Entonces A # @& y como
(an)nen estd acotada superiormente, A es un conjunto acotado supe-
riormente y por el axioma del supremo, A tiene supremo. Sea [ = sup A.
Mostraremos que [ = nlirgoan; para ello, sea e > 0. Como [l —c <[y les

la més pequena de las cotas superiores de A, [ — £ no es cota superior de
Ay por ende, existe ny € N tal que

[ —e<an, <1
Como (ay,)nen €s creciente,

n>ng :>an0§an:>l—5<an0§an§l
=l—c<a,<l+e=|a,— 1] <e.
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Esto prueba que

[=lim qa, N
n—oo

Observaciones urgentes:

1. Por supuesto, hay una afirmacién andloga que senala que: Si una
sucesion (an)nen acotada inferiormente es decreciente, entonces
(ay)nen converge al infimo del conjunto {a,|n € N}.

2. Si dng € N tal que Vn > ng, a, < a,y1 y la sucesion es acotada
superiormente, se puede concluir que:

sup{an|n > no}

es igual a nlirgoan.

Veamos algunos ejemplos del uso de estos teoremas.

1. Seaa; =03yVneN, a,.1 =a, + es decir,

3
107+’
_ 3 3 3 3
VTLEN, an—l—o—f—m‘f‘m‘F"'—f—w—n, a, <1 y
(@n)nen es creciente. Asi esta sucesion converge a
[ = sup{a,|n € N}.

Ahora bien, dada £ > 0,
|3 N 3 o 3 1

~ |10 100 10" 3

9-10""1+9-10"2+...+9—10"
310"

n—1 nueves
—

10— 99---9 | 1 <L
310 3.10m 10

1
< —.
n




56 CapiTULO 1. SUCESIONES

1 1
Por lo tanto, n > — = |a, — =| < — < ¢, asi que [ = —. Esta es
€ 3 n 3

1 ‘ 1
una forma de probar que 3 es el supremo de

{0.3, 0.33, 0.333, 0.3333,... }

. 1 . e
2. La sucesion (— es decreciente y acotada inferiormente. Como
n
neN

1
lim £ = 0, entonces 0 = inf {— |ln € N}.
n— oo n

3. La sucesién recurrente definida por

U1:7,

Upt1 =2+ u, paran €N

es decreciente y esta acotada inferiormente. Por lo tanto converge
al inf{u,|n € N}
4. La sucesion (ay,)nen dada por
_q 1 1 1
Qp = +ﬁ+a+"'+m

es creciente y acotada superiormente (ver ejemplos 7, Seccién 1.3).
Por lo tanto, (a,)nen converge.

Definicién 1.5.1 Se define el numero real e como

, , 1 1 1
e=Ilmao,=lm (1+—+—=+---+—].
1. Como ya se probo, para cadan € N, 2 < «, < 3. Como

e = sup{a,/n € N},

e < 3y por eso:
2<e<3.

De hecho, e es nimero irracional (como mostraremos después) que
vale aproximadamente 2.718281828459045. ..
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n

1
2. También la sucesion 3, = |1+ —) converge pues es creciente y
n

acotada superiormente. En paginas posteriores demostraremos que
su limite es también e.

El Teorema 1.5.2 nos asegura que si una sucesion es creciente y aco-
tada superiormente converge. Ahora, si una sucesion (a,)nen €s creciente
y no esta acotada superiormente, entonces diverge, por no estar acotada
(Teorema 1.5.1). El hecho sobresaliente es que diverge a oco. Para con-
vencerse de ello, témese un nimero K € R; como (a,, )nen no estd acotada
superiormente, existe ng € N tal que a,, > K y finalmente, como (a,)nen
es creciente,

n>ny = a, > a,, > K.

Andlogamente, si (a,)nen es decreciente y no acotada inferiormente,

entonces lim a,, = —o0. De aqui, se tiene el siguiente teorema.
n—o0

Teorema 1.5.3 a) Si (a,)nen €s creciente y no acotada superiormente,
entonces

lim a, = oco.
n—oo

b) Si (an)nen es decreciente y no acotada inferiormente, entonces

lim a, = —o0.
n—oo

El lector debera comprobar que si p € N, entonces la sucesion (a,)nen
con a, = nP es creciente y no esta acotada superiormente y concluir que

lim a,, = oco.
n— o0
En la busqueda de limites es sumamente 1til el hecho de que muchas
sucesiones se puedan descomponer en suma, producto y cociente de otras
sucesiones. Veamos cémo se definen estas operaciones: Si (ap)nen ¥
(b )nen son dos sucesiones, la sucesién suma de (ap)nen ¥ (by)nen es la
sucesion

(an + bn)nEN;
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la sucesion producto de (ay)nen ¥ (bn)nen es la sucesion

(an 'bn)neN;

y la sucesion cociente de (an)nen v (bn)nen es la sucesion

(i2)
bn nEN.

Esta iltima sucesién estd definida en {n € N : b, # 0}. Por ejemplo, si
se tienen sucesiones (an)nen ¥ (bn)nen ¥ (bn)nen converge a un nimero
b # 0, podemos asegurar que b, # 0 para n suficientemente grande y por

. Gp . . .
lo tanto que la sucesién | — tiene sentido para n suficientemente
"/ neN
grande (ver nota de la pagina 21).

Enunciemos pues, el resultado que nos lleva a afirmar lo anterior.

Teorema 1.5.4 Si lim b, = b y b # 0, entonces b, # 0 para n suficien-
n—0o0
temente grande, es decir, 3 ng € N tal que n > ng = b, # 0.

Demostracion: a) Si b > 0, existe ng € N tal que

b b b
> b, — b — b—=<b,<b+ =
n>mny = | |<2:> 2< < +2

:>0<b<b
2 ~ ™

Asi,n >ny =10, >0=10, #0.

b) Si b < 0, existe ng € N tal que

b b b
> by —b| < —2 = b4 o <by<b— -
n>ny = | | < 2:> +2< < 5

b
b, < = <0.
= <2<

Asi,n>ny=0,<0=10,#0. 1
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Corolario 1.5.5 5% lim b, = b y b, > 0 para n suficientemente grande,
n—oo

entonces b > 0.
Demostracion: La prueba de este corolario es practicamente el inciso b)
de la demostracion del teorema anterior.

Se tiene ademas este otro resultado.

Teorema 1.5.6 Supongamos que a = lim a, y que b = lim b,. En-
n— o0 n—0o00

tonces:
(a) lim (a, +0b,) =a+b,
n—o0

(b) lim (a, —b,) =a—0b,

n—0o0

(c) nh_)r{)lo (an - by) =a-b,

., 1L 1
(d)r}ggoa—g,szb%&
LG4
(¢) lim -= =, sib#0,

(f) Si a, > 0 para n suficientemente grande y q € N, entonces
lim ¢a, = Va,

n—oo

(9) Sia>0yp€ Z, entonces lim a?. = a? (observe quea >0 = a, >0

n—oo
para n suficientemente grande),

(h) Sia>0,p€eZyqéeN, entonces

lim /ah = Var,
n—oo

(i) lim |a,| = |al.
n—0o0

Demostracion: (a), (e) e (i) se dejan como ejercicios.
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(b) Sea € > 0, existe ng € N tal que

€ €
n2n0:>|an—a|<§ y n2n0:>|bn—b|<§.

Por lo tanto,

n > ny = |(an — by) — (a —b)| |(an — a) + (b, — )|
n — al + |b, — b
_|_

ANVAN

la
€ -
5 i

DO ™

Por consiguiente, lim (a, —b,) = a — b.
n—o0

(c) La comparacion de las areas de los siguientes rectangulos, nos sugiere
la igualdad

ab — apb, = a, (b —by) + b(a — ay).

a,(b Ob,)
b
b(aDa,)
b” aﬂbﬂ
I« a

) 4

x
N}

h 4

Entonces

= |a,(b—b,) + b(a — a,)| < |a,||b— bu| + |blla — ay,|
< an||b = by| + (|bn] + 1)]a — ay].

Ahora bien, como (a,)nen es convergente, (a,)nen es acotada y por lo
tanto existe M € R tal que |a,| < M para toda n € N. Si ¢ > 0, existe
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ng € N tal que
£ €

oar Y la—aml<y

> = |b—1b,| < —
n 2 m o=l W+ 1)

(observe que 2(|b| + 1) > 0).
Luego, si n > Ny, se tiene:
5

2:6.

lab — aypby| < M|b—b,| + (|| +1)|a — a,| < g+

(d) Sea ¢ > 0. Como (b,)nen converge a b # 0, existe nyg € N tal que si

bl

n > ng, entonces |b — b,| < 5 Por consiguiente, si n < ng, entonces

b b
6] — |b| < |b—by] < %, es decir, |b,| > |—2| Por lo tanto, si n < ny,

i_l _|b_bn| 2|b_bn|
b O (][0l 0%

2|b — by, | |b|2e
_— b—b,| < —.
7 <e s | < 5

Esto ultimo se puede lograr para n suficientemente grande.

(e) Este inciso es corolario de (c) y (d).

(f) Lo demostraremos en dos casos:

i) Sia=0,dadae >0,
|a, — 0] = Ya, <e & a, <&l

y como lim a, =0, a,, < ¢? para n suficientemente grande.
n—o0

ii) Si a > 0, descompongamos |¢/a, — /a| asi:

|y — al
[Va—/al =
Vol '+ Va2 Ya+ ValPVa? + - 4 Yar

a, — a
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Como lim a, = a, dada ¢ > 0, |a, — a| < Va9 'e para n suficien-

n—o0
temente grande.

(g) También se probard en dos casos (el caso en que p = 0 es trivial):

i) Si p € N, usando induccién matemdtica y el inciso (c) se prueba
que lim af =aP.
n—o0

c e , , 1 1
ii) Sip <0, entonces lim a? = lim — = — = d”.
n—o00 n—o00 anp a— P

(h) Sipe Z y g€ N, entonces lim af = a” por el inciso (g) anterior y

n— 00

por el inciso (f), lim ah = /aP.
n—o0

(i) [|lan| — la]| < |a, — a| y esto se puede hacer chico. B

Observacién. Aunque las sucesiones (G, )nen 0 (by)nen NO sean conver-

gentes, puede suceder que (@, +by)nen 0 (@n0p)nen 0 Z—n 0 (|an])nen
n/ neN
si converjan (ver el ejercicio 9 de Ejercicios 4).

Ejemplos:

241
1. Obtener lim n

n—00 n3+3n242n
5n3+2n2+1

3 2
n’ + 3n° + 2n
Los términos de la sucesion ne b SnT  en pueden también ser
5n3 +2n2 + 1
escritos asi: . )
1+ P e
b4+2+ %

1 1
Como lim — =0y lim — =0, por el Teorema 1.5.6 (incisos (a),
n—o0o N n—oo 1

(c) y (e)) se tiene que:

li Ii 5 li —2
lim = —
n—oo Hn3 4+ 2n? + 1 2 1 )

lim 5+ lim — + lim —

n—00 n—oo N n—o0o N
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Por el inciso f), lim
n—o0

\/n3 +3n? +2n
5n3 +2n2 + 1
lim 2+ % = 2 y finalmente, por (e),

n—o0

= % y por (a)

, 2+ 1 2
lim —2—— = I
n—00 n3+3n2+42n 5

5n3+2n2+1

Teorema 1.5.7 Si lim a, =a y lim b, =b y a, < b, para n suficien-
n—0o00 n— o0

temente grande, entonces a < b.

= 2V/5.

Demostracion: Para n suficientemente grande b, — a, > 0. Por lo

tanto, por el corolario del Teorema 1.5.4, lim (b, — a,) > 0. Pero
n—oo

lim (b, —a,) =b—a, asi que b —a > 0, es decir, a < b. &

n—o0

Teorema 1.5.8 Si a, < b, < ¢, para n suficientemente grande y

lim a, =a = lim c¢,, entonces lim b, = a.
n—oo n—oo n—oo

Demostracion: Si e > 0, existe ng € N tal que

n>ny >a—c<a,<a+e,a—c<c,<a+eya, <b,<cy,
Sa—e<ap a+e>c,ya, <b, <cp

por consiguiente,

n>ng=a—e<a,<b,<c,<at+e=la—b,<c. N

Ejemplos:

agn? + anP~t+ -+ q,

bgnq + blnq*I +---+ bq
ap, bo, b1, ...by son niimeros reales, ag # 0y by # 0.

1. Sea S,, = , donde p, ¢ € Ny ag, ay, ...,

Como las sucesiones agn? + anP~" + --- + a, y bpn? + bini~! +
+++ 4+ b, no convergen, pues no son acotadas, no se puede aplicar
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directamente el Teorema 1.5.6 (e) y escribir:

lim (agn? + ayn?~' + -+ - + a,)

lim 5, = "7 .
n— oo lim (bonq —+ ban*l 4+ -+ bq)

n—oo

Mejor transformamos 5, asi:

S:nﬂw+%+m+%)zwq<%+%+m+%>

) CRT—y

n4

y analizamos 3 diferentes casos:

ap+ L 4.4+ 2
(a) Sip=gq, entonces n? 1 =n =1y S, = . w
bo+ 2%+t ok
a b
Ahora si, cada uno de los sumandos —]Z y —7; converge a cero.
nk " n
Por lo tanto,
a
lim S, = —.

(b) Sip < g, entonces p—q <0y nP 7= con ¢g—p > 0. Por

na—r
consiguiente, lim n?~7 =0 (Ejemplo 9, §4). Ademds
n—oo
) ap+ S+ -+ % ag
lim o b | =3
n—00 b0+ﬁ++n_¢1 0

ag+ %+ 42 a
Asi, 1im pp=a [ 2—n ) —0. 2 =0
n—00 bo_|_%1_|_..._|__q b

nd

a
(c) Sea p > q. Si hacemos o = b—o y para cada n € N,
0

ag+ % +---+ 2
o+ L4 4

)
be.
nd

entonces lim «,, = a y si:
n—o00

. o .
i) a > 0, entonces o, > 3 para n suficientemente grande y por
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a Q
lo tanto, Sn = npiqan > nPi (5) Como nP 1 (§> — 00,
entonces S,, — 00.
" Q .
ii) a < 0, entonces «;,, < 5 para n suficientemente grande y
a Q
asi S, = ™o, < nP71 (§> < 0. Como nP~4 (§> — —00,

se tiene que S,, — —o0.

2. Hallar
, 124224 ... 4n?
lim

T)G) ()

Ya se sabe y se repite que

n(n+1)2n+1) 20 +3n*+n

PP+ 224+ +n? =

6 6
y que
n A\ (n Y ()2 +n(n—1)+n(n—1)(n—2) _ n*+5n
1 2 3 )" 6 6
Entonces
12 22 2 2 3 2
lfm re et — i 2 oy el

n—00 n n n n—00 n3—|—5n
1) 2 )T 3

ejemplo anterior).

14+n?++v3n2—5m+1
n+ V8% — 5+ /3200 —16n + 4

Dividiendo numerador y denominador entre n?, se tiene:

[ B yaoEer ]
lima,, = lim

1 1
“VEevm T

3. Sea a,, =
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4. Sea b, = vVn? +n+1—n. Entonces

) (WP +n+1-n)(Vnl4+n+14n) n’+n+1-n?

ViZtn+1l+n VR tintl4n

n+1 1+%

vni+n+1+n 1_|_%_|_n_12_|_1

Por consiguiente, lim b, = =
n—oo

5. Ya sabemos que la sucesion recurrente definida por uw; = 7,
Unt1 = V2 + u, converge. Trataremos de ver a qué converge.

Sil= limu, yVnéeN, v, = tyi1, (Vp)nen también converge
n— o0

a [. En efecto, si e > 0y ng € N es tal que si n > ng, entonces
|u, — 1] < e, se tiene
n>ng=n+1>ny= |u — Il <e=|v, —I| <e.

Por el Teorema 1.5.6 (f),

= limu, = limv2+u, =,/lim (2+u,)
n—oo n—oo

n—o0

=./2+ limu, =v2+L.

n—o0

Pero
P=2+1P-1-2=0(1-2)(I+1)=0&(1=261=-1).
Como Vn € N, u, > 0, se tiene que [ > 0 y por lo tanto, [ = 2.

6. Usando la misma técnica podemos probar que la sucesion (v,)nen
dada por
1 A
v1 >0, =g {om+—),
2 Un

donde A > 0, converge a VA.
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Recordemos que este es el método de Newton para calcular raices
cuadradas y que (v, )nen estd acotada inferiormente y es decreciente
(mds bien a, > a,.; para n > 2). Asi que (v,)uen converge (ver
pégina 55). Sea [ = lim v,. Por lo tanto,

n—00
=1 L i + A 1l + A
= 1m v, = — m vy, I = — —
n— 00 +l 2 n—0o0 l1m Un, 2 2l
n—00

pero
1 A 1 A

— - == 2_ A =VA >0).
l=gl+oesl=0el & 1= VA (pues [ > 0)

(")

S n=——-".
T T Rk
n+k)!
o Cr (A R)n+k—1)-(n+ n!
" (n+ k)k nlkl(n + k)*
n+k nt+k—-1 n+k-—2 n+1 1
T n+k  n+k n+k n+k kU
n—+1
Pero para 1 <[ < k, el factor n converge a 1. Por lo tanto,
n
I _(x n—+k i n+k—1 " n+1\ 1
=1-1---1 L_1
=1-1-- il

y J
Jj=1

1/n
1 k
Seabn:<EZa’-’> donde a; >0 paraj=1, 2,..., k.

Sea d = max {a, as, ..., a,}. Entonces, paracada j =1, 2,..., k,
« > a; y por lo tanto, " > a}, asi,

k k
E a? < E o = ka”.
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Luego,
1 k 1/n 1 1/n
(E Z a}‘) < <El~ca”> =« (1.8)
j=1
Por otro lado, como a € {a, as, ..., a},
k

s

j=1
luego,

(5) o) e

=1

1 1
Por (1.8 1.9) se tiene: —=a < b, < a. Como lim — a = «a,
(1.8) v (1.9) T lim

lim b, = o
n— o0

n—oo

1 n
. Ahora probaremos que lim (1 + —) = e, donde
n

] 1 1
e=lm [1+14+ 5+ - +—].
n—o0 2! n!

1 n
Sea ¢ = lim (1 + —) y sean, para cada n € N,
n

n—oo

1 1 , 1\"
ap,=1+14+=4+-+—, B,=1lim [1+—] .
Entonces 3, < «,, (Ejemplo 8, pagina 27). Por lo tanto,

lim 3, < lim «,, es decir, ¢ <e. (1.10)
n—oo n—oo
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Sean n,m € N tales que m > n. Entonces
B =1+1+50-3)+30-7)0-3)

bt (1= 2) (1-2) (1= 25)

n. m

bt (1-3) (1-2) - (- 22)

Esta dltima expresion, vista como sucesion a,,, converge a

g L1 1
ap = + +a+§+"'+m

cuando m — oo y fijando la n. Por lo tanto,

lim 3,, > a,, es decir, para todan € N, ¢’ > a,,.
m—00

Por el Teorema, 1.5.7,

¢’ > lim a,, = e. Por eso €' > e. (1.11)
n—o00

Por (1.10) y (1.11), €' =e

1 n+1
10. Sea v, = (1 + —) .
n

\" 1
Entonces v,, = (1 + —) (1 + —) y por consiguiente,
n n
] ] " .. 1
limy,=1m [1+—-) lim (1+—-) =e-1=c¢.
n—00 n—00 n n—00 n

11. Sea 6, = <1—l> .
n
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1 1
)T )T )
Por lo tanto,
lim 4, = — - ni - — = 1
e Iim (14 55)" I (1-245) ¢

12. Supongamos que |z| < 1. Como ya vimos,

lim z" = 0.
n—o00
1_xn+1
Sia,=1+z+z?+2*+---+ 2", entonces a, = : y por
€so,
) 1-0 1
lim a,, = = .
n—00 1—=x 1—=x
1 1 1 1
13'Seaa":1+ﬁ+ﬁ+§+m+ﬂ'
Sim > n, entonces m =n +p con p € Ny asi,
Loy
(n+1)!  (n+2)! (n+ p)!
_ 1 1 1 1
= oty [1 Ta T ammy T T (n+p)(n+p—1)---<n+2)]
L L S NI
(n+1)! n+l (n+1)2 (n+1)p-1]"

Fijando n y haciendo tender m a oo, queda:

Jim (o — a0
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1 1\’ 1 \"!
< I 1
—pirgo(n+1)! +n+1+<n+1> * +<n+1>
1 1 1 ( Lei 1 terior)
= = or el ejemplo anterior).
(m+D! 1 -5 nln P JEP
Por lo tanto,
1
VneN, e—a, <—.
n'n

Esto nos da una idea de qué tanto se aproxima «,, al nimero e. Por
ejemplo, vy se aproxima a e con un error menor que 1077, Ademés
podemos demostrar con esta desigualdad que e es un niimero irra-
cional. Para ello, supongamos que e es un niumero racional; en-
tonces

p

e == con py ¢ naturales, pues e > 0
q

(puede suponerse que ¢ > 1 ;por qué?). Por lo tanto,

1
0<e—ay< .
q-q
Asi,
1
0<ql(e—ay) <-<1.
q

Pero q!e:q!gzp(q—l)! es un entero y
q
1 1
q'ag = ¢! 1+1§+---+a =¢+¢d+ql¢g—-1)---3+--+1

es también un entero, asi que ¢! (e — ;) es un entero entre 0 y
1
— y por lo tanto mayor que cero y menor que 1. Esto es una vil
q

contradiccién y por consiguiente, ¢ no es racional.

14. Sean
N S
UTL — “ .. —_—,
vn2+1 Vn2+2 vu?z+n
n n

w, —

Vvn2+n Y " n2+1

Up =
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Observemos que para cadan € N, v, < u, < w, y que

, . 1
lmv, = lim —— =1
, , 1
y limw, = lim —— = 1.

Por lo tanto, 1im u,, =1 (ver Teorema 1.5.8).
n—o0

15. Vamos a probar en este ejemplo que si para cadan € N, a, >0y
lim —
hecho, lim {/n =1, por ejemplo).

n—oo

= L, entonces lim /a, = L. (Como corolario de este
n—o0

(a) Supongamos que L # 0. Entonces L > 0. Sea € > 0. Puede
suponerse que L > €.

Qn

Como lim = L, existe ng € N tal que

n—oo an—l

Qnp

n>ng=L—¢c< < L +e. Asi, si n > ng, se tiene

p—1
an—1(L —€) < ap < ap—1(L +¢).
Por un lado se tiene:

n < ap_1(L+2) < ap_o(L+2)° <+ < ang(L+z)"".
(1.12)
Por otro lado,

an >ty 1 (L =€) > an o(L —£)> > -+ > ay, (L — )" ™.
(1.13)
Por (1.12) y (1.13) tenemos que

n Z ng = Qnyg (L - 6)774777,0 <ap < Qnyg (L + 6)”*”0.

Tomando raices, para n > ng, se tiene que

’{/anO(L — ) < Ya, < ’{/anO(L + g)n—no
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0 sea, para n > ny, se tiene que

—ng

Y, (L — 6)% < Yay < Yan, (L + 6)nT.

Por lo tanto, para n > ng, se tiene que

n& — n n&
(L—s)"O(L ) < Ya, < ‘/(L+5)"0(L+6)

tomando limites queda:
L—¢< lim ¥a, <L +-e¢.
n—oo

Asi, podemos concluir que lim {/a, = L (;por qué?).

n— o0
Supongamos que L = 0. Sea € > 0.
, a .
Como lim —* =0, existe ny € N tal que
an ’ . .
n>ng=0< < ¢e. Asi, si n > ng, se tiene:
Ap—1
671
0< a, < ap_16 < Up9E2 < Up_3e> < -+ < A" = anogTo'

Por lo tanto, para n > ny,

a
0 < Va, < {/—-¢.
gno

Tomando limites, 0 < lim /a, <e¢.
’ T n—oo "=
Como esto se vale para cualquier € > 0, concluimos que

lim /a, = 0.

n—0o0

|
16. Sea d,, = \”/ l.
nn

Si ay,

n!
= — Vn € N, entonces
nn

n!

Qp—1

- S () ()

(n—1)=1
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B B 1

(ver ejemplo

pero lim
n— 00 n , 1
lim [1-——
n—oo n

11, pagina 69). Por el teorema anterior, lim {/a, = —, es decir,
n—o0 (&

, \"
o (1_ﬁ>

= o 1=

., a/n! 1
lim —_— =
n—00 nmn e

Ejercicios 4.

1. ;Sera cierto que si (|a,|)nen converge, entonces (a,)nen converge?
ipor qué?

2. Demuestre que:

lim |a,| =0 siysélosi lima, =0.
n—o0 n—oo

3. Compruebe cada uno de los siguientes limites

n n+3
l :1 b l, =
@) fim me =1 ) i e =0

4
¢) lima, = =, donde Vn € N, a, =0.444...4,
n—00 9 N~——

n veces

1
d) lim a, = =, donde Vn € N, a,, =0.333...3,
3 S—

n—0o00
n veces
, 2 1 1 1 1\"
e)q}grgoan:§,d0ndeVnEN, an:1—§+?—§+---+<—§> ,
|
) Im V2 41— Vn+1=0, g lim— =0,
n—00 n—oonm

h) lim /n? +n =1,

n—oo
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i) lim /a" 4+ b® = méx (a, b) (a, b > 0),

n—o0

+ .
(m y) =x siz>y>0,
n—)oo

1
"+ 2 .
a 2y ) =y six >y >0,

lim
n—oo

n—o0 1

. —
lim (% > a; ) = min{ay,as,...,a;} donde a; > 0 para

]:
J=1,...,k

4. Dada la sucesién v2, V2 + /2, \V2+ V2+V2, ...

(a) Demostrar que es creciente y acotada superiormente.

(b) Hallar su limite.

5. Sea vy = 1y Vn € N, v,41 =

lim v, = V2.

n—o0

2
(vn + —) Probar que

Un

6. Demostrar mediante ejemplos que si (a,)nen converge, la condicién
a, > 0 para n suficientemente grande, no implica que lim a, > 0.
n— o0

7. a) Demostrar que si (a,)nen converge a 0y (b,)nen estd acotada,
entonces (a,by,)nen converge a 0.

b) Si (an)nen converge a a # 0y (apby)nen converge, entonces

(by)nen converge.

8. Dar ejemplos de sucesiones (a,)nen ¥ (by)nen no convergentes (di-
vergentes) tales que converja:

a) (@ + b)nen, b) (an — by)men, ) <Z_n> .
d) (@n bn)nen, e) (|an|)nen-

9. Verificar que si (b,)nen diverge a co y a, > b, para n suficiente-
mente grande, entonces (a,)nen diverge a oo.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.
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Demuestre que si p € N, lim n? = oo.
n—oo
a) Probar que si lim a, = o0 o si lim a, = —oo, entonces
n—oo n—oo

1
lim — =0.
n—00

b) Ver que el reciproco no es cierto, es decir, halle una sucesién que

1
converja a 0 pero tal que (— no diverja ni a 0o ni a —oo.
Qn,
neN

Dar ejemplos de sucesiones no acotadas pero que no diverjan ni a
00 ni a —o0.

Dar ejemplos de sucesiones que diverjan a oo pero no sean cre-
cientes.

Demostrar:

lim a, = oo = lim (—a,) = —o0.
n—o0 n—o0

Demostrar que:

i) Si lim b, = 00 y (ay)nen es acotada, entonces
n—oo

(a) lim (a, + b,) = o0,
n—o0

—0OQ.

(b) lim (a, — by)

n—0o0
ii)

(a) Si lim a, =a >0y lim b, = oo, entonces lim a,b, = o0,
n—oo

n—oo n—oo
(b) Si lim a, =a <0y lim b, = 0o, entonces lim a,b, = —oc.
n—oo n—oo n—o0

iii) Si lim a, = ooy lim b, = oo, entonces:
n—o0 n—o0

(a) lim (a, + b,) = oo,

n—0o0

(b) lim (ayb,) = .

n—oo



1.5. SUCESIONES CONVERGENTES 77

iv) Si lim a, = —oo y lim b, = —0c0, entonces:
n—oo n—o0

(a) lim (a, +b,) = —o0,

n—oo

(b) lim (ayb,) = co.
n—o0

v) Si lim (a,) = ooy lim (b,) = —o0, entonces:
n—o00 n—o0

(a) lim (a, — b,) = oo,
n—o0

(b) lim (a,b,) = —occ.

n—oo

vi) Si lim (a,) = a # 0y lim (b,) = 0, donde Vn € N, b, > 0,
n—00 n—0o0

entonces

(a) lim a—n—0081a>0
n—00 b

(b) T}Lrgob—:—m51b<0

16. Sea p € N. Si hm a, =l y definimos b, = a,4, Vn € N, entonces

lim b, = 1. Si Vn > p, ¢, = ap—p, entonces lim ¢, = [.
n— o0 n—0o0

17. Demostrar que

(a) lim (1 + %) = ¢? (sugerencia: 1+ 2 = (1+ =) (1+ 1)),

n—00 n+l
3 n

(b) lim (1 + —> = ¢,

n—00 n

n
(c) Sip €N, lim (1 + 2) = eP (sugerencia: use induccién sobre
n—o0 n
p),
n
(d) Sip € Z, entonces lim <1 + 8) =eP
n—00 n

(usar (c) y ejemplo 11, pagina 69).
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l n
(e) Sig €N, entonces lim (1 + i) — e
n

n— 00

(sugerencia: probar primero que
1\?"
lim (1 + —) =e
n—oo q n

I\" 1 qn %
y usar después que [ 1+ L] = <<1 + —) ) )
n qn

(f) Usar (e) y (d) para concluir que

n—o0

Para cada R € Q, lim (1 + E) =elt
n

(hacerRzgcoanquEN).

Miscelanea 1

1. Hallar lim a, (suponiendo que existe), siendo a; = 1, ay = 2,
n—oo

az = 3, ay = 4 y sabiendo que 4a,, = a, 1+ Gy 92+ Ay 3+ ay 4
para n > 4.

(Sugerencia: Probar que si n > 4, 4a, + 3a,_1 + 24,2 + ap_3 =
4@4 + 3@3 + 2@2 + al).

2.a)Sia, >0y ay1 < Ka, VYn € N, donde 0 < K < 1, entonces

lim a, = 0.
n— o0

b) Si |api1] < Klan| ¥n € N, donde 0 < K < 1, entonces

lim a, = 0.
n—o0
a
3.a)Si lim = =]y —1 <[ <1, entonces lim a, = 0.
n—oo Ay, n—00

b) Determine el comportamiento de a, = n"z" cuando n — oo
donde z € Ry r € N (por ejemplo, si 0 < z < 1, lim a, =0).
n—o0
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‘,L.’I'L
¢) Determine el comportamiento de a, = — paraz € RyreN
n

n

d) Pruebe que para toda z € R, lim Y

n—oo N

Demostrar que lim /n! = oo (use el Ejemplo 15, pagina 72).

n—o0

Pruebe que si lim a, = a, entonces lim S, = a, donde Vn € N,
n— o0 n—0o00

a, +as + ... +a,
" .

S, =

Dése un ejemplo en donde (S,,)nen converja pero (a,)pen no.

Si para cada n € N, se tiene que I, = [an, b,] ¥

a) YneN, I, C I, b) lim (b, —a,) =0,

n— 00

entonces (ay)nen ¥ (bn)nen tienen el mismo limite g y g es el tinico
namero tal que Vn € N, zy € I,,.
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2.1 Limite (de una funcién en un punto)

Una funciéon f : A — R, con A C R, puede no estar definida en
cierto numero xy, pero si “cerca” de él. De tal forma que, aunque no
conozcamos f(zg) (que puede no tener senido), podemos preguntarnos
qué le pasa a la funciéon cuando nos acercamos a xy. Precisemos primero
qué significa “cerca” de xy. Para ello, llamaremos vecindad de radio 6 > 0
con centro en xy (6 simplemente, vecindad de zy de radio 6 > 0) a un
intervalo (xg — 0,20 +0) = {r € R: 20— < x < 25+ ¢}. Que una
funcion f esté definida “cerca” de x significa sencillamente que f estd
definida por lo menos en alguna vecindad de x, de algin radio 6 > 0,
excepto posiblemente, en xgy, es decir, que exista § > 0 tal que f estd
definida en (xg— 0, 29+ 0) excepto posiblemente, en 5. Asi que, si f estd
definida en una vecindad (xy — §, ¢ + 0), excepto posiblemente en xg,
estamos interesados en estudiar el comportamiento de las imagenes de f
para valores muy proximos a zy; observemos lo que ocurre, por ejemplo,
con la funcién f(x) =1+ 2?, en x5 = 0:

[80]
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r1=1 = f(n)=2; v =—1 = f(z}) = 0;

To=35 = flx) =143 ah=—3 = f(zh)=1-4
t3=3 = flr3) =145 sh=—-3 = f(z})=1-F;
zi=1 = flo)=1+4; zp=—1 = f(=)=1-;

tn=t S ) =14k d=—t =) =1-

Podemos ver que, a medida que los valores de z,, o de 2!, se acercan
! . .
a cero, los valores de f(x,) o f(z,) se aproximan a 1. Si escogemos

n2
efectuando los cédlculos pertinentes, comprobamos que ocurre lo mismo.
Mas atin, esto ocurre con cualquier sucesion (2, ),en que converge a cero:
f(z,) =1+21} converge a 1.

. ) 1
otra forna de acercarnos, por ejemplo con la sucesién ((—1)"— ,
neN

Analicemos ahora la siguiente funcién, también en xy = 0

22+1 siz>0
f(x)_{a:Z—l siz < 0.

Aproximémonos a cero con las dos primeras sucesiones del ejemplo an-
terior. Para la sucesién z,, = 1/n, la sucesién (f(z,))nen converge a 1,

o, . )
en tanto que para la sucesién z!, = - la sucesion (f(z!)))nen converge
a —1.

En este capitulo nos interesa estudiar las funciones reales en aquellos
puntos donde tienen un comportamiento similar al comportamiento de
la funcién f(z) = 1+ 23 en el punto xy = 0, es decir, puntos en donde,
al elegir valores del dominio de f préximos a x, se obtienen valores de
f(z) cercanos a algin nimero real L. Cuando esto ocurre, a L se le
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llama el limite de los valores de f(z) cuando z tiende a xy. Formalmente
enunciamos lo siguiente.

Definicién 2.1.1 Supongamos que f estd definida en una vecindad de
xo, (To+0, 9 —0), excepto quizas en xy. Diremos que L € R es el limite
de f(x) cuando z tiende a x( si y s6lo si para cualquier sucesion (z,,)nen
en el dominio de f tal que x,, # z¢ para todan € Ny nlgg)xn = xp, se

cumple que

lim f(z,) = L.

n—0o0
A la proposicién “L es el limite de f(x) cuando z tiende a z,” la deno-
tamos asi:
L = lim f(x).
T—T0
Antes de pasar a los ejemplos observemos que dado cualquier g € R
siempre es posible encontrar una sucesiéon de racionales (x,)n,en v una

sucesion de irracionales (y,)nen tales que lim z, = lim y, = xy. En
n—oo n—oo

efecto, construyamos (2, ),en con las caracteristicas mencionadas: dado
que entre dos numeros reales siempre es posible encontrar un numero
racional, elegimos para cada n € N : z,, tal que

1 1
To—— < xp <To—
n

<z
n+1 0

y entonces

) 1 , , 1
Iim |zg—— | < limz, < lim (29—
n—00 n n—00 n—00 n-+1

es decir zg < lim z, < zg. Por lo tanto lim z, = x.
n—00 T—T0

Siguiendo un procedimiento andlogo se puede construir (y,)pen con
las caracteristicas mencionadas (Ejercicio para el lector).

Ahora si, pasemos a los ejemplos.
Ejemplos:

1. Mostremos que lirr}l\/a_c = 2, verificando que se satisface la defini-
n—

cién: sea (xp)nen cualquier sucesién tal que limz, = 4. Por el

T—TQ
Teorema 1.5.6 (f), lim /2, = V4 = 2.
n—o0
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3 —1

r—1 1 —

= 3.

En efecto, si (,)nen s una sucesién tal que limz, =1y x, # 1
n—o00

para toda n € N, entonces los términos de la sucesion (f(z,))nen

3
. . r, — 1
pueden también ser escritos como f(x,) = — 1= 2+ 1, + 1.
Ty —

A partir de esto y aplicando el Teorema 1.5.6 (a) y (c) se tiene que

lim f(z,) = lim (22 + 1z, + 1) = 3.
n—oo n—oo
Observacién: este ejemplo muestra que lim f(z) puede existir a
T—T0

pesar de que f no esté definida en xy. Puede ocurrir también que,
aun cuando f(zp) exista, no se tenga que lim f(x) = f(xg), como
T—TQ

se ve en el siguiente ejemplo.

Sea,
2?2 siz#£0
flz) =
1 siz =0
Entonces, como puede comprobar el lector, lfII(l) f(z) = 0 pero
z—

f(0) = 1. Por consiguiente lig(l)f(x) # £(0).

x 1
Sea f(z) = u Investiguemos si existe limf(z). Sea z, = —
x z—0 n
para toda n € N, entonces limz, = 0 y se tiene que f(z,) =1

n—o0
para toda n € N, asi que lim f(z,) = 1. En realidad, esto ocurre
n— o0

con cualquier sucesién (x,)nen de términos positivos que converja
a cero ya que |r,| = z,. Sin embargo, no podemos, a partir de

esto, afirmar que lim f(z) = 1 ya que no hemos analizado todas
T—TQ

las sucesiones que convergen a cero. Si, por ejemplo z, = — para

toda n € N, se tiene que
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Asi, lim f(z,) = —1. Hemos encontrado entonces dos sucesiones,
n—o0

(1/n)nen y (=1/n)nen,

que convergen a cero, pero tales que

1 -1
lim f <—> =1 vy lim f <—> =—1.
n—00 n n—00 n

Esto demuestra que lir% f(z) no existe, pues la definicién exige que,
T—r

cualesquiera sean las sucesiones (Z,),en que tengan como limite
a cero (y de términos distintos de cero), las sucesiones (f(x))nen
deben tener el mismo limite.

A continuacién dibujamos la grafica de esta funcién:

)

o [l

Figura 2.1

1 1
. Sea f(r) = — para x # 0. Consideremos x, = — para toda n € N;
T

entonces lim x, = 0y se tiene que f(x,) = n paratodan € Ny por
n—o0

tanto (f(x,))nen no tiene limite (pues no es acotada). Concluimos
asi que lfII(l) f(z) no existe.
r—r

. Sea

0 sixz esirracional

flx) =

1 siz es racional

Como ya se observé antes, dado zy € R, existen sucesiones (2, )pen,
(Yn)nen tal que para todan € N:z, € Qy y, € R—Q, limz, =z,
T—rTQ
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y lim gy, = xy. Entonces
T—T0

lim f(z,) =1 'y lim f(y,) = 0.
n—00 n—0o0

De esta manera concluimos que, no importa quién sea z, € R,

lim f(z) no existe.

T—rTQ

Sea
x sl x es racional

flz) =
0 six es irracional.
Luego, lirr(l)f(x) = 0 ya que si (z,)nen €8 Una sucesién que converge
T—r

a cero, entonces

T, siz, €Q
f(z) =
0 Sixn¢Q7

la cual converge a cero. Sin embargo, se tiene que para cualquier
otro punto zo, lim f(z) no existe. Efectivamente, para xy # 0 se
T—T0

tiene que xg € Q 6 1y € Q

i) Si xy € Q, entonces existe una sucesién de nimeros irracio-
nales (2, )nen tal que lim 2, = x¢; de aqui que lim f(x,) = 0.
n—oo n—oo
También existe una sucesién de niimeros racionales (i, ),en tal
que

lim y, = x
n—0o0

De aqui, lim f(y,) = xy # 0. Por lo tanto lim f(z) no existe,
n—00 T—To

pues existen sucesiones (Z,)nen V (Yn)nen convergentes a o,
pero

lim f(z,) = 0# lm f(yn).
ii) Si zy ¢ Q, entonces xll)r:rvlof(x) tampoco existe. Su de-

mostracion es analoga al caso anterior y lo dejamos como ejer-
cicio para el lector.
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Observacién: este ejemplo muetra que existen funciones que
unicamente tienen limite en un punto, es decir, la propiedad de que una
funcién tenga limite es una propiedad local (puntual).

Antes de proseguir con nuestra teoria de limites, hagamos algunos
comentarios acerca de la Definicién 2.1.1.

1. Como estamos interesados en saber como se comporta f cerca del
punto xy, debemos poder acercarnos a dicho nimero como y por
donde queramos y siempre sin salirnos del dominio de f; por eso,
debemos suponer que f esta definida, por lo menos, en un intervalo
(xo— 0, mo+0), excepto quizd en xg, es decir, el dominio de f debe
contener algiin conjunto de la forma

(kg — 0,204+ 0) —{xo} ={r €R:0 < |z — x| < 0}.

(El lector debe comprobar la equivalencia de x € (xg — §, 29+ ) —
{0} con 0 < |z — zo| < 9).

2. La peticiéon de que x,, # o para toda n € N es muy importante
pues puede ocurrir que:

i) La funcién f no esté definida en xy, en cuyo caso f(xy) no
estaria definida para aquellas n € N tal que x, = zq (ver
ejemplo 2).

ii) Aun cuando f esté definida en zq, en cuyo caso f(x,) no esté
préximo a L (ver ejemplo 3).

3. Si usamos la definicién de limite de una sucesién, dada en el
Capitulo 1, podemos dar una definiciéon equivalente a nuestra
Definicién 2.1.1 (ver ejercicio 6 de esta seccién):

lim f(zx) =L < paratodae >0, existe § > 0 tal que si

T—T0

0 < |z — xo| < § entonces |f(z) — L| < e.

Es decir, lim f(z) = L si y sblo si para cualquier ¢ > 0 existe un
T—T0

intervalo (xy — 0, o + 0) tal que para cualquier z que no sea xy y
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que esté en dicho intervalo, f(z) estd en el intervalo (L — e, L + ¢).
Graficamente esto significa que la parte de la grafica que queda por enci-
ma de (zy — d, zp + §) estd contenida en la regién limitada por las rectas

y=L—-¢ 'y y=L+e.

\4

Figura 2.2.

Ejercicios 1.

1. Hallar el limite indicado de la funcion dada, empleando la defini-

cion:
) limz? b) If il ) lim (2 + 2z + 6)
3r + 2 i 9 9

2. En cada uno de los siguientes casos, hallar un 6 > 0 tal que
|f(z) — L| < ¢ para toda = que satisface 0 < |z — x| < 6.
(a) f(z) =%, L =ag, (b) f(x) =1/z, mo=1, L=1,

(¢) flx)=2*+1/z, zy=1, L =2,
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(d) f(z) =+/lz[, 2o=0, L=0,
(e) f(x) =+/x, zo=1, L=1.

3. Probar que si lir% g(z) =0y |h(r)] < M para toda z € R, entonces
T

lim g(z)h(z) = 0.

z—0

4. Sea f la funcién definida como

—1 six <0,
flz)=<¢ 0 si0<z<5h,
1 sib <z

. Para qué valores de zy € R existe h;m f(z) y para qué valores de
r—x0

Zp o existe?

5. Demostrar que lim f(z) = L si y sélo si lim (f(x) — L) = 0.

T—T0 T—T0

(Sugerencia: definase g(x) = f(z) — L).
6. Probar que:

lim f(z) =L < Ve >0, existe 0 > 0 tal que si

T—T0

0 < |z — zo| < J entonces |f(z) — L| < e.

(Sugerencia para la implicacién directa hacerlo por contrapositiva:
suponga que existe ¢ > 0 tal que para toda § > 0 existe un z tal
que 0 < |z — x9| < 0 pero |f(x) — L| > . Entonces

para 6; = 1, existe z; tal que 0 < |z, — x| < 1y |f(x1) —L| > ¢
para dy = 1/2, existe x5 tal que 0 < |za—xo| < 1/2y |f(z2)—L| > €
para d3 = 1/3, existe x3 tal que 0 < |z3—xo| < 1/3y |f(z3)—L| > ¢

para §, = 1/n, existe x, tal que 0 < |z, — x| < 1/n y
|f(xn)_L| >

La sucesion (x,,)nen tiene todos sus términos distintos de zy y con-
verge a o (jpor qué?) pero (f(x,))nen no converge a L).
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7. Expliquese por qué son correctas las siguientes equivalencias de

lim f(xz) = L.

T—rTQ

(a) Para toda 6 > 0 existe ¢ > 0 tal que para toda z, si
0 < |z — o] < € entonces |f(z) — L| < 0,

(b) Para toda § > 0 existe ¢ > 0 tal que para toda z, si
0 < |x — x| < 15 entonces |f(z) — L| < 6.

8. Dar ejemplos para demostrar que las siguientes definiciones de

lim f(z) = L NO son correctas:
T—rTQ

(a) Para toda 6 > 0 existe ¢ > 0 tal que si 0 < |z — 2| < 9,
entonces |f(z) — L| < ¢,

(b) Paratoda e > 0 existe § > 0 tal que si | f(z)—L| < &, entonces
0< |1‘ — l‘0| < 4.

Sugerencia: en ambos casos considere la funcién

f(x):{ 1 siz>0

-1 six<O.

§2

2.2 Operaciones con limites

En esta seccién se reproduciran para las funciones, los teoremas
probados en el capitulo anterior acerca de la suma, producto, cociente y
raices de sucesiones. LLos mas inmediatos se enuncian a continuacion.

Teorema 2.2.1 Supongamos que lim f(z) = A y que limg(r) = B,

T—TQ T—rTQ

con A y B en R. Entonces
a) lim (f +g)() = A+ B,
T—T0o
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b) lim (fg)(z) = AB,

T—T0
A
¢) lim <i> (x) = —= siempre que B # 0,
T—T0 g B
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d) si f(z) >0 (cerca de x0), lim &/f(x) = VA para toda k € N.
T—TQ

La demostracién de este teorema es tan sencilla que la mayor parte
del espacio dedicada a ella, lo ocupan los siguientes comentarios:

1. Al suponer que lim f(z) y lim g(z) existen, estamos suponien-
T—TQ T—rTQ

do tacitamente que f estd definida en un conjunto (xy — 0y, xo +
d1) — {zo} al menos y g en un conjunto (xy — ds, 29 + d2) — {20}
minimamente, donde §; > 0y d, > 0. Asi que f y g estan definidas
al mismo tiempo en (zg — 0,29+ 0) — {xo} donde § = min {J;, d2}.
Por lo menos en dicho intervalo “agujerado” tienen sentido f+g¢g y
f gy nos podemos acercar a xy por puntos del dominio de cada
una de estas funciones y diferentes de xy.

. Si B # 0, se puede probar que existe un intervalo (zq — 0, xo + d)
tal que si & € (w9 — 0, x9 + J) — {xo}, entonces g(xz) # 0. Por
ejemplo, si B > 0 existe § > 0 tal que si 0 < |z — x| < 4,
entonces |g(z) — B| < B/2 ya que xli)r:rvlog(x) = B. Por consiguiente

0 < |z — m| < & implica que —Z < g(z) — B < £ lo cual implica
que 0 < £ < g((:z:)) Asi pues, en el intervalo (zg — §, 29 + 0) — {z0}
flx

g9(z)

tiene sentido

. Si f(xz) > 0 en un intervalo (zy — 0, x¢ + J) excepto quizd en xq y si

(@n)nen €s una sucesion en (ro—d, xo+0) — {xy} que converge a x,

entonces para cada n € N se tiene que f(a,) >0y lim f(a,) = A.
n—oo

Por consiguiente, A > 0y se puede hablar de v/A para cada k € N.

. Como se recordard, existen sucesiones (an)nen ¥ (bn)nen tales que
(an + by)nen s una sucesién convergente sin que necesariamente
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(@n)nen 0 (bn)nen sean sucesiones convergentes (ver observacién en
la pagina 62 del Capitulo 1). De igual forma, si consideramos

|0 sizeQ |1 sizeQ
f(x)_{l sizgQ y g(I)_{O siz € Q

para toda x € R, se tiene que (f + ¢)(x) = 1, lo cual implica que
lim (f + ¢g)(x) = 1 cualquiera que sea zy € R. Sin embargo, como
T—T0

ya se vi6 en el ejemplo 6 de la seccién anterior lim f(z) y lim g(z)
T—T0 T—To
no existen cualquiera que sea zy € R.

.Puede el lector dar ejemplos similares al caso anterior para los
incisos b), ¢) y d) del Teorema 2.2.17 Le sugerimos que modifique
el ejemplo anterior para los casos b) y c).

Con el objeto de ilustrar el método seguido para probar las afirma-
ciones del teorema, probaremos tinicamente d) dejando las demds como
ejercicio para el lector.

Demostracion de d): Sea (ay)nen una sucesion que converge a o y a,, 7 0,
entonces f(a,) > 0 para casi toda n y (f(an))nen converge a A pues
lim f(z) = A. Por el Teorema 1.5.6 (f), se tiene que

lim {/(f(an)) = VA,

lo cual prueba lo que deseabamos. B

Otro utilisimo ejercicio para el lector es lo siguiente.

Teorema 2.2.2 (a) Si cerca de xy, se tiene que f(z) < g(x) y A,B €R
son tales que lim f(x) = A, lim g(x) = B, entonces A < B,
T—x0 T—To

(b) Si f(x) < h(z) < g(x) (cerca de xy) y xhjﬁ f(z) = xll)r? g(x) = A,

entonces lim h(x) = A.
T—T0

El siguiente resultado es de gran utilidad para calcular ciertos limites.



92 CapPiTULO 2. LiMITES Y CONTINUIDAD

Teorema 2.2.3 Si lim g(t) = zo, lim f(z) = A y existe §; > 0 tal que
T—T0

t—to
para cada t € (to — 0, to+0) — {to},  g(t) # xo, (2.1)

entonces

lim (f o g)(t) = A.

t—to

Demostracion: Lo primero que tenemos que ver es que f o g esta definida

en una vecindad de ¢y. Como lim f(x) existe entonces podemos consi-
T—rTQ

derar £ > 0 tal que f estd definida en (z9 — &, o +¢) — {29} y como

ltlir?g(t) = x entonces por la Observacién (3) de la pdgina 86 se tiene
—lo

existe &' > 0 tal que si 0 < |t — to] < &' entonces g(t) € (zg — &, T + ¢).
Ademads, por hipétesis, si 0 < |t — to| < J, entonces g(t) # x. Por lo
tanto, si 6 = min{d;, '} y t € (to — d,to + ) — {to}, se cumple que
g(t) #xoy g(t) € (xo —e,20 + ) — {0}, que es donde al menos [ esta
definida; es decir f o g estd definida en (ty — 9, to+0) — {to} y para toda
t € (to — 9, to+0) — {to}, se tiene que g(t) # .

Finalmente, considérese (a,)nen sucesion en (ty — 4§, to +d) — {to}
convergente a to (Esto se puede hacer pues para n suficientemente grande
t, es proximo a tg). Entonces lim g(a,) =z, y ¥n € N g(a,) # xy. Por

n—oo

lo tanto lim f(g(a,)) = A. Por consiguiente th’r?f og(t)=A. B
n—oo —to

La hipdtesis (2.1) es necesaria y no es implicada por la sola suposicién

de que thr{l g(t) =xpy lim f(z) = A. Por ejemplo si g(¢) = 0 para toda
— 1o T—T0
t € Ry f(x) =0 para x # 0 pero no esta definida en x = 0, entonces
%ir%g(x) =0y lfII(l] f(z) = 0 pero f(g(t)) no estd definida en ninguna
— T—>
vecindad de g = 0. Mas aun, aunque f esté definida en xy puede no
satisfacer (2.1): si g(t) = 0 para todat € Ry f(z) =0siz #0y
f(z) =1 si x = 0, entonces lirr[}g(t) =0y lir%f(x) = 0 pero para toda
— T
t € R f(g(t)) =1y por esta razén yrr& f(g(t)) = 1. El lector puede
%

revisar facilmente que en este ejemplo no se satisface la condicién (2.1)
del Teorema 2.2.3.



2.2. OPERACIONES CON LIMITES 93

Ejemplos:
1.
) 4—22 4+ +2+52° (4 =2+ +2+ 523
lim = 4/lim
252 r2 +15 72 2+ 15

s 2 / 3
B 4+15 V19

lim (22 + 15) 19
r—2

Los pasos dados aqui son tentativos y se justifican al llegar a una
expresion para la cual existe el limite. En este caso, como

h’rr%(4 —2® +Vr + 2+ 52%)

r—

existe y lirr%(av2 +15) también existe y no es cero, existe entonces el
T—

limite del cociente de estas dos funciones y todos los demas limites

senalados.

2 2
2. Si f(z) = =L f(z) no estd definida en = = a. Ademds
r—a

lim(z> —a?)=0 y lim(z —a)=0.
Tr—a Tr—a

Por consiguiente, no podemos aplicar directamente el Teorema 2.2.1

para decir que
lim (2? — a?)
limf(r) = 20—
z—a lim(z — a)
T—a

Sin embargo, para toda x # a se tiene que
(x —a)(z+a)

fla) = TS g

Por lo tanto,

limf(z) =lim(z+a) =a+a=2a.

r—ra r—ra
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3. Sig(z) =

. Sea f(r) = z%. Vamos a calcular lim
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x?2 —4
22 —3x+2
raiz (es decir, se hace cero), asi que g no estd definida en 2. Sin
embargo,

,en z = 2, el polinomio 22 — 3z + 2 tiene una

(x —2)(z+2) _r+2

= i 2.
10 = e a1t
Asi,
L, T+ 2
(o) =l =1
val -1
. Vamos a hallar lim;. No podemos usar el teorema acer-

r=0y/1 4+ 2 —1
ca del cociente de funciones ya que lfH(l)(\S/l +2 —1) = 0. Pero,
T—

recordando que para a,b € R se cumplen
a2 _ b2 a3 _ b3

a+b Y R R Ny

a—b=

tendremos:

Vitr—1 (/0 +2?+Y0+z)+1)(1+z-1)
Vi+z—-1 14+z-1)(1+z+1)

WO+ + T+ +1

vVi+r+1

Ahora si, el numerador y el denominador tienen limite cuando
x — 0y el limite del denominador no es cero. Por ende

Jifz—1 lm [\3/(1+:E)2+\3/1+:17+1] 3

lim = = —.
=01+ —1 lim [v1+x +1] 2
T—

f@+h) - f(z) ,
lim Y . Aqui, de

nuevo el limite del denominador es cero y por esta razén no pode-
mos aplicar el teorema acerca del cociente de funciones. Sin em-
bargo, se tiene que:

flx+h)—f(x) (x+h)*—a* 2zh+h* h(2x+h)

h h h h

=2r+h
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Por lo tanto

flx+h) - f(x)
h

lim = lim (22 + h) = lim 2z + lim h = 2z
h—0 h—0 h—0 h—0

F(z)—-F
En este ejemplo vamos a probar que si lim M = A

T—T0 T — 1‘0
F(xo+1t) — F(xo)

= A.

entonces lim
t—0

Para demostrarlo definimos las siguientes funciones

F(x) — F(x)

Tr — X

f(z) = r=g(t) =z +t.

Entonces lim f(z) = A por hipétesis y lim g(t) = xp.
T—To t—0

Ahora, como ¢(t) # o para toda t # 0, se tiene que se satisfacen
las hipétesis del Teorema 2.2.3 y por lo tanto

F(x0+t)—F(x0).

lim f(g(t) =A v flg(t) = flzo+1t) =

t—0
Sean g(t) = 1—t*y f(x) = v/z. Entonces lth’r%q(l —1?) = 1—1{2 para
—1o
cualquiera ty € Ry lim/z = /7y siempre que xy > 0. Ahora,
T—T0

para —1 < t; < 1 se cumple que xo = 1 —t2 > 0 y, por lo tanto, se
satisfacen las hipotesis del Teorema 2.2.3 el cual implica que

lim(fog)(t) = limv1—t2=4/1—t2

t—to t—to
o+ |7 [t sit<0
. Sean f(z) = — 7 (z) = { 2 osit>0 - Entonces, para
tO = 07

limg(t) =0=xp ¥y lim f(z) = 0.

t—to T—T0

Por consiguiente, dado que se satisfacen las hipotesis del Teorema
2.2.3 se tiene que lingf(g(t)) = 0.
—

En ocasiones existen los limites laterales aunque no exista el limite.
Por limite lateral se entiende que nos aproximamos al punto xy por
un solo lado: por la derecha 6 por la izquierda. Precisamos esto en
lo siguiente.
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Definicién 2.2.1 Si para cualquier sucesion (z,)en tal que zp < z,

para todan € Ny lim z, = g, se tiene que lim f(x,) = L diremos que
n—00 n—00

L es el limite derecho (o desde arriba) de f(x) cuando z tiende a x.

La proposicién L es el limite derecho de f(z) cuando z tiende a x,
se escribe asi:
L = lim f(x) 0 L = limf(z) 0 lim f(zo+0) = L.
z»mg rlxo
De manera andloga, L es el limite izquierdo (o limite por la izquier-

da o limite desde abajo) de f(x) cuando x tiende a xy si para cualquier

sucesion (xy, )nen tal que x, < xy para toda ny lim x, = x se tiene que
n—0o0

lim f(x,) = L. La notacién en este caso es:
n—o0

L= lim f(x) 0 limf(x) =1L 0 lim f(zy —0) = L.

T—Tq zTxo

Por supuesto que para hablar del limite derecho de una funcién f
cuando x tiende a xy no necesitamos que f esté definida a la “izquierda”
de xy sino solamente en algin intervalo abierto

(zo, o +9) ={x:10 < <m0 + I}
Ademas debe ser claro que:

1. i) L= lim+f(x) & para toda ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que, para

z—xg
toda z, si 0 < x — xy < d, entonces |f(zx) — L| < ¢
(la condicién 0 < x —xy < J es equivalente a: 0 < |z — x| < ¢
y T > Tp).

ii) L = lim f(x) & para toda € > 0 existe § > 0 tal que, si

=T
0 < g —x < 0 entonces |f(z) — L| < e.
Es también un ejercicio facil, demostrar que:

lim f(z) = L & existen lim+f(x) y lim f(z) y son iguales a L.

T—To T T
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Sigamos con los ejemplos:

9.

10.

r+2 siz<0,
—x si0<ux.

Sea f(z) = {

/ : ;
7

Figura 2.3

Si (Zp)nen es una sucesién de términos negativos tal que

lim x,, = 0, entonces lim f(z,) = 2.
n—oo n—oo

Por lo tanto, lim f(x) = 2. Ahora, si (z,)nen €s una sucesién de
z—0—

términos positivos tal que lim z, = 0, entonces lim f(z,) = 0.
n—00 n—00
Por esta razén lim f(z) = 0. En este ejemplo, aunque existen los

z—0t
limites derecho e izquierdo de f(z) cuando z tiende a cero, dichos

limites no son iguales y por lo tanto no existe HII(I)f($).
T—

Parecido es el caso de f(z) = i ya que
T

f(x):{1—1 iig

y para esta funcién se tiene que lim f(x) =1y lim f(x) = —1.
z—07t z—0~
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Ejercicios 2.

1. Para las funciones f y ¢ definidas en los ejercicios (a) a (d), de-

termine las funciones f + g, f — g, fg y = y calcule los limites

indicados de estas cuatro funciones, calculando primero los limites
de f y g y utilizando luego los teoremas de esta seccién.

(a) f(z)=2%, g(z) = % cuando x — 3,
(b) f(z) =22, g(z) = :U;__ll cuando r — 1,
(c) f(z)=+x, g(x) = :;3__11 cuando x — 1,

rx six>0 2¢ sixz >0
(d)f(x)—{2$ sixSO’g(x)_{x siz <0
cuando z — 0

1
. Sean f(z) = 2%y g(x) = —, {es fg la misma funcién que la dada
T

por h(z) = x? ;Por qué?

1

. Sean f(z) = z?, g(r) = —, h(z) = 23 jcudles son los va-

lores de hmf( ) hmg x), 1mh( ) ii_r)r(l)(fh)(x), QIEI_I}(I)(f/h)(iL‘) y

z—0

9101_r>r(1) (gh)(x)? ;Existe hm ( )

En los ejercicios 4 y 5 esta la grafica de una funcién. Decida cudles
de los limites propuestos existen y evalielos.

- (a) Hm f(z), (b) lim f(z), (c) lim f(z), (d) lm f(z).

z—0* z—1 T2~ T2t

La grafica de f es:
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ZCL
1
0 1 2 3 4
Figura 2.4
5. (a) lim f(z), (b) lim f(z), (c) lim f(x), (d) lim f(x),
z—1 T—2 z—3 r—4

siendo la grafica de f :

A

\4

Figura 2.5

6. Encuentre los limites siguientes y en cada caso, senale el teorema
de limites que lo justifica.
r?+2r —1
lim3 b) lim(4x + 3 lim——
(a) lim3x, (b) lim(4z +3), (0) lim ™=

r—2 z—3

2
i /53 e —1 3-8
@ ipveevEl s Uiy
" —y" N \/a+ f

(h) lim , i }ILL 1

)

7. En los siguientes ejercicios efectiie la composicién f o g y calcule
lim (fog)(t) y compare su resultado con el que se obtiene al aplicar

el Teorema 2.2.3.
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(a) f(x)=v> x>0 g(t) =12, to >0,

(b) f(z)=+x, x>0 g(t) = t+/1, t>0,t =1,
(¢) flx)=+va++Vz, >0 g(t)=t+V1, t>0,t >0.

8. Demuestre que el inverso del Teorema 2.2.3 no es vélido. (Sugeren-
cia: considere las siguientes funciones:

o= {1 5ks3

si |z > 2
(2) = 2—t2 sift] <2
KL= 2 si |t > 2).

lim f () = lim f(a + ).

T—ra

9. Demostrar que

63

2.3 Limites (2da. Parte)

En los ejemplos tratados en la Seccion 2.1 no estudiamos casos como

lim f(x) = oo (que significa que f(x) se hace cada vez “mas grande”
T—T0

cuando z se “aproxima”’ mds a xy), pues en la Definicién 2.1.1,
y L se restringieron a valores reales. En realidad, en la definicién de

lim f(x) = L tanto xy como L pueden remplazarse por oo 0 —00 y estos
T—rTQ

son los casos que trataremos en esta seccion. En este sentido damos la

siguiente definicién.

Definicién 2.3.1 (a) lim f(z) = oo si y sélo si para toda sucesion
T—T0

(n)nen de elementos en el dominio de f y de puntos distintos de
tal que lim z,, = xy, se tiene que lim f(z,) = co.
n—oo n—oo
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(b) lim f(x) = L si y s6lo si para toda sucesién (z,)nen en el dominio
Tr—00

de f tal que lim z, = oo, se cumple que lim f(x,) = L.
n—o0 n— o0

(c) lim f(z) = oo siy sélo si para toda sucesién (z,)nen en el dominio
Tr—00

de f tal que lim z, = oo, se cumple que lim f(x,) = co.
n—0o0 n— o0

(d) lim f(x) = —oosiy sdlosipara toda sucesién (z,),en en el dominio
T—r—00
de f con lim x, = —oo, se tiene que lim f(z,) = —oc.
n—o0 n—0o0

Antes de ver algunos ejemplos, hagamos algunas observaciones im-
portantes acerca de la Definicién 2.3.1.

Observacion:

1. En los incisos (b) y (c) estamos suponiendo que la funcién estd
definida en un intervalo de la forma (xy, co) dénde z, € R fijo.

2. En el inciso (d) hay que suponer que f estd definida en un intervalo
de la forma (—o0, xy) para algin z, € R.

3. Para este tipo de limites tenemos equivalencias andlogas a la dada
en la observacién (3) de la pagina 86:

(a)" lim f(z) = 0o << VM > 0,3 § > 0 tal que si

T—T0

0 < |z — o] <, entonces f(x) > M.
(b) lim f(z) = L < Ve > 0,3 M > 0 tal que si x > M,

T—00

entonces |f(z) — L| < e.
(¢) lim f(z) = 00 < VM > 0,3 N > 0 tal que si z > N,

T—00

entonces f(x) > M.

(d)" ejercicio para el lector

En el siguiente capitulo veremos, como una aplicacion de la derivada,
graficacion de funciones, para lo cual es importante saber calcular limites
como los que estudiamos en esta secciéon, lo cual nos lleva a la siguiente
definicién.
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Definicién 2.3.2 (1) Una recta no vertical y = ma +0b es una asintota
de la gréfica de y = f(x) si y sélo si
lim [f(x) — (mz +b)] =00 bien lim [f(z)— (mxz+b)]=0.
T—>00 T—r—00
(2) La recta vertical x = ¢ es una asintota vertical de la gréfica de
y = f(x) siy sélo si
lim|f(z)| = 0.

Tr—cC

Ahora si, pasemos a los ejemplos.

Ejemplos:
.1 : . §
1. lim— = oo ya que si (¥5)nen €s una sucesion tal que lim ,, = 0
=0 n—00
Y Zn # 0 Vn € N, entonces lim f(x,) = lim — = oo.
n—00 n—o0 Tr

1
2. lim — = 0 pues si (n)nen es una sucesién que diverge a oo, en-

tonces lim f(z,) = lim — = 0.
n—00 n—00 T

3. lim f(x) = oo si f(z) = = para toda x € R. En efecto si
Tr—00

lim a, = oo, entonces lim f(a,) = ay,.

n— o0 n—0o00
4. Si f(x) = x, entonces lim f(x) = —oo pues para (z,)pen cOn
Tr—r—00
lim z,, = —o0, se tiene que lim f(x,) = limx, = —cc.
n— 00 n—00 n—00

Antes de continuar con los ejemplos notemos que el Teorema 2.2.1
no es valido en general cuando tenemos limites infinitos y limites
al infinito. Por ejemplo:

(a) Si f(z) =2+ 1y g(r) = —=z, entonces (f + g)(x) = 1 para
toda z € R lo cual implica que lim (f + g)(z) = 1 pero
xll)rgo f(zr) = o0y xh_)rglog(x) = —og_(f/(()ar ejercicio 1). Por lo
tanto lim (f+g)(z) # lm f(z)+ lim g(z) ya que oo+ (—o0)
no estgﬁdOZﬁnido. . o
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1
(b) Si f(x) = 2> y g(z) = —; entonces para toda
x
z€R, (fg)(r)=1; por consiguiente lir%fg(x) = 1,
T
pero lim f(z) =0 y limg(x) = oo. Por lo tanto
z—0 z—0

lim fg(z) # lim f(x)lim g(x) pues 0 - 0o no esta definido.
z—0 z—0 z—0

Se deja como ejercicio al lector ver si los incisos restantes del Teo-
rema 2.2.1 se cumplen.

Sin embargo, hay algunos hechos sencillos acerca de los limites in-
finitos que se pueden reconocer de manera mas o menos facil. Por
ejemplo: si lim f(x) =oco y lim g(x) = L donde L € R, entonces
T—To T—T0

lim (f + g)(x) = oo (Ver ejercicio 15 de Ejercicios 4 de la pigina
T—rTQ
15.) ysi L#0

lim (fg)(z) =

T—T0

(2.2)

00, siL>0,
00, siL<0.

En este caso, si L = 0 entonces hay que tener cuidado en hacer
afirmaciones como (2.2): por ejemplo, las funciones

@) = = o(x) = (x — 27
satisfacen que
lim f() =00 ¥ limg(x) =0
y ademas il_)H% fg(x) =1 pues (fg)(z) = 1 para toda = € R.

Es un ejercicio para el lector construir funciones f y ¢ tal que
lim fg = oo y funciones fi, ¢ tal que lim f, g, = 0.
T—2 T—2

T—
decir nada acerca del comportamiento de f+ ¢ sin hacer un examen

mas detallado de las funciones que se esten dando. (Ver ejercicios
12(h), 12(i) y 12(j)).

En los casos en que lim f(z) = ooy lim g(z) = —oo no se puede
o T—T0

Continuemos con los ejemplos:
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(2z — 3)(3z + 5)(4x — 6) 2—3/x)(3+5x)(4—6/x)

= lim(

5. i
e 3342 -1 T—00 3+1/22—1/a3
2)(3)(4
= % = 8. ;Por qué es valido el Teorema 2.2.1 en este caso?
6. Sea f(z) = Y Cuando  tiende a 00, tanto el numerador

Va3 + 10

como el denominadar de f divergen a co. Sin embargo, si dividimos

dichos términos entre x, queda ———. Por lo tanto
3 1 + %
lim f(x)=1.
T—>00
x

7. Sea f(x) =

1
lim f(z) =1 pues f(z) = . Se deja como

z—1 250 — %
ejercicio para el lector que 1lim f(z) = 1. Por lo tanto y = 1 es
T—r—00
una asintota horizontal y como h’rri|f(x)| = 00 se tiene que r =1
T—r

es una asintota vertical. Con esta informacion podemos esbozar la
grafica de la funcion:

\ > X

Figura 2.6

. 1 .
8. En este ejemplo probaremos que lim — = oo usando la observacion
rx—0

(3) de la pagina 86. Sea M > 0. Notemos que

1 1 1
—>Me — >t e < —.

2 M M



2.3.

LIMITES (2DA. PARTE) 105

1
Por consiguiente, si 0 = ——— se tiene que para x € R tal que

VM

1
0 < |z| <6, |f(z)] > M, lo cual quiere decir que ll'n%—2 = 0.
x>0
Por lo tanto x = 0 es una asintota vertical. Como el lector podra
comprobar, y = 0 es una asintota horizontal. Entonces podemos

esbozar la grafica de la funcion:

A

y
g
Figura 2.7
1 ré
Sea f(x) = z + — para x # 0, entonces lim|f(z)] = oo,
X z—0

1
lim f(x) = co y dado que lim (f(x) — ) = lim — = 0 entonces
T—00 _L—00 i T—00
x = 0 es una asintota vertical para la grifica de f y y = = es una
asintota para la grafica de f. Por lo tanto,la grafica de la funcion
quedaria mas o menos asi:

Figura 2.8
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10. Sea f(z) =
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1
z(z —1)
yz =1yquecuandoz - 00z — 1 |f(z)] — oco. Por lo tanto,
las rectas x = 0 y x = 1 son asintotas verticales. También se tiene
que

. Observemos que f no ésta definida en x =0

lim /() = lim f(2) =0

lo cual quiere decir que y = 0 es una asintota horizontal. Ademas,
como el lector puede verificar

I C o K _
lim f(z) = —c0; lm f(z) = oo
lim f(z) =0c0; lim f(x) = —oc.
z—1t z—1—

Por lo tanto la grafica de f debe ser algo parecido a:

A

\4

x 00 x 01

ﬂ

Figura 2.9

Ejercicios 3.

1. Defina los siguientes conceptos
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y dé equivalencias similares a las dadas en la Observacién (3) de la
pagina 101.

2. Por medio de la definiciéon demuestre que:

a) lim3z =00, b) lim(z+5)=o00, ¢) lim(2z+4)= o0,

T—00 T—00 T—00
d) lim (3z — 14000) = oo, e) limz® = oo,
T—00 T—00
4 2
£) lim— =0, g) lim<x+3>:2.
=00 T—00 T
3. Halle el limite indicado empleando la definicién
)i 2 +2 b , 2x+1 ) 90z% + 1
a im ——; im——; ¢ i ;
2003 — 2 z—003x — 2 z—oo 12 + 99 ’
24 946 3
) lm =Y R
z—o0(r — 2)(z + 1) zo—ooxl0 — g — 1

e) lim @ +a’+1)
T——00 3x24+4
4. Para las funciones f y g en los ejercicios (a) y (b) determine las

funciones f + g, fg v f/g. Calcule los limites indicados de estas
tres funciones.

1 1
(a) f(z) = NG ;o g(x) = - cuando T — 00
1 —1
(b) f(z) = 221 3 ;og(x) = x3x cuando z — oo
.o+l 1+41/z 40 x—1 1 1
sugerencia: = ara . _
& 20 +3 2+3/z " Y78 T3 3

5. En los siguientes ejercicios usar asintotas para esbozar las graficas
de las funciones.
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6. Sean f(x) = m, g(z) = —z y h(zr) = 2% (cudles son los
valores de lim f(z) limA(x), Um (f + h)(z), Um(f + g)(x),
T—00 Tr—00 T—00 Tr—00
lim (g + h)(x)? (Es aplicable el Teorema 2.2.1 en estos casos? (su-
T—r00

gerencia: —z + 2% = z(z — 1)).

7. Probar que:

lim az™ =
T—00

00, sia>0
—00, sia<0

(ver ejercicio 15 pagina 76)

1
8. Sea f(x) = - Probar que :}Lrgof(x) =0y que xl_lir_noof(x) = 0 pero

que lim f(z) no existe.
z—0

9. Probar que:

1
(a) Si lim f(z) =00 o lim f(x) = —oo, entonces lim —— =0,
T—To T—To I%:I?of({l,’)

(b) Si lim f(x) = 0, no necesariamente
T—T0

, 1 ,
lim —— =0 0 lim —— = -0

50 F (@) 5o ()

(pruebe con la funcién f(r) = z en xo = 0),

2 2
x° —2 x° —2
¢) Calcule llm ———— im —
(c) :1:~>2+l'2—3l'—|—2y:1:~>2_l'2—3$+2
2 _
.Existe im———— o bien es co 0 — 00?
=232 — 3x + 2

10. Sean lim f(z) = L y lim g(x) = co. Probar que

T—TQ T—rTQ

(a) lim (f—g)(z) = —co, (b) lim (2> (z) = 0o (cuando L > 0),

T—TQ T—=To f

(c) lim <£> () =0, (ch) lim(fg)(x) = —oc0 (cuando L < 0).

T—T0o g T—T0o
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11. Supdngase que lim f(z) = 0, que f(x) > 0 para x # xy y que
T—T0
lim g(x) = b # 0. Probar que
T—T0

. g(x) 00 sib>0,
lim =—~= = .
T—T0 (1‘) —00 sib<O.
12. En los siguientes ejercicios encontrar las funciones fy ¢g que cumplen
con las condiciones dadas.

(a) lim f(z) =0, limg(z) =00 y lim(fg)(z) =2,
(b) lim f(z) =0, lim g(z) =00 y lim (fg)(x) = o0,
(¢) lim f(z) =00, limg(z) =00 y lim(f—yg)(x)=3,
(d) lim f(z) =00, limg(z) =00 y lim (fg)(x) = o0,
© Jin f@)=o0, lim o) =0 v Jim (2} )=,
() lim f(z) =00, lim g(z) =0 'y lim(fg)(z) = o0
® @ = mge v (L) w-s
(h) lim f(z) =oco, limg(z)=0 y lim(fg)(z)=

.Es posible que xlirglo f(z) = oo, xll'gﬁlog(x) =0y xh’mo(f -g)(x) =
L < 07 Explique su respuesta.

T—T0

(i) lim f(z) =00, lim g(z)=—oo y lim(f+g)(z)= o0,

(j) lim f(z) =00, lim g(z)=—-00 y lim(f+ g)(z)= —o0,
T—T0o T—To T—T0

(k) lim f(z) =00, lim g(z)=—-0c0 y lim(f+g)(x)=L€eR.
T—T0 T—T0 T—T0

13. Probar las siguientes versiones del Teorema 2.2.3:

(a) Si tlirn g(t) =a y ¢(t) # a para t suficientemente grande y
—00
lim f(x) = B con 2 = g(t), entonces 1tlirn (fog)(t) = B.
r—a —00

(b) Si limg(t) =00 y lim f(z) = A con z = g(t), entonces

t—to r—00
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lim (f o ¢)(t) = A.

t—to
(c) Si tliglo g(t)y=00 y xh_)r{.lo f(x) = A con x = g(t), entonces
Jim (£ 09)(1) = A

(d) Si lim g(t) =00 y lim f(z) = A con x = g(t), entonces

t——o00 T—00
Jim (Fog)(t) = A

() Si lim g(t) =—oc0 y lim f(x)= A con z = g(t), entonces

t——0o0 T——00
Jim (fog)(t) = A,

(f) Si tl}r_noog(t) =00 ¥y xlggo f(z) = oo con x = g(t), entonces

(g) Si lim g(f) = —c0 'y lim f

(h) Si tlgcr)lo g(t)=—oc0 y lim f(z) =—o00 con x = g(t), entonces

Jim (£ 0 9)(1) = —oc.

(i) Si tllglo g(t)=—oc0 y xEerf(x) = A con x = ¢g(t), entonces

lim (f o g)(t) = A.
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§4

2.4 Continuidad

Definicién 2.4.1 Una funcién f es continua en z si

lim f(z) = f (o). (2.3)

T—rTQ

Esta definicién encierra suposiciones que se sobrentienden al escribir
la igualdad (2.3). Estas son:

1. que f estd definida en un intervalo abierto que contiene a xy,

2. que lim f(x) existe.
T—T0

Ademas, el hecho de que lim f(z) = f(xy) no es un hecho cotidiano.
T—T0
Por ejemplo, la funcién f : R — R dada por
2?2 —1

flay=4¢ *—1
1000 six=1.

six # 1,

es una funcién que estd definida en el intervalo mds grande que puede
contener a Ty = 1, esto es, en toda la recta real. lim f(z) existe y f estd
T—T0

definida en 1; sin embargo, la igualdad (2.3) no se tiene pues lirr%f(x) =2
T—
y f(1) = 1000.

Este ejemplo muestra una de las formas, la menos patologica, en la
que una funcién puede no ser continua. Otras maneras en las que f no
es continua son:

1. f no estd definida en zj, en cuyo caso la ecuacién (2.3) no tiene

sentido; por ejemplo, f(z) = — no estd definida en xy = 0 y por lo
x

tanto es discontinua alli.
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2. lim f(z) no existe. Por ejemplo,
T—T0

f(x):{ 1/z sixz#0,

1 six =0.

f esta definida en R y no es continua en z, = 0, sencillamente
porque lim f(z) =occy lim f(z) = —oc.
z—0t z—0~

Un ejemplo que muestra la misma situacién, lo hallamos en la funcion

(z) = 1 siz >0,
IWI=3 21 siz<o.

Aquig(0) =1y lim+g(x) =1, pero lim g(z) = —1 que es distinto de
z—0 z—0~
g(0). Entonces g no es continua en 0 porque, como se acaba de demostrar,
h’rr(l)g(x) no existe. Sin embargo, h’m+g(x) = ¢g(0) y esta situacién suele
T— z—0

expresarse diciendo que ¢ es continua por la derecha en 0. En forma mas
general, se dice que:

Una funcion ¢ es continua por la derecha en un punto x,

si lim+g(a:):g(x0) y es continua por la izquierda en xy si
I*}l’o

lim g(z) = g(wo).

T—T,

No es dificil convencerse, en vista de una caracterizacion de limites
vista en la seccion anterior, que:

f es continua en xy < f es continua por la derecha en x( y f es continua
por la izquierda en z.

También, de acuerdo con la definicién de limite, se obtiene:

f es continua en z, < Para toda ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que para toda
z, 81 0 < |z — x| < 6, entonces |f(x) — f(xo)| < e.

Pero, en este caso, en el que el limite es f(zy), la frase

0<|l'—.'1,’0|<(5
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puede cambiarse por la condicion
|z — o] <6

puesto que si r = 1x;, entonces se cumple ciertamente que
|f(z) — f(xo)| < e. Asi que:

f es continua en z, < Para toda ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que para toda
z, si | — xo| < 0, entonces |f(z) — f(xo)| < e.

Si una funcién no es continua en un punto xg, se dice que es discon-

tinua en xp, pero estas discontinuidades pueden ser de diferente indole.
2

T° — . .

5 Do es continua en xy = 2 ya que ni

1

r—2
Ahora bien, f puede extenderse a todos los reales y hacerla continua.
Para ello basta definir la funcién

Por ejemplo, la funcién f(x) =

siquiera estd definida alli y lo mismo vale para la funcién g(z) =

x? —4 .
F(z) = e six # 2,
4, six =2,

entonces F' esta definida en todos los reales, Fl(x) = f(x)siz #2y F
es continua en 2 porque

1
Esta clase de extensién no es posible para g(r) = —— ya que lim
T —2 T2 — 2

no existe y por mas que “definamos ¢g en 2”, g no podra ser continua ni
llevandola a bailar a Chalma.

Analicemos esta otra funcidn:

flx) =

x sl x es racional,
0 siz es irracional,

sixg =0, lim f(x) =0 = f(x) (ver ejemplo 7 de la Seccién 2.1 de este
T—rTQ

capitulo) y entonces f es continua en 0. Ademds lim f(z) con 25 # 0 no
T—rTQ
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existe, asi que esta es una funcion que sélo es continua en un punto.

Los teoremas sobre limites nos proporcionan el siguiente teorema, que
facilita enormemente el ver que una funcién es continua en un punto.

Teorema 2.4.1 Supongamos que f y g son continuas en xy. Entonces:
(1) f + g es continua en xg,
(2) fg es continua en xy,

(3) Si g(xo) #0, ! es continua en Ty.
g

Con este teorema, es facil demostrar que cualquier funcion del tipo

Fa) ag + a7 + asx® + ...+ apa”
) =
by + b1z + box? + ...+ bya™

es continua en todo punto de su dominio maximo.

Ademas vamos a tener lo siguiente:

Teorema 2.4.2 Si tlir?g(t) =xy y [ es continua en xy, entonces
—lo

lim f(g(t)) = f(x0) = f(limg(?)).

t=to t—to
Demostracion: Sea (t,),en una sucesién convergente a to tal que Vn € N,
tn # to entonces, como limg(t) = g, lim g(,) = 2 y como f es continua
t—to n—00
en xg se tiene que lim f(g(t,)) = f(x0). Porlo tanto lim f(g(t)) = f(x).
n—00 t—to
|

Como un caso particular de este teorema, seguramente el lector podra
demostrar el siguiente resultado.

Teorema 2.4.3 Si g es continua en ty y [ es continua en xy = g(to),
entonces f o g es continua en tgy, es decir, 1thr?f(g(t)) = f(g(to))-
—to

Los teoremas hasta ahora vistos en esta seccion se refieren todos a
continuidad en un punto, pero serd mas interesante dirigir nuestra aten-
cion a funciones que son continuas en todos los puntos de algin intervalo.
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Definicién 2.4.2 (1) La funcién f es continua en un intervalo
abierto (a, b) si y sélo si f es continua en z, para toda z en (a, b).

(2) La funcién f es continua en un intervalo cerrado [a, b] si y
sélo si f es continua en (a, b) y ademds f es continua por la

derecha en «a ( lim+f(x) = f(a) ] y continua por la izquierda en b
T—ra
(1im 1) = 0))
T—b

El primer resultado de funciones continuas en intervalos cerrados es
nada menos que el famosisimo TEOREMA DEL VALOR INTERMEDIO, que
a la linea dice:

Teorema 2.4.4 Si f es continua en [a, b] y si
fla)<e<f(b) o f(b) <c<fla),
entonces existe Ty € (a, b) tal que f(xy) = c.

Demostracion: Supongamos que f(a) < ¢ < f(b) y sea

A={z€la, b]/f(z) <c}.

Comoa € A, A# @ ycomo A C [a, b], A estd acotado superiormente,
entonces existe xy = sup A. Mostraremos primero que xq € [a, b]:
Primero: a € A implica que a < xg.

Por otro lado, si g > b, entonces existe v € A tal que o > x > b. Por
lo tanto = € [a, b] y > b, jvil cosal, asi que, como esto no es posible,
xo < b.

Por lo tanto xy € [a, b]. Probaremos ahora, por contradiccién, que
f(zo) = c¢. Supongamos que f(zg) # ¢; entonces f(zg) > ¢ 6 f(xg) < c.

i) Si f(xo) > ¢, sea £ = f(xg) — ¢ > 0, entonces como f es continua
en [a, b], existe § > 0 tal que

Va € [a, b] :si |x — x| < ¢ implica que |f(z) — f(zo)| < f(xo) — ¢,

lo cual implica que f(zy) — (f(wo) —¢) < f(z) < f(x0) + f(x0) —c.
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Luego, f(z) > c.

Ahora, como zy = sup A, £y — d no es cota superior de A y por lo
tanto existe z1 € (xg — 0, x9) y 21 € A. Por lo anterior f(z;) > c.
Pero como 1 € A, f(z1) < ¢ . Esto es una contradiccién. Por lo
tanto, no puede pasar que f(zy) > c.

Si f(xo) < ¢, sea e = ¢ — f(xo) > 0, entonces, dado que f es
continua, existe > 0 tal que

Vz € [a, b], si |z —x¢| < & entonces |f(x) — f(zo)| < |f(z0) — |-
Luego,

f(zo) = |e = f(zo)| < f(z) < flw0) + |f(20) — ).

Asi, f(z) < f(xo) + ¢ — f(zo) = ¢. Por lo tanto, existe x5 €
(g, o+ 9) N [a, b] y por tal motivo f(xs) < ¢. Por consiguiente,
ry € A. Pero entonces xq > x5 y esto es otra contradiccién, es
decir, no puede ocurrir que f(zy) < c.

Por lo tanto f(zg) = ¢. Ademés zg # ay zy # bpues f(a) # ¢ # f(b);
es decir zg € (a, b) y f(zg) =c. B

Geométricamente, el teorema del valor intermedio dice que la grafica
de una funcion continua que va de un lado a otro de una linea horizontal
y = ¢ debe cortar a dicha recta en algin punto:

A

UV [
f(b)“-““"\-:

Figura 2.10

Las consecuencias de este teorema son muchas. Entre ellas tenemos:



2.4. CONTINUIDAD 117

Corolario 2.4.5 Todo niumero positivo tiene raiz cuadrada. Es decir, si
a > 0, existe vo € R tal que 2 = «.

Demostracién: Sea f(x) = z%. Afirmamos que existe b > 0 en R, tal que
f(b) > a. En efecto:

1. Sia > 1,sea b= a. Entonces f(b) = f(a) =a® > a,
2. Si < 1,seab=1. Entonces f(b) = f(1) =1 > a,

3. Siaw=1,seab=2. Entonces f(b) = f(2) =4 > a.
Entonces, se tiene que:

f(0) <a< f(b)

y como [ es continua en [0, b], por el teorema anterior existe z € (0, b)
tal que f(zo) =22 =a. A

Corolario 2.4.6 Supongamos que f es continua y estrictamente cre-
ciente (decreciente) en un intervalo a, b]. Entonces para cada c tal que
fla) < c< f(b) (f(a) > ¢ > f(b), existe un dnico xo € (a, b) tal que
f(zo) = c.

La demostracion se deja al lector, si es que lo hay.

Corolario 2.4.7 Si f es conlinua y estrictamente creciente en [a, b,

entonces f([a, b]) = [f(a), f(b)]

La demostracion es un ejercicio para el lector.

Corolario 2.4.8 Si f es conlinua y estrictamente creciente en [a, b,
entonces existe la inversa f=' : [f(a), f(b)] — [a, b] y f~" es continua y
estrictamente creciente en [f(a), f(b)].
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Demostracion: Por el Corolario (2.4.7), f : [a, b] — [f(a), f(b)] es
suprayectiva y como f es estrictamente creciente, f es inyectiva. Por
consiguiente, existe f~! : [f(a), f(b)] — [a, D], inversa de f. Tam-
bién f~! es estrictamente creciente, pues si y; = f(z1) y y2 = f(z2) en
[f(a), f(b)] tal que y; < ys se tiene que f(z1) < f(x2) y como f es estric-
tamente creciente se concluye que 1 < To y 1 = f‘l(yl), To = f‘l(yg).
Por tanto /(1) < £~ (1).

Para probar que f~! es continua en [f(a), f(b)], sean A = f(a)
y B = f(b). Veremos primero que f~! es continua en (A4, B). Sean
yo € (A, B) y xp € (a, b) tales que f(zg) = yo. Sie > 0 es tal que
(xo — &, + &) C (a,b), sean y; = f(xg — &) y y2 = f(xg + ). Como
f es estrictamente creciente, y; < 7o < y2 y por el teorema del valor
intermedio, si y € (y1, y2), existe x € (xg — €, zp +¢) tal que f(z) = v.
Sea 01 = Yo — Yo ¥ 02 = Yo — Y1 Si 6 = min {dq, 2}, se tiene que:

Yo — 0 <y < yo+ 0 implica y; < y < yo
y por eso f~'(y) € (wp — &,79 + ). Por lo tanto |f~'(y) — f'(y)| < &
si |y —yo| < 0.
Demostremos ahora que f es continua en A, es decir, que lir£+f_1(y) = a.
y—

Para esto, sea ¢ > 0y y; = f(a+¢), si 0 = y; — A, se tiene que si
A<y < A+, entonces a < f7'(y) < a+ ¢, lo que demuestra nuestra
afirmacion. De igual forma se demuestra la continuidad en B. Se deja
como ejercicio para el lector la demostracién de que f~! es tinica. W

Puede probarse también como corolario de este teorema, que si n es
impar, cualquier ecuacién de la forma

ap+ax +ar’+ ...+ .. .apz" =0

tiene una solucion.

Sé6lo daremos aqui un ejemplo. Veremos que la ecuacién 23 +22x—8 = 0
tiene una solucién real. Para esto, definimos f(z) = x4 2x —8; entonces
f(0) = -8y f(2) =8+4—8=4. Por lo tanto, f(0) < 0 < f(2) y
como f es continua en [0, 2], existe 5 € (0,2) tal que f(xy) = 0, por
consiguiente zy es una soluciéon de la ecuacion dada.

Daremos un ejemplo més: Supongamos que f es continua en [0, 3] y



2.4. CONTINUIDAD 119

que f no se hace cero en dicho intervalo.
Si f(0) =1, entonces para toda = € [0, 3], f(xz) > 0
ya que si para algin z; € (0, 3] se tuviera que f(z;) < 0, entonces

f(x1) <0< f(0)
y esto implicaria que existe z € (0,2) tal que f(zo) = 0.

Hemos visto que si f : [a,b] — R es continua y creciente o decreciente,
el corolario 2.4.7 del teorema del valor intermedio nos asegura que f es
acotada, ya que f([a,b]) = [f(a), f(b)]. Sin embargo, existen funciones
definidas y continuas en un intervalo abierto que no son acotadas como

en el caso de
1 .
f("[,’) — ;, S]. "I: % 0,
0, six=0.

Aqui, f es continua en [0,1] — {0} y f no estd acotada superiormente.

AY

foot
2

1

1 X

\/

Figura 2.11

También esta funcién es continua en (0, 1) pero no es acotada en este
intervalo.

El siguiente teorema establece condiciones suficientes para que una
funcién sea acotada:
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Teorema 2.4.9 Sea f : [a,b] — R continua, entonces f es acotada en
la, b].

Demostracion: Como f es continua en b, existe ¢ > 0 tal que f es acotada
en el intervalo (b —¢,b]. Si denotamos

X ={t €[a,b] : f es acotada en [t,b]},

claramente X es acotado inferiormente. Pongamos xy = inf X; nuestro
interés es mostrar que ro = a. Si ocurriera que a < g, entonces f
seria acotada en una vecindad (zy — 1,29 + 0;) y podemos hallar, por
consiguiente, ty € (o — 1, 2p) tal que f es acotada en [tg, zg+ ;1) y esto
implica que f es acotada en [tg,b] con lo que ty € X y ty < xy. Esta
contradiccién demuestra que zo = a. W

Para hablar del siguiente teorema, damos la siguiente.

Definicién 2.4.3 Sea f: A — Ry zy € A. Entonces

(1) La funcién f alcanza su maximo en xg, en A, si para toda z € A
se tiene que f(xq) > f(x).

(2) La funcién f alcanza su minimo en xj, en A, si para toda x € A
se tiene que f(xg) < f(x).

Si f alcanza su maximo en xy, en A, f(z) es llamado el valor maximo
de f sobre A (se dice también que f(zg) es el mdximo de f en A). Si
f alcanza su minimo en xg, en A, f(xg) es llamado el minimo (o valor
minimo) de f sobre A.

Consideremos ahora la funcién f : (0,2) — R, definida por f(z) = z°.

Nos preguntamos acerca de la existencia de un elemento maximo para el
conjunto

A={yeR: y= f(z), € (0,2)},

y lo que afirmamos es que este conjunto no tiene elemento méximo (tam-
poco minimo). Esperamos que el lector lo verifique. Fijémonos ahora en
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la misma funcién, pero ahora definida en [0, 2]; en este caso f si alcanza
su maximo en [0,2] : f(2) es el méximo.

La diferencia entre estos dos casos es que en el primero la funcién
estd definida en un intervalo abierto, en tanto que en el segundo caso se
define f en un intervalo cerrado. Lo que ocurre en el segundo caso es
una situacion general y se establece en el siguiente teorema.

Teorema 2.4.10 Si f es una funcion continua en un intervalo cerrado
la, b], entonces existen xy, x1 € [a,b] tales que para cualquier x € [a, ],

f(xo) < flx) < flan).
Demostracion: Probaremos que existe ;. Como f es continua,
f es acotada superiormente y por el axioma del supremo existe
My =sup{f(z)/x € [a,b]}. Supongamos que para cualquier z € [a, D]
f(z) < My (recordemos que si el méximo de un conjunto existe, coin-
cide con el supremo (ver el libro Matemdticas Elementales); entonces
0 < My — f(xo) y por esta razén

B 1

My — f(x)
es también una funcién continua en [a, b], por consiguiente también es
acotada alli; sea L una cota superior de h que puede elegirse mayor que

h(zx)

1
. Por tanto —— < L1 impli < My——= < M,
cero. Por tanto o= 7(0) o que implica que f(x) 07 05

como esta desigualdad es vélida para cualquier = € [a, b], lo que significa

1
es que My — 17 es una cota superior de f; esto contradice que M sea el

supremo. Asi, para algin x; € [a,b] debe satisfacerse que f(x) < f(z1)
(se suplica al lector que demuestre la existencia de z,). B

Puede haber, sin embargo, funciones acotadas que no alcancen su ma-
ximo o su minimo en su intervalo de definicion. Por ejemplo, la funcion

o) = 22, siz <1,

0, siz>1
estd acotada superiormente en [0, 1], pero esta funcién no alcanza su
maximo en dicho intervalo, como se ve en la Figura 2.12, porque f no es
continua en 1.
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0 1

Figura 2.12

Ejercicios 4.

1. Sea f continua en z( y definida en un intervalo abierto que contenga
a xy. Supongamos que f(xy) > 0. Demuestre que hay un intervalo
abierto I que contiene a xg, en el cual f es positiva (es decir, para
toda z € I, f(xz) > 0).

2. Decida si cada una de las funciones cuyas gréaficas aparecen en las
siguientes figuras, es continua. Explique sus respuestas:

a) b)

/“ ;‘ﬁ:’\qﬁ‘.//g

/ ~ X, x,\./\/)c2 X

c) d)
lo
ANVANVAYYY. / / / /
7/ v V VYV
Figura 2.13
3. Sea

22 4+1, siz<l1,
flx)y=47 sil <z <3,

)

r—06, sid<u.
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10.

11.

12.

13.

14.
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. Cémo podemos definir f(z) en el intervalo [1,3] para que f sea
continua en (—o00, +00)7

Sea f(x) = 1/x para x # 0, jhay alguna manera de definir f(0)
para que la funcién resultante sea continua?

4
1
;Donde es continua la funcién f(x) = ; iL 8?
342 11
Sea f(z) = ; 1L T Demostrar que f es continua en [—5, 5]

Encuentre una funciéon que sea continua en R excepto en z = 1,
r=2x=23.

. Explique por qué la funcién h dada por

h(z) = 23 +5 siax <2,
T 2247 sixz > 2.

es continua en x = 2, jes h continua en R?

Sea f : R — R continua tal que f(z) = 22 para toda x racional,
jcudnto vale f(z) para toda x en los reales?

Supéngase que f es continua en un intervalo [a,b] y que f(x) es
racional para toda x € [a,b]. Encuentre f(x).

Sea f : [a,b] — R continua tal que f(a) < 0y f(b) > 0. Demostrar
que existe xy € (a,b) tal que f(zo) = 0.

1
La funcién f(z) = [ hunca toma el valor de cero, pero
T —
f(0)=—-1<0y f(2) =1>0. ;Por qué éste no es un contraejem-
plo al teorema del valor intermedio?

Pruebe que la ecuacién 3z° + 223 = 10 tiene por lo menos una raiz
real.

Sea f(x) = ap+ai1x+ax’>+...+a,r" tal que ag y a,, tienen signos
opuestos, Probar que existe x5 > 0 tal que f(xy) = 0.



124 CapPiTULO 2. LiMITES Y CONTINUIDAD

15. Sea f : [a,b] — R continua tal que para toda x € [a,b], f(z) # 0.
Demostrar que f(z) > 0o f(x) <0 para toda = € [a, b].

16. Suponga que f y ¢ son continuas en R. Probar que si: para toda
r €R, f(x) # g(z) y f(0) > g(0), entonces para toda z € R, se
tiene que f(x) > g(x) (Sugerencia: f — g es continua en R).

17. Suponga que f es una funcién continua en [0,1] y que f(z) estd
en [0, 1] para toda = € [0,1]. Demostrar que f(z) = = para algin
nimero x € [0, 1].

18. El ejercicio anterior demuestra que f corta a la diagonal del cuadra-
do [0,1] x [0,1]. Demostrar que f también debe cortar la otra
diagonal del cuadrado.

19. Demuestre el ejercicio 15, pero ahora para intervalos abiertos.



Capitulo 3
LA DERIVADA

§1

3.1 Todo esto es la derivada

La continuidad de las funciones reales esta relacionada con ciertas
propiedades geométricas de sus graficas. Por ejemplo, suele decirse que
una funcién continua es una que no tiene saltos ni agujeros. Una funcién

continua no es como ésta:

Figura 3.1

Sino, como la de la Figura 3.2.

[125]
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\N\/\/Av '

A

Figura 3.2

La continuidad es una propiedad que implica cierta regularidad de las
graficas de las funciones: la apariencia de “estar conectadas” propiedad
que suele asociarse a la idea de curva. Las rectas, circulos, elipses,
parabolas, hipérbolas y otras curvas familiares, tienen mas propiedades
que las implicadas por la mera continuidad. Por ejemplo, tienen una
direcciéon definida en cada punto de ellas o dicho de otro modo, hay
una recta tangente en cada punto. En efecto, la idea de direccién estd
intimamente ligada con el concepto de tangente: ;qué pasaria si el sol
cesara de atraer hacia si a la tierra?, pues ésta se saldria por la tangente
...a su orbita eliptica. Si un objeto se moviera en linea recta, va siempre
en la misma direccién, pero al moverse en una curva, cambia constan-
temente de direccion, al pasar por un punto p de la curva, la direccién
que lleva en ese instante es la direccién de la tangente a la curva en el
punto p, como si el objeto se moviera a lo largo de dicha tangente. Esto
es lo que produce que el objeto se “salga por la tangente” cuando desa-
parece la fuerza que la mantiene en la curva. Es lo que sucede cuando, al
patinar un autéomovil, desaparece la fuerza de friccion entre las llantas y
la carretera, ocasionandose —Dios no lo quiera— un lamentable siniestro,
alla en el precipicio. ;A donde van las chispas del esmeril afilacuchillos?

Vemos pues que el problema de conocer las tangentes a las curvas es
importante para el que se interese en los problemas de movimiento. Fue
importante en los siglos XV Iy XV II y su estudio, junto con los proble-
mas de movimiento y el de los maximos y minimos llevé al importante
concepto de derivada. Descartes y Fermat dedicaron sus ratos de ocio al
estudio de las tangentes y trataron, junto con otros, de lograr un concepto
general de tangente que sirviera para todas las curvas y no sélo para unas
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cuantas, como aquél que nos ensenaron de pequenos: “tangente a una
curva es una recta que solo toca a la curva en un punto”. Este concepto
solo sirve para circunferencias o curvas cerradas del mismo jaez, como
las elipses (vea la Figura 3.3), pero ya no sirve para una parabola,

Figura 3.3

porque su eje principal, que no la toca mas que en el vértice, seria tan-
gente.

P
I

Figura 3.4

Tendriamos que las rectas [ y I’ son rectas tangentes a la pardbola en el
punto P y de hecho en cualquier punto de ésta. La parabola tendria mas
de una recta tangente.

Y la recta [ de la Figura 3.5, no tendria derecho a ser tangente a la
curva en P; (aunque nuestra idea de direccién nos sugiriera que si lo es)
pues corta a la curva en Ps.

Figura 3.5
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.Y qué decir de curvas como la de la Figura 3.67, ;jtiene en P muchas
tangentes?, ;no tiene ninguna?

Figura 3.6

Asi que esta definicién es demasiado restringida, ya que a curvas como la
de la Figura 3.5, no le permite tener tangente en el punto P; y al mismo
tiempo demasiado amplia ya que a curvas como la de la Figura 3.6 acepta
mas de una tangente.

También Euclides —se dice— mucho antes de Fermat, se interesé por
las tangentes. Describié una ley experimental senalando que si un rayo
de luz incide en un espejo plano, formando un angulo de incidencia «,
se refleja formando un dngulo de refleccién igual en magnitud a (Figura
3.7).

Figura 3.7

Observé también, seguramente, que si un rayo de luz llega a un espejo
curvo en un punto P, se refleja como si se reflejara en la tangente del
espejo en el punto P (Figura 3.8).
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Figura 3.8

En este sentido la tangente a una curva en un punto P es la recta que
pasa por P que “mas se parece” a la curva, es decir, que si tomamos
un segmento de curva alrededor de P y el segmentito correspondiente de
la tangente en P, estos dos segmentitos se parecen mucho y cuanto mas
pequenos son, mas se parecen.

Asi una definicién informal de tangente podria ser la siguiente: “La tan-
gente a una curva en un punto P es la recta que pasa por P que mas se
parece a la curva”.

Figura 3.9

En el caso en que la curva es la grafica de una funcion f y la tangente
[ ala curva en el punto P = (z9, f(o)) tiene una ecuacién de la forma
y = f(xo)+my(x—zy) donde my es la pendiente de [ la cual desconocemos,
ahora bien, si z es un punto cerca de zy entonces @) = (z, f(x)) es un
punto de la curva cercana a P (se tendria que suponer que f es continua
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en xy para afirmar que si z estd cerca de xg, f(x) estd cerca de f(xy)),

Q" = (z, f(w0) + mu(x — xo))

es punto de la tangente [, “arriba” de @), vea la Figura 3.10. Como [ “se
parece” a la curva en el punto P, @Q y @' casi son el mismo punto, es
decir;

f(x) = f(xo) + mu(z — o)

(=~ se lee “aproximadamente igual a”) .

YA

00, f(x)

g
Figura 3.10
De aqui,
@ = fw)
: T —Ty

Esto es, la pendiente m; de la recta [ se parece a la pendiente de la recta
secante que pasa por (xg, f(xo)) v (z, f(x)), y se parece mds y mas a
medida que x se acerque mas y mas a xy. Se puede decir entonces que:

o — i £@) = (20)

T—To T — T

Podemos decir también que [ es el limite de las secantes que pasan por
(%o, f(x0)) v (x, f(x)) a medida que z tiende a x4, pero como en este curso
no hemos hablado de “limite de rectas”, preferimos definir la tangente
a la grafica de f en el punto (zo, f(xy)) como la recta que tiene por
ecuacion:

y = f(wo) +my(z — x0),
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donde
o i £0) = S0
z—z0 T — T

si este limite existe.

Por ejemplo, vamos a hallar la tangente a la pardbola y = 2 en el
punto P = (2,4), vea la Figura 3.11. Sean f(z) = 2*y Q = (=, f(x))
cualquier otro punto de la curva. La pendiente de la recta P() es:

fl@)—4 2?—4

m po— po— r+2, x#

Asi, la pendiente de la tangente es:

r)—4
e = lim L& =4 _ lfm(z + 2) = 4.
r—2 T — 2 r—2
v A 1
P OQ2,4)
X
Figura 3.11

y la tangente es la recta: y = 4 + 4(x — 2). He aqui otro ejemplo
interesante: supongamos que f(z) = mx + b, la gréfica de esta funcién
es la recta y = max + b, que tiene pendiente m. Sea P = (x9, mxo+b) un
punto cualquiera de esta recta. Veamos si dicha recta tiene tangente en
P. En este caso,

f(x) = f(wo)  m(x—ax0)

r — X r — X

Asi que la tangente a la grafica de f en P es la recta que pasa por P
con pendiente m o sea, precisamente la recta y = mx + b. Entonces la
tangente a una recta (no paralela al eje Y) en cualquiera de sus puntos
es ella misma.
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YA

(0,b)
e

Figura 3.12

f(@) — f(0)

=~V

No siempre existe lim
T—T0 T — :L'O

damos trazar una tangente a la grafica de la funciéon. Como en el caso
de la funcién f(z) = /z en x5 = 0. En este caso:

f@) -~ fla) _ GE-¥0_ o 1
T — X x—0 x (Vr)x

aunque “geométricamente” si po-

Por lo tanto,

i &) = F@0) _
T—T0 r — X

Y A

=~V

(0,0)

Figura 3.13

En casos como este, suele decirse que f tiene una derivada “infinita”
en cero. Geométricamente esto significa que la grifica de f tiene una
“tangente” que es paralela al eje vertical.

Un caso en el que definitivamente no existe tangente es la grafica en
(0,0) es cuando f(z) = |z|. La gréfica de esta funcién, con su pico en 0
es la siguiente —Figura 3.14-.
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YA
(0,0) ;
Figura 3.14
En este caso: 0
@ =10 _ g, ol
z—=0 1 —0 Tz XL
y como sabemos,
lim m =1, lim m =—1.
z—0t T z—0— T

El hecho de que la grafica de una funcién f tenga tangente en un
punto, recibe un nombre especial.

Definicién 3.1.1 Una funcién f es derivable en z; si
o 1) = (o)
T—T0 T — ‘/LIO

existe.

En este caso el limite se designa por f'(xg), en algunos libros aparece

df (xo)

aun la notacién de Leibniz
en To.

y recibe el nombre de derivada de f

Ya se ha hecho costumbre en este libro hacer algunos comentarios
después de alguna definicién. En esta ocasién, haremos los siguientes:

1. La definicién de funcién derivable en un punto z, encierra algunas
suposiciones tacitas como el hecho de que f estd definida en una
vecindad de xg, para que tenga sentido hablar de f(zy) y de f(z)
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f(@) — f(xo)
Tr — X
vecindad de xg, excepto quiza en xy y se puede hablar de su limite.

en esa vecindad. De este modo, esta definida en una

2. Es sencillo percatarse de acuerdo al ejercicio 9 de la pagina 100 que

o 1@) = F(@0)

T—T0 €Tr — 1‘0

existe si y solo si

oSG0+ h) — )
h—0 h
existe. Asi, f es derivable en x; si y sélo si

o @0 1) = f(x0)
h—0 h

existe.

3. Como la gréfica de f(x) = |x| no tiene tangente en o = 0, es decir

z) — f(xo)

como no existe lim
T—T0 T — {I,’O

en 0. Sin embargo,

cuando xy = 0, f no es derivable

(a) Sizo > 0, entonces como z — xy podemos suponer z > 0 y:
Tr — X

i {®) = F@0) — lim 2 —"0 —

T—T0 r — X T—=>xo T — X T=xo L — T

2] — |wo| _

es decir, f es derivable en zq y f'(x) = 1.

(b) Si zy < 0, entonces como x — xo podemos suponer x < 0 y:

f(x) = f(xo) ] = lwol _ T+

lim = lim = lim —— = —1,
=T T — X ToT0 T — I T30 T — X
es decir, f es derivable en zq y f'(z9) = —1.
O sea, la funcién f(r) = |z| es una funcién que es derivable en
cualquier punto de su dominio excepto en x = 0. Notemos que,
aunque
z)— f(x
o f@) i)

T—T0 €Tr — 1‘0
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no existe, si existen los limites laterales:
lim f(x) = f(xo) v lim f(@) = f(wo)
z—0t z—0 z—0~ z—0

diremos entonces que f es derivable por la derecha y derivable por
la izquierda en zy = 0.

En general se dird que una funcién es derivable por la derecha
(respectivamente, por la izquierda) en x, si existe

lim M (respectivamente lim M) .

:v—)xaL T — X T—=T T — X

Ejercicio: Probar que, f es derivable en z si y solo si las derivadas
laterales existen y son iguales.

La funcién f(z) = |z| es un ejemplo de una funcién continua en
R y en particular en 0, que no es derivable en este punto, asi la
continuidad no implica la derivabilidad.

f continua en xy 7% f derivable en x.

Por otro lado, como ya hemos comentado, para que la grafica de una
funcién f tenga una recta tangente en (zo, f(zo)) cuya pendiente sea el
limite de las pendientes de las rectas secantes que pasan por (x, f(zo)) y
(z, f(z)) cuando x — xq se requiere que f sea continua en xy. S6lo asi
la tangente se podra “parecer” a la curva cerca de xy. En el siguiente
teorema se enuncia y se demuestra tal hecho.

Teorema 3.1.1 Si f es derivable en xqy, entonces f es continua en xg.

Demostracion: Si x # xg, se tiene;

f(x) = f(x) + f(zo) — f(20) =

) = flao)

PR (@ —20) + f(0)

por consiguiente,

lim f(z) = lim

T—rT0

F@) = flwo) ) (v —0)+ lim f(z0) = f/(x0)-0+ f (o)

r—T0 Tr — {I,’O r—T0
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lo cual prueba el teorema. B

Hacemos aqui un paréntesis en el estudio analitico de la derivada, para
mencionar otro concepto que se estudia en diversas ramas del conocimien-
to y que se relacionan intimamente con la derivada.

Recuerde que en la introduccion mencionamos que si una particula
o un objeto se mueve en linea recta a partir de una posicion inicial u
“origen” Oy s(t) es la distancia del objeto a O en el tiempo ¢, entonces
la velocidad media del objeto en el intervalo de tiempo entre ty y ;, es

el cociente
s(t1) — s(to)
ti—to
es decir, la distancia recorrida entre ¢y y ¢; (diferencia entre las distancias
del objeto a O en los tiempos to y t1) entre el tiempo transcurrido entre
to v t1. Si queremos hablar de la velocidad de la particula en el instante
to, tendremos que considerar el limite;

s(ty) — s(¢
st — s(h)
t—to t1 — to
pues la velocidad en ¢, se parece mucho a la velocidad media
s(t1) — s(to)
t —to

en el intervalo de tiempo entre ¢, y ¢ si t esta cerca de t, y se parecera
mas a medida que ¢ se acerque mas y mas a t.

HUAMANTLAA_ ________________

LAVENTA |f === ——

ACAJETE | =—=—=—=—=

AMOZOC - -

Figura 3.15

Definimos asi la velocidad (instantédnea) de la particula en ty, como
s'(to). Obsérvese que s'(t) puede muy bien ser positiva o negativa (si
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la velocidad es negativa, el objeto va de regreso). Si hacemos la gréfica
de s(t), esto puede informarnos a grosso modo acerca del viaje y la tan-
gente en cada punto acerca de la velocidad instantdnea. Por ejemplo,
un vehiculo sale de Puebla. Destino: Huamantla, Tlaxcala —ver Figura
3.15-, llega a Amozoc sin contratiempos, pero se detiene por gasolina
unos cuantos minutos. Al llegar a Acajete se le antoja al conductor una
cemita de pata de puerco y se detiene a comérsela alli, pasado lo cual
pone pie en el acelerador, lo empuja y ni rastro queda de su paso por
Acajete, pero al llegar a la Venta se detiene con brusquedad, da vuelta en
U para regresar a Acajete y se logra salvar de una emboscada. Después
de un rato emprende de nuevo el camino, aumentando constantemente
la velocidad, hasta llegar por fin a su destino.

Como ejemplo, supongamos que una particula se mueve sobre una
recta y tiene posicién y = 3x — 5 en el tiempo = ;cudl es la velocidad en
el tiempo 87 La tangente a la recta y = 32— 5 en (8,19) es ella misma y
su pendiente (derivada de f(x) = 3z —5) es 3. Por lo tanto la velocidad
en el tiempo x = 8 es v = 3.

La posicion de un camién en el tiempo ¢t —en segundos— es
f(t) =1+ 2t* metros desde un punto de referencia, medida a lo largo
de una calle recta. Calculemos su velocidad instantanea en t, = 3;

_ 2 _ 2 2 _
11,mf(t) fB3) _ it 2 1+203)°) _ h,mz(t 9 _ 9.
t—=3 t—3 t—3 t—3 t—=3 t—3

Asi, v(3) =12 m/seg.

Aunque el principal impetu para el desarrollo del cdlculo fue el deseo
de estudiar el movimiento, rapidamente “la gente” se di6 cuenta de que
las mismas ideas podrian ser aplicadas a una gran cantidad de proble-
mas que involucran cambios continuos. El cambio en la posicién de un
objeto es s6lo uno dentro de un sinnimero de tales cambios continuos;
otros son: el crecimiento de organismos, la evaporacion de liquidos, la
oxidacién de los metales, la difusion de gases, la digestién de la comida,
la absorcion de calor, la ampliacion de imégenes fotograficas, la oscilacion
de cuerdas vibrando, el decaimiento de elementos radiactivos, la inflacién
de economias, e incluso, la educacion de estudiantes, etc, etc, etc. Al-
gunos cambios se llevan a cabo lentamente, como el cambio del paisaje
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debido a la erosién, mientras que otros, como la fusion nuclear, ocurren
velozmente. El cdlculo nos ayudara a expresar con presicion esta razoén
en la que los cambios pasan. Veamos un ejemplo:

Un tanque en forma de cono circular se estd llenando de agua a razén
constante. El tanque mide 30 dm de alto y el radio de la tapa circular
6 dm. El tanque se llena normalmente en una hora ;qué tan rapido crece
la profundidad o altura del agua? —ver Figura 3.16-. Como la altura
del agua en el cono cambia de 0 a 30 dm en 60 minutos el promedio de

cambio de alturas del agua serd de 3 dm/min. Al igual que la velocidad

media, esta razon promedio podria ser suficiciente como respuesta, pero
para un analisis cuidadoso podria darnos informacion inadecuada.

Cuando tratamos de ver qué pasa cuando el agua sube en el tanque
conico, nuestra intuicion nos dice que al principio el nivel del agua crece
rapidamente pero a medida que el tanque se va llenando, la profundidad
del agua crece mas lentamente.

30dm

Figura 3.16

Vamos a determinar una férmula para la profundidad del agua a los ¢
minutos. Recordemos que el volumen del cono circular de altura h y
radio de la base igual a r es:

1
V= §7T7"2h.
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Asi cuando el agua forma un cono de radio r(t) y altura h(t) después de
un tiempo t, su volumen es

1
V= §7r7"2(t)h(t) dm®. (3.1)
En particular cuando ¢ = 60 minutos, el volumen es
| 3 3
V= §7r(6 )(30) dm” = 3607 dm”.
Este es el volumen total del tanque. Como el agua fluye hacia el interior

del tanque en una razon constante y tarda en llenarlo 60 minutos, esta

razon constante es
360 dm® 67 dm®

60 min min

Entonces, después de que el agua ha estado fluyendo durante ¢ minutos,
el volumen del agua dentro del tanque es:

v(t) = 6mt dm?. (3.2)

Como (3.1) y (3.2) son férmulas para el volumen del agua en el tiempo
t, podemos igualarlas y obtener:

6t — %WQ(t)h(t) dm?. (3.3)

Por tridngulos semejantes —Figura 3.16—, se obtiene:

r(t)  6dm 1 : 1
W) " 30dm 5 es decir r(t) = 5h(t).

Sustituyendo en (3.3), obtenemos la suguiente igualdad:
1 (h))’ s
6t = e h(t) y finalmente, h(t) = v/450¢.

Esta férmula expresa la altura h del agua dentro del tanque cénico
como funcién del tiempo. Si calculamos h(t) cada 10 minutos, obtenemos
la siguiente tabla:
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t (min)] 0] 10] 20| 30] 40] 50]60
h(t) (dm.) | 0] 16.5 | 20.8 | 23.8 | 26.2 | 28.2 | 30

— — —

Cantidad de | 165 43 3 24 2 18
cambio -diferencia de las alturas-

Durante los primeros 10 minutos el nivel del agua crece mas de 16 dm,
mientras que durante los ultimos 10 minutos, aumenta menos de 2 dm.

.1 . .
Vemos entonces que nuestra razéon de promedio, 3 dm/min, describe muy

pobremente esta situacién. Segin ella, cada minuto h debe aumentar

1
3 dm/min, o sea, cada diez minutos el nivel del agua debe aumentar 5

dm mas, durante los 10 primeros minutos aument6é mas de 3 veces esta
cantidad, mientras que durante la iltima media hora estuvo subiendo el
agua menos de la mitad de 5 dm cada 10 minutos.

Es inevitable llegar al concepto de razoén instantanea de cambio para
expresar cémo va cambiando h(t) en un instante ¢y. Si ¢ es un instante
cercano a tg, entonces la altura del agua entre el instante ¢, y el instante
t, cambia una cantidad igual a h(t) —h(to) y la razén de cambio promedio
entre 7o y ¢ es

h(t) — h(to)
t—ty

El valor limite de este promedio cuando ¢t — t; es la razén exacta de
cambio en el instante #;. En este caso es:

. h(t) — h(ty) . V450t — /450t
lim———~ = lim
t—to t— 1o t—to t—to

. 450t — 450t
= l1m
o () (\3/(45075)2 4 /A508Y/A500 + { (450t0)2)

450
= lim
it 3/(450)2 + /4501450t + /(450 t)?

450 V/450

- 33/(450)22 33/
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Este limite es la derivada de v/450¢ en el punto ¢y # 0.
En tg = 15 min., por ejemplo la razon instantanea de cambio sera;

1
K (15) = g\3/5 ~ 0.418 dm /min.

Otro importante ejemplo de razoén instantidnea de cambio sera: la
aceleracion, la cual aparece en conexion con el movimiento rectilineo. Se
trata de la razon en la que la velocidad de una particula cambia con el
tiempo. Si v(t) es la velocidad de una particula en el tiempo ¢, la razén
de cambio de v(t) en el tiempo ¢y sera:

t) —vl(t
o) ()
t—to t—to

es decir, la velocidad v'(tg).

Por ejemplo, si una piedra cae 4.9t2 metros en ¢ segundos, su velocidad
en un instante ty es la derivada de la funcién s(t) =4.9¢? en . En este

caso,

4982 — 4.9t5 (4.9)limt2 —

tto t—1p t— 1

Esta expresion nos da una féormula para la velocidad en el instante t:
v(ty) = 2(4.9)to m/seg.

Si consideramos a v(t) = 9.8t como una nueva funcién, la derivada de
esta funcion en ty es la aceleracion de la piedra en el instante #;. En este
caso dicha aceleracion es:

en cualquier instante.

Observe que a(ty) viene a ser la derivada de la derivada de s(t) en el
punto ty. Para hablar de la derivada de la derivada debe considerarse a
la derivada como una funcién, a continuacién definimos qué se entiende
por la funcién derivada.
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Asi podemos definir la funcién derivada bajo las siguientes condi-
ciones.

Sea A ={x € R: f es derivable en x}, con lo cual A C Dom(f) y se
define la funcion,

f'r A—R
zo — f'(x9) = lim —f(x) — f(xo).
N A

A esta funcion se le llama funcién derivada de f.

Ejemplos:
1. Si f(x) :mx_|_b, f’(x) =m,
2. Si f(x) = 2%, f'(z) = 2z,
3. 81 f(z) =zl f'() = { Losezo

Para comprobar estos resultados, ver los ejemplos ya estudiados en
estd seccion.

Para una funcién cualquiera f de la que se puede hablar de su funciéon
derivada f’ puede hablarse de una segunda derivada (')’ como la funcién
derivada (si existe) de f' y cuyo dominio consistird en todos aquellos
puntos x, para los que f’ es derivable en xy. La funcién (f’)" suele
escribirse simplemente f”. Si f”(x) existe se dice que f es dos veces
derivable en xy y f"(x0) se llama la segunda derivada de f en x.

Asi, si s(t) es la posicién de un cuerpo que se mueve en una trayec-
toria, s'(t) es su velocidad y s”() es su aceleracién.

Podemos de igual forma definir [ = (f")", f™ = (f"), etc. Esta
notacion se hace pronto dificil de manejar, por lo que suele adoptarse la
siguiente notacion:

FO = g
f(n—l—l) _ (f(n))’ Vn € N
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—ésta es en realidad una definicion recursiva—

En algunos libros aparece atun la notacién de Leibniz para las
d(df /dx)

y se escribe
dx

derivadas. Para hablar de la funcién f” ponen
2
simplemente —= y para la n-ésima:
dzx?

af
dxn’

Resumiendo: lo que el alumno debe recordar de esta seccion es:

1. Que f es derivable en xy si y sélo si

o (@) = Flw)

T—To T — T

existe. Este limite es la derivada de f en xy y se denota por f’(zg).

2. Que el concepto de derivada es extraordinariamente fructifero en
sus aplicaciones: Si f es una funcién, f'(zq) es la pendiente de
la tangente a la grafica de f en (xq, f(xp)); Si f es la distancia
recorrida por un cuerpo, f'(¢) es la velocidad en el instante ¢; si
f es la velocidad, f'(t) es la aceleracién en t. f'(xy) representa en
general la razon instantanea de cambio de f con respecto a = en el
instante xg.

3. Que si f es derivable en xy, entonces, es continua en xy; pero que
hay funciones que son continuas en x, pero que no son derivables
alli (recordar f(x) = |z|, zy = 0).

Hay muchas funciones que el alumno tendra que derivar, siendo es-
peluznantemente laborioso recurrir a la definicién de derivada (como para
las funciones,

h(z) = (a + 322)%, i(r) = —15—).
x—m

Es imperioso entonces que el estudiante aprenda unos pocos teoremas
que le ofreceran procesos mecanicos para derivar una clase muy amplia
de funciones, formadas a partir de las potencias de x, mediante el proceso
de suma, multiplicacién, divisiéon y composicién.
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Teorema 3.1.2 Si f y g son derivables en xq, entonces

a) [+ g es derivable en zo y (f £ 9)' (z0) = f'(x0) £ g'(x),

b) fyg es derivable en xo y (fg)'(x0) = f'(20)g(x0) + g'(x0) f (w0),
c) Ve €R, cf es derivable en zq y (cf) (xo) = cf'(x0),

—9' (o)

9%(o)

b

1 1\
d) Si g(xo) #0, — es derivable en zy y <—> (x9) =
g g

e) Sig(xg) #0, ! es derivable en g y
g

(i)’ (20) = 9(0) f'(20) — f(20)g'(w0)

9*(xo)

f) Regla de la cadena: Si g es derivable en xy y f es derivable en g(xy),
entonces f o g es derivable en xq y

(f 09), (w0) = f! (9(z0)) gl(ﬁvo)a

g) Si [ : [a,b] = R es continua, derivable en (a,b) y estrictamente
creciente —estrictamente decreciente— entonces existe

e [f(a), F)] = la, O]
que es derivable en (f(a), f(b)) y

I
V)
55

b
—
=
0
N
S
(an)]

Vo e (f(a) f(0) . (f7Y)' (x)

(f +9)(@) = (f + g)(w0)

T—To T — T

f(x) +9(x) = fzo) — g(x0)

T—T0 €T — 1‘0
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b)

g(x) T

g(xy)

v <l ) >

< S(x)
Figura 3.17

\ 4

PR P = ['(zo) + ¢' (o).

T—TQ

b) Si vemos los productos f(x)g(x) y f(x0)g(zo) como dreas
de rectangulos —ver Figura 3.17—, esto nos sugiere que f(x)g(xz) —
f(zo)g(xo) es igual al drea del rectangulo “grande” menos el drea
del rectdangulo “pequeno” y esta diferecia es igual a la suma de las
dreas de los rectangulos sombreados, es decir, (f(z) — f(xo)) g(xo) +
(9(x) — g(z0)) f(z). Por supuesto que el argumento geométrico que usa-
mos sélo vale en ciertos casos, pero quien puede dudar de que:

f(@)g(x) — f(wo)g(wo) f(2)g(x) — f(20)g(x) + f(20)g(2) — f(30)g(70)

T — X r — X

(f(x) = f(20))g(x) + [ (20)(9(x) — g(x0))

T — X

() + flap) 2L = 9(20)

_ f(ff)—f(xo)g

de donde,
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+ lim f(x
T—To T — X
— lim f(x) — f( 0) hmg(x)
T—To T — X T—To
+f(x0) lim 9(x) — g(xo)

= ['(w0)g(w0) + f(0)g'(wo)-

Usando el hecho, claro estd, de que g es continua en xy, implicado por la
hipdtesis, g es derivable en x.

c)

cf(x) — cf (o) f(x) — f(wo) _

! — 1/ :l, — !
) = e e e’ s )
)
1 1

<1>' o) — tim )90

T—To T — T

I Y (O
mgDgT) 2

— lfm— lim <_M>

v—w0 g(2)g(x9) 220 T — X
— 1 —d'(x - gl(l‘o)
- 92(-'150)( g( 0)) 92(1'0)

al igual que en c) se aplica el hecho de que g es continua en xy y g(xy) # 0.
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e) Este inciso se prueba usando b) y d).

(£) = (52) @ = w0 = st S22

_ [(x0)g(wo) — f(20)g'(0)
9%(x0) '

f) Como g es derivable es xg, lim 9(x) = g(xo)
T T — X

la funcién

o) =)
hl (IL') — Tr — X
g' (o), si x = xg

es continua en xg y
Vz € Dom(g), g(z) — g(x0) = hi(z)(x — o)
Como f es derivable en g(zy),

o fly) = flg(ze)) .
yl%w v~ a(r0) = f'(9(20))

por lo tanto, la funcién y

es continua en g(xo) y

Vy € Dom(f), f(y) — f(9(x0)) = ha(y)(y — g(0)).

147

= ¢'(x¢). Por lo tanto,

(3.5)

Como g es continua en zy y por (3.4) y (3.5) se tiene que si x estd cerca

de xy,

fg(@)) = fg(x0)) = halg(x))(9(x) — g(w0)) = ha(g(x)) i (2)(x — o)
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Por lo tanto
flg(z)) = flg(@o))

Tr — X

= ha(g(x))ha(z)
para x cerca de xy. Por lo tanto

1im £W(@)) = f(g(20))

T—T0 T — X

= ha(g(20)) 1 (w0) = f'(9(x0))g (20)-

g) Tenemos que f~! existe por el Corolario 4 del teorema del valor
intermedio; ahora probemos la segunda parte.
Sea zo € (f(a), f(b)) v sea {z,}neny una sucesién cualquiera con las
siguientes propiedades nh~>r{olo Tn =29y Vn € N, x, # xg, por probar que

fHan) = 7 (o) 1

T e PO ()

Como f~" es continua —ver corolario del T.V.1.-, la sucesién {f ' (z,,) }nen
converge a f(zp) y como f~! es biyectiva, Vn € N, f~(z,) # f (o).

Ya que )
o f@) = (T (@) Ly
H}l_rnl(xo) T = f'(f7 (%))
Ftonees £ ) — £ (@)
; Tn - Zo _plf p—
T}g{; F 1 (@n) — f (z0) = f'(f (o)),
o 5ea , Tp — To 101
A G = g U )
es decir, X
nlggo fﬁl(l'n) —f 1(1,0) = fl(f_l(x()))
Tr — X
Por lo tanto ]
_ gl p—1
(FY(zo) ' (f (o)),
de donde .
(f71) (w0) = 0
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Ejemplos:

1. Probar que la funcién f(z) = 22 +1 es derivable en cualquier punto
de su dominio.
En efecto, f(z) = 2* + 1 es derivable en cualquier punto de su

dominio si,
lim M existe,
T—To r — Xy
— 2 1 — 2 1 2 .2
ti L) =0 gy Lm0l g Ty
T—T0 T — "I,’O T—T0 Tr — 1‘0 T—>To0 T — 1‘0

Por lo tanto
f'(zo0) =29, 20 € Dom(f).

2. Probar que la derivada de una funcién constante es igual a cero.

En efecto, sea f(x) = ¢, ¢ =cte. Entonces,

f,(.fb'g) = lim

rT—=>r00 — ‘/LIO

cC—¢C —0.

3. Probar que (") =na""', n€ Z, x #0.

(a) Probaremos primeramente que si n € N, la funcién f(z) = 2"

es derivable en Ry f'(zo) = naj ', Voo € R
Sea rg € Ry n € N, por el binomio de Newton, tenemos que;

(xo + h)™ — 2

1 =
B h
[+ naf ™ 2t | —
= lim
h—0 h
h (n:cg‘l g2y g h”*)
= lim
h—0 h
-1
=limnaj '+ ngﬁh +. R =nap
h—0 2

Por lo tanto
f'(wo) = nafhy t.
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(b) Ahora probaremos que si m es un entero negativo, f(z) = 2™
es derivable en R— {0} y Vag € R—{0}, f'(zp) = mz{" ' . Sea
m € Zconm < 0yxz €R—{0}. Llamemos n = —m,

ro+ h)" — xy
entonces n € N y lim( 0 ) 0
h—0 h

= naf !, por el inciso
(a), asi que;
(xg + h)™ — 2 (kg +h) ™ —xy"

lim = lim
h—0 h h—0 h

1 _ 1
, xo+h)™ xl
= hrn—( ) g

h—0 h
— h)" 1
— Ji M0~ (0 1)
h—0 h xy(zo + h)»
B (zo + h)" — xf 1
>0 h zf(xo + h)"
n—1 1 n—1-—2n —n—1 m—1

Por lo tanto
fl(zo) =mal~', me€Z, m<0, 1o € R—{0}.

(c) Por dltimo, si m =0y z # 0, entonces, f(z) =2™ =1y por
el ejemplo 2, Vzo € R — {0}, f'(zo) =0 = 0z .

M4s aiin, se puede probar que Vr € Q con x > 0, (z") = ra" !
m

x>0. Sea r € Q, entonces r = —, m € Z, n € N. Sea
n

si hacemos h(z) = z'/™ y g(t) = t™, entonces

f(x) = (g0 h)(x) = g(h(x)) = g(z'/") = (z"/™)".
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Luego, segin la regla de la cadena

fi(z) =g (W)W (x) = m (z/)" 1o

n

4. Si f, g y h son funciones derivables en z(, entonces f - g-h también
loesy:

(fgh)'(zo) = (fg) (wo)h(wo) + (fg)(w0)h' (o)
= [f'(z0)g(x0) + f(x0)g'(z0)] h(x0) + f(20)g(x0) R (0)
= f'(z0)g(x0)h(20) + f(20)g'(x0)h(20) + f(20)g(w0)h (20).

Se puede probar (por induccién) que:

(frfore o fn) (o) = Zfl(ffo)'- o fic1(@o) i (0) fir1 (w0) - - - fulo)-
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Ejercicios 1.

1. Aplicando las férmulas correspondientes, calcular las derivadas de
las funciones f cuyas expresiones son las siguientes:

) flx) = (4= 2)(3 + )
b) f(@) = (1 —2)(4 = 1),
) [lx) = (2= 3)(r +2),
B) () = @20+ 1) - 1),
) f(o) = 2(x +5)

f) f(z) = Bz —1)(x + 2)x,
5 1) = gy

N Fo) = (i,

. (v +4)

) 1) = g

) sy =13

9 10 =y

) f2) =3,

_ (2* -4z +4)

m) f(e) =

n) f(t) = t—jl calenlar (1), f"(1),
o) f(t) = (t+3)(t—1), calcular f'(2), f"(-3),

_ (utl) calcular f’ "(—
1 ! n m
q) flz)= i) calcular f'(0), f"(0), f"(0),
b 0 = L= cateutar (0, (1),
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2

s) f(s) = ———, calcular f'(0), f"(2), f"(0).

(1—s)
Partiendo directamente de la definicién, demostrar que si

1 1
f(x) = =, entonces f'(a) = ——, para a # 0,
T a
. 1
demostrar que la tangente a la grafica de f en (a, —) no
a

1
corta a la grafica de f mas que en el punto (a, —),
a

1 2
demostrar que si f(z) = —;, entonces f'(a) = —— para a # 0,
x a

1
demostrar que la tangente a la gréfica de f(z) = — en
x

1
(a, —2> corta a f en otro punto, que estd en el lado opuesto
a

del eje vertical,

demostrar que si f(z) = /z, entonces f'(a) = 1/2y/a, para
a >0,

hallar la ecuacién de la recta tangente a f(z) = /z, x > 0,
en el punto (4, 2).

Hallar las pendientes en los puntos (1,3), (—=1,1) de las tan-
gentes a la grafica de f, siendo f(z) =1+ x + 22, z real,

demostrar que las tangentes a la curva y = 23 en los puntos
(1,1), (—1,—1) son paralelas,
escribir la ecuacién de la tangente a la curva y = f(z) dadas

d
en (a) y (b) en el punto (z;, f(x1)) en la notacién é

Hallar f" para f(z) = [z],

x? siz >0,

hall ! = .
allar f' para f(z) { 2 sz <0
Supongamos que g(x) = f(z + ¢). Demostrar partiendo de la
definicién que ¢'(z) = f'(z+c¢). Trazar un dibujo para ilustrar
esto,
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(b) demostrar que si g(x) = f(cx), entonces ¢'(x) = cf'(cx),

(c) se dice que una funcién f es periédica, de periodo a, si y sélo
si para toda x € Dy, f(r 4+ a) = f(z). Supongamos que f
es derivable y periddica con periodo a. Demostrar que f' es
también periddica.

Hallar f' y también f'(x + 3) en los iguientes casos:

(b) f(z+3)=2a"
(¢) fla+3)=(z+5)".
Demostrar que f es derivable en 0, donde f es:
22, siz e Q,
f(x)—{ 0, sizgQ.
1
—, siz #0,
Dada la funcién f(z) = 7 , determinar
0, siz=0.

1
F(h) = 7 [f(z+ h) — f(x)] cuando h # 0.
. Existe el limite de F'(h) cuando h — 07 ;Es F derivable en 07 ;Y
en los puntos distintos de 07

Se dice que una funcién f es par si paratodax € Dy, f(z) = f(—=x)
y que una funcién f es impar si para toda z € Dy, f(z) = —f(x).
Demuestre lo siguiente,

(a) Si f es una funcién par, entonces f'(x) = —f'(—x),

(b) Si f es una funcién impar, entonces f'(z) = f'(—z).

(a) Hallar f"(z) si:

i) fle) =2,
i) f(x) =27,
i) f'(z) = 2,
iv) flz+3)=2a°
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(b) Hallar f"(x) si f(x) son las funciones (a) a (m) del ejercicio
1.

11. (a) Si Sy(x) =2"y 0 <k < n, demostrar que:

n!

— " n—k _ 1 n n—k
(n—k)!x k(k )x ,

(b) Sea F(u) = fi(u) - fo(u) - ...- fu(u), siendo fi, fa, ..., fn fun-
# 0.

ciones derivables en z y F(x) Probar que:

Fla) _ & fila)
Flo) 2 fila)

12. Suponga que f estd definida en un intervalo abierto I que contiene
a ro y supongamos que g es una funcién de I en R tal que:

fla) = flao)
g(z) = T — o .

si x # xy,

Demuestre que f'(zp) = mp < g es continua en x.

VvV1—22 -1
13. Evalue h’rr(l)—x de dos maneras:
Tr—r €T

(a) Reconociéndolo como el limite de una derivada,

(b) Racionalizando.

14. (a) Tlustrar mediante un ejemplo (gréafico) que la continuidad de
una funcién no implica necesariamente su derivabilidad.

(b) Dar un ejemplo para probar que, en general, la derivada de
un producto o de un cociente no es el producto o el cociente
de las derivadas.

15. En la superficie de la tierra la longitud L de un péndulo simple y
el periodo T de oscilacion estan relacionadas por la ecuacion:

gT? = 47*L
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16.

17.

18.

19.
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Calcular la rapidez del crecimiento de L para T = 1.1. Tomar
g = 9.8 y m = 3.1416 (rapidez de crecimiento = pendiente de L
respecto de T).

La altura S en pies de una pelota sobre el piso a los ¢ segundos esta
dada por S = —16¢? + 40t + 100.

(a) ¢{Cual es la velocidad instantdnea cuando t = 27

(b) ;Cuéndo es 0 la velocidad instantédnea?

Una bola rueda hacia abajo en un largo plano inclinado de modo
que su distancia S al punto de partida después de ¢ segundos es:
S = 4.51% 4+ 2t metros. ;Cudndo serd la velocidad instantanea de
30 metros por segundo?

Una viajera del espacio se mueve de izquierda a derecha a lo largo
de la curva y = 2. Cuando apague sus maquinas, se alejard a lo
largo de la linea tangente en el punto donde esté en ese momento.
LEn qué punto debe apagar las maquinas para alcanzar el punto

(4,15)7

(a) Demostrar que Galileo se equivocé en lo siguiente: Si un cuer-
po cae una distancia s(¢) en t segundos y s es proporcional a
s, entonces s no puede ser una funcién de la forma s(t) = ct?.

(b) Demostrar que los siguientes hechos acerca de s son verdad si
a
s(t) = 51t2.
i) s"(t) = a (la aceleracién es constante).
i) (s'(t))” = 2as(t).

(c) Si s se mide en metros, el valor de a es 32. ;Durante cudntos
segundos se debe estar apartado de una arana que cae de un
techo de 400 metros? ;cudl sera la velocidad de la arana en el
momento de alcanzar a uno que no se haya apartado? ;cual
serd la posicion de la arana en el momento en que su velocidad
era la mitad de ésta?
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§2

3.2 Funciones trigonométricas,
exponencial y logaritmo

En esta seccion definiremos las funciones trigonométricas de modo
geométrico. Las definiciones analiticas, mds precisas, no se haran aqui,
pues van mas alla de los objetivos de este curso.

En el plano cartesiano R?, sea C' la circunferencia unitaria, es decir,
la de centro en el origen y radio 1. Tracemos por el punto (1,0) una recta
L paralela al eje de las ordenadas, la que hara las veces de la recta real
R.

Definiremos ahora una funcién 7" : R — C' de la siguiente manera: si
r € R (osea,sir € L), T(r) = P, donde P es el punto de C' a donde va a
caer r al “enrollarse” la recta L sobre la circunferencia C', siendo la parte
positiva de R enrollada en contra de las manecillas del reloj, mientras
que la parte negativa de R se enrrolla en el sentido de ellas.

(0,0) 0 Xx

Figura 3.18
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Por ejernplo T( ) =
que T (27) = , T (
T(_ﬂ-)v T ( ) ( —1

(1, ) y como la longitud de C' es 2m, se tiene
) = (0,1), T (=) = (0,1), T(r) = (-1,0) =
= ( 5).

Observe que T manda a cada real r a un punto (z,y) del plano y
que cada una de sus coordenadas x y y depende de r y puede, cada una

de ellas, ser considerada como una funcion de los reales. A estas dos
funciones se les daran nombres especiales:

j=r

Definicién 3.2.1 Definimos la funcién seno:
sen: R — R
y la funcién coseno:
cos:t R — R
como las funciones tales que si 7 € Ry T'(r) = (z,y) (donde T es la
funcién definida anteriormente), entonces

sen r =Yy COSTr—=aJ=x.

Segin esta definicién, para cada r € R,
T(r) = (cos r, sen r),
hecho que tendremos en cuenta para demostrar lo siguiente:

Teorema 3.2.1 Sir € R, se tiene:

a)|sen r| <1, Jcos r| <1,
b) sen?r + cos’r =1,
¢)sen(—r)=—senr, cos(—r)=cos r,

d)
Vk € Z, sen(r+2km)=sen r
cos(r + 2km) = cos r

sen r=0&dn €7Z tal que r =nr

sen r=1&dneZ talquer:g+2n7r

3
sen r=—-1<dneZ talquer:§+2n7r
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f)

cosr=0&dneZz talquer:g—i-mr

cosr=1&dneZ tal que r = 2n7
cos r=—-1<dneZ talquer=m+42nr

9)

7"6(0,%):>0<senr<1 0<cosr<l1

re g,):>0<senr<1 —1<cosr<0

r6<w,3> —1l<sen <0, —-1<cosr<o0

3

r e ;, >:>—1<sen7"<0, 0<cosr<l
h) Sir e R

(5-7) (5-7)
sen (— —r) =cos r , cos|{= —r) =sen r

2 2

m m
sen (§+r):cosr, cos(§+r>:—senr
sen (m—r)=sen r , cos(m—r)=—cosr
sen (m+r)=—sen r , cos (m+71)=—cosr

<37r ) <37r )
sen 5 7 = —cos T , COS 5 7 = —sen r

3 3
sen ?+r = —cCcosr , COS ?+r =sen r.

Demostracion: Sea r € R. Como T(r) = (cos r,sen ) € C'y

C={(zy): 2> +y* =1},

159
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resulta que cos? r+ sen?r =1 y ademés que
0<cos’r<1y0<sen?r<I,

es decir:
|cos r| <1y |sen r| < 1.

Asi pues, se tienen a) y b).

Para demostrar c), notemos que si T(r) = (z,y), entonces
T(—r) = (x,—y), pues T(r) y T(—r) son simétricos con respecto al eje
X. Por consiguiente

(cos(—r), sen (—r)) =T(-r) = (x,—y) = (cos r,—sen r).
Por lo tanto
cos(—r) =cos r y sen (—r) = —sen 7.

d) Es facil convencerse de que T'(r+27) =T(r) y que T(r —2mw) = T(r),
ya que r + 27 va a caer en T(r) al enrollarse L en C, pero con una
“vuelta” completa més a C', y r — 27 también va a dar a T'(r) pero con
una vuelta completa en el sentido de las manecillas del reloj.

Para terminar de probar d), demostraremos por induccién matemadtica
las siguientes afirmaciones:

i) Vn € N, sen(r+2nm)=senr, cos(r+ 2nm) = cos r,
ii) Vn € N, sen(r —2nm) = senr, cos(r —2nmw) = cos r.
Si n =1, se cumplen pues, como ya observamos,
(cos(r + 2m),sen (r + 2m)) = T(r 4+ 2w) = t(r) = (cos r, sen ),

(cos(r — 2m),sen (r — 2m)) = T(r — 2m) = t(r) = (cos r, sen r).

Si suponemos que son validas las afirmaciones i) y ii) para alguna n € N,
entonces:

sen (r +2(n + 1)w) = sen ((r + 27) + 2nw) = sen (r + 27) = sen 7,

cos(r + 2(n + 1)) = cos((r + 27) + 2n7) = cos(r + 2m) = cos r,
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sen (r —2(n+ 1)m) =sen ((r — 27) — 2n7w) =sen (r — 2w) = sen T,
cos(r — 2(n + 1)m) = cos((r — 2m) — 2nmw) = cos(r — 2m) = cosr.

Por consiguiente también se valen para n + 1.

Convencerse de la validez de e), f) y g) es también sencillo si usamos la
definicién de la funcién 7. Y por dltimo, para probar h), supongamos
que T(r) = P, = (x,y). Entonces, por simetrias con los ejes X o Y, se
tendra: (ver Figura 3.19)

T(3-r)=P=(ym), T(5+7) =Py =(-y.2)

T(7T - T) — P4 = (_-'L',y), T(ﬂ' + T) . P5 = (_l" _y)
T3 -r)=PFP=(~y ), T(¥+r)=P=(y 1)

A 4

Figura 3.19

Con esto se demuestra h).
La propiedad d) se expresa diciendo que seno y coseno son funciones
periddicas de periodo 2km (Vk € Z). R

En general:

Definicién 3.2.2 Una funcion f : R — R es periddica si existe ¢ € R
talque c #0 y

para toda z € R, se tiene que f(z +¢) = f(x).

Un nimero ¢ que satisface estas condiciones se llama un periodo de f.
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En los ejercicios se mencionaran ejemplos de funciones periédicas que
no tienen nada que ver con las funciones seno y coseno. Mientras tanto,
podemos definir otras funciones importantes que si tienen relaciéon con
dichas funciones.

Definicién 3.2.3 Si D; =R — {§+mr 'n € Z} yDy=R—{nm:n¢€
Z}. Se definen las funciones:

a) Tangente:

senr
tan : D1 — R tal que tan r = .
cosr
b) Cotangente:
cosr
cot : Dy — R tal que cotr = .
senr
¢) Secante:
1
sec : D; — R tal que secr = )
cosr
c) Cosecante:
1
csc : Dy — R tal que cscr =
senr

Estas funciones tienen periodo 2km para cualquier k£ € Z. Mas aun,
m es un periodo para tan y cot, pues:

tan(r +7) = sen (r + ) _senr
cos(r+m) —cosr

y de igual forma: cot(r + m) = cot r

Podemos anadir a las propiedades de sen y cos vistas en el Teorema
3.2.1, estas otras utilisimas propiedades:
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Teorema 3.2.2 Dados xz, y € R, se tiene:
a) cos(x — y) = cosx cosy+ senx seny,
b) cos(x +y) = cosz cosy— senz senvy,
¢) sen (x +y) = senz cosy+ seny cos,
d) sen (z — y) = senx cosy— seny cosz.

Demostracion: Para demostrar a) usaremos el hecho de que la longitud
de un segmento en el plano cartesiano no cambia si se rotan los ejes
coordenados.

Sean pues z, y € R. Con respecto al sistema de coordenadas X, Y, sean
P, =T(x) = (cosz, senx)y P, =T(y) = (cosy, seny).

Y A

(cos x, sen x)

Jxo
/(cos y,sen y)

Figura 3.20

Sea d la distancia entre P; y P, (la longitud del segmento P;P,).
Con respecto al sistema X — Y,

d?> = (cosy —cosx)? + (seny —senz)? =
= cos?y — 2cosy cos T + cos®x + sen 2y — 2sen ysen x + sen 2x
=2 —2(cosx cosy + senxsen y).
(3.6)
Si ahora rotamos los eyes X — Y de tal modo que el eje de las abscisas
sea la recta OP,, la longitud d no cambia, pero las coordenadas de P; y
P, con respecto a los nuevos ejes X', Y’ son:

P, = (1,0), P, = (cos(z — y), sen (z — y)).
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Por eso:

d*> = (1 —cos(x —y))* +sen?(z — y)
=1—2cos(z — y) + cos’(z — y) + sen?(z — y)
=2 —2cos(x — y).

Comparando con (3.6), se obtiene cos(z — y) = cos x cosy + sen z seny
b)
cos(z +y) = cos(x — (—y)) = cosx cos(—y) + sen z sen (—y)

= cOST COs Yy — sen x sen .

sen (z +y) = cos(g —(r+y) = COS((% —x)—y))

m m
= COS(E — x)cosy + sen (5 — z)seny =senx cosy + seny cos .

sen (x —y) = sen (x + (—y)) = senx cos(—y) + sen (—y) cos
=senzrcosy —senycosx. l

De las identidades a) — d) del Teorema 3.2.2, se deducen las asi lla-
madas, “identidades del dngulo doble” e “identidades del d&ngulo mitad”.

Teorema 3.2.3 Stz € R se tiene:
a) cos2x = cos® x— sen? x,

b) cos2x = 2cos? z — 1,

c)cos2r =1—2sen? x,

d) sen2x = 2 sen z cos x,

) senZy = L OS2
2

/) costy = L C0S2E

o T 1+cosz

Cos* — = ————
9) 5 5

Demostracion: Se deja como ejercicio. ll

Antes de continuar estudiando propiedades de las funciones seno y
coseno, conviene aclarar qué tiene que ver lo que hemos visto hasta ahora,
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con la trigonometria usual de tridngulos rectangulos, en la que se habla
de senos y cosenos de angulos y no de ntimeros reales. Un concepto
preciso de angulo no se dard aqui, pero sea cual sea éste, suelen medirse
los angulos en grados o en radianes.

Vamos a definir primero qué significa que un angulo esté medido en
radianes, para lo cual usaremos el hecho de que si un angulo <ABC
subtiende, respectivamente, arcos de longitudes S y s en circunferencias

. . , s S
de radios R y r, respectivamente, con centro comin B, entonces — = E:
r
A
N
s S
r R
c (esto se debe a que dos
——
circulos con el mismo
centro son figuras semejantes)
Figura 3.21

s
Asi que la relacion — no depende del tamano del circulo y podemos

”
hacer la siguiente definicién.

Definicién 3.5. Supongamos que << ABC' es un angulo con vértice
en B que subtiende un arco de longitud s en una circunferencia con centro
en B y radio r. Decimos que la medida del angulo < ABC en radianes
es

Asi, si un dngulo subtiende un arco de longitud s en una circunferencia
de radio 1, se dice que ese dngulo mide s radianes. En particular, en
nuestro circunferencia unitaria

C={(z,y) eR:2? +¢* =1},

si A es la interseccion de C' con el eje X (0o sea A = (1,0)) y
P = (cos x, senz) es un punto de C, se puede considerar a x como la
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medida del angulo <AOP en radianes y se habla del seno del dngulo
<CAOP o del coseno del angulo <AOP, en vez de senx y cos z, o bien, se
habla del seno y del coseno del “dngulo” z.

A

P U(cos x,sen x)

A’\/ arco de longitud x

»
>

0 A

Figura 3.22

Ejemplos :
1. ;Que angulo, desde el centro de un circulo de 4 m de radio, sub-
tiende un arco de 10 m?
Aqui s = 10, r = 4, asi que el angulo mide

1
0 = § = 2— radianes.
4 2 2

T i
2. El angulo — es el que corresponde a un triangulo equildtero. Situe-

mos el tridngulo en el circulo unidad, como se muestra en la Figura
3.23, e inspeccionemos ésta.

1 1\?
Cosg =5 Por consiguiente (§> + sen?i =1

3
2™ _ 3
sen 5 =1
™ \/§
sen — = —.
3 2



3.2. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS, EXPONENCIAL Y LOGARITMO 167

Y A
|
|
|
% I
]
= %

1

2
Figura 3.23

. , ™ , -
3. Si el dngulo es T es facil convencerse de que el seno y el coseno

coinciden.
T T

COS — = sen —.
4 4

T T
Por lo tanto, cos? —+ sen ? 1= 1, de donde se deduce que

T 1 V2

T
€cOMO COS — €S positivo, cos — = 4/ = = —
Y g O POSIVO, COS =4[5 = 75
T - , us . 3
4. Para hallar cos T se dibuja un dngulo de T radianes, como cos 1

: 3| V2 :
es negativo y |cos e = 5 se tiene:
3 V2
COS — = ———.
4 2

Un método andlogo se usa para calcular los cosenos de miiltiplos
de m/6. Asi, puede elaborarse la siguiente tabla:

T T T T 2 3T 5 T 4w 3w

4 ‘0 § 1 3 3 3 1 @ T § 3 5 2
V3 V21 _1 V2 VB _V3 1

cos @ ‘ 1 5 > 5 0 3 > > 1 5 3 0 1
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5. Si A es un punto de la circunferencia con centro en el origen de

coordenadas y radio r y forma un angulo AOB de 6 radianes
(donde B = (r,0)), entonces las coordenadas del punto A son
(rcosf,rsenf)) ya que si P es el punto de interseccién de la rec-
ta OA con la circunferencia unitaria, entonces P = (cos 6,senf).
Ademas, los triangulos ACOD y AAOF son semejantes. Asi,

x
—=cosf y Y — send.
r r

YA

Figura 3.24

6. Sea AABC un triangulo rectangulo, con dngulo recto en C. Si

colocamos nuestro sistema de coordenadas con origen en B y eje X
en la recta BC', si ademds D es el punto de interseccion de la recta
BA con el circulo unitario y si 6 es el angulo << ABC medido en
radianes, entonces D = (cos 6, sen ) y por la semejanza de AABC
y AN DBE,

DE b  cateto opuesto (a 0)

9 =DF = — = - =
sen BD ¢ hipotenusa ’

cos = BE = BE _ & _ cateto ‘ftdyacente (a 9)‘
BD ¢ hipotenusa

De este modo recuperamos nuestras bien sabidas definiciones para
seno y coseno de angulos en tridngulos rectangulos.
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YA y

Figura 3.25

7. Usando el ejemplo 6, podemos dar interesantes interpretaciones
geométricas de las funciones trigonométricas de . Siendo A un
punto de la circunferencia unitaria y C'D y E'F tangentes a dicha
circunferencia (ver Figura 3.26).

YA
E .
/ F
0 C
/2 ooy
0 »
0 B |p Y
\

Figura 3.26

sen § = BA, cos #=0B, tan = DC,
cot # = EF, sec # =0OC, cscf=OF.
5. Una famosa relacién, que se llama “Ley de los cosenos”, puede
ahora obtenerse facilmente (ver Figura fig3.27).

Sea AAOB un triangulo cualquiera de lados a, b, ¢ y supongamos
que <AOB mide f radianes. Si ponemos los ejes coordenados con
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YA
A
C
b
] B -
0 a X
Figura 3.27

origen en O y eje X sobre la recta OB, entonces A estara en una
circunferencia con centro en O y radio b por lo que sus coordenadas
seran A = (bcos 60, b sen @) (ver ejemplo 5), mientras que las coor-
denadas de B son (a, 0). Por la férmula de la distancia entre dos
puntos:

> = (a—bcos 0)>+ (—bsen 0)*
= a? — 2abcos 0 + b? cos? § + b*sen 20
= a® + b*(sen? 6 + cos? 0) — 2abcos 0
= a? + b* — 2abcos 0.

Por lo tanto

2

‘ c? =a?+b* — 2abcos 0 ‘ Ley de los cosenos. ‘

Para terminar esta seccién, mencionaremos que los dngulos no sélo
se miden en radianes sino, como todo mundo sabe, también se miden en
grados. Dice “el diccionario” que un grado, 1°, es cada una de las 360
partes iguales en las que se divide una circunferencia y esta definicion,
atn siendo poco clara, senala la idea fundamental de que a toda la cir-
cunferencia, es decir, a 27 radianes, le corresponden 360°; a la mitad, o

7
sea m, le tocan 180°; a 5 radianes le tocan 90° y mediante una sencilla

“regla de tres” concluimos que a 6 le corresponden § - — grados. Por

consiguiente podemos definir con precision la medida de un angulo en
grados.
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Definicién 3.2.4 La medida de un angulo de # radianes en grados es
180
6. —.

™

Los grados son usados a veces en las mediciones, pero en Célculo
los radianes son mucho mas convenientes y dan lugar a férmulas de
derivacion mas simples. En estas notas se usaran radianes, salvo pre-
Vio aviso.

Para derivar las funciones trigonométricas, haremos uso de tres im-
portantes limites:

t 1-— t
lim sent = 0, lim—sen =1, h,micos =0,
t—0 t—0 ¢ t—0 t

que a continuacién demostraremos:

Ay

P O(cost,sent)

Figura 3.28

Si =27 < t < 27, el punto P = (cos t, sent) estd a una distancia del
punto @ = (1,0) de |¢| unidades a lo largo de la circunferencia unitaria,
es decir,

PQ = It]. (3.7)

La distancia entre (1,0) y (cos ¢, sent) no es mayor que dicha longitud
de arco, es decir;

PQ < PO. (3.8)
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Si por P trazamos una perpendicular al eje X y llamamos R al
punto de interseccién de ambas rectas, entonces PR es igual a [sent|
pero en APR(Q), PQ es la hipotenusa y PR un cateto. Por consiguien-

te, |[sent| = PR < PQ. Por (3.7), |sent| < PQ = |t|. Por lo tanto
%ir%|sen t] =0.Y como —|sent| < sent < [sent|,
—

limsent =0
t—0

También, de las expresiones (3.7) y (3.8) se obtiene que 0 < PQ < [t],
es decir,

0 < v/(cos t —1)2 + (sent — 0)2 < |t
lo cual equivale a

0<cos’t—2cost+1+sen?t <

es decir, a
0<2—2cost <t (3.9)
Esto a su vez equivale a
1—cost t 1l—cost _ t
Por lo tanto,
1—cost 1—cost
lim =0 vy lim =0
t—0+ t t—0-
y entoces
1-— t
lfm—— " =
t—0 t

Antes de seguir adelante, senalemos que de las desigualdades (3.9), el
estudiante puede obtener (jficilmente!) el siguiente limite:

limcos t = 1.
t—0
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Ahora si, sigamos adelante: Si llamamos A al punto (1, sent) donde

0<t< g, se tendrd PQ < PA + AQ, como se ve en la figura siguiente:

Y A

P [(cost,sent)

A O(,sent)
00(.0)
0 R -
(cost,0)
Figura 3.29

Pero PAQ = |t| =t,

PA=RQ=|1—-cost|=1—cost

AQ = PR = |sent| = sent.

Asi que la desigualdad PAQ < PA + AQ se convierte en
t<1-—cost+sent

y como sent <t, t<1—cost+sent<1—cost+tqueequivale a

1—cost sent 1—-cost

1< + < + 1.
- t t t
, 1 —cost .
Tomando en cuenta que 111%f = 0 y haciendo tender ¢ a 0 por la
_>
derecha, se obtiene
, sent
lim — =1
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T
En forma andloga, tomando —3 <t < 0, se obtiene que

sent

lim — =1
t—0- ¢t
Por consiguiente:
, sent
lim =1
t—0 t

Ahora veamos que las funciones sen y cos son derivables en R. Sea

z € R. Entonces:

a)

sen (x + h) —sen x sen x cos h+sen h cosx — sen x

m h = jm h
, [sen z(cos h —1) sen h}
= lim + cos x
h—0 h
, cosh—1 . sen h
=senz- | lim———— ) +cosz- [ lim
h—0 h h—0 h

=senz-0+4+cos x-1=cos z.

Por lo tanto
Vo € R, sen’z = cos x.

. cos(r+h)—cosx , cosxcosh—sen xsen h—cos x
b) lim = lim
h—0 h h—0 h
, |:COS z(cos h—1) sen h]
= lim —senx
h—0 h
. cosh—1 , sen h
=cosz- | lim———— ) —sen z - | lim
h—0 h h—0 h

=cosz-0—sen x-1= —sen x.
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Por lo tanto
Vz € R, cos'z = —sen z.

Automaticamente obtenemos que estas funciones son continuas en R.
Podemos ahora derivar las demds funciones trigonométricas:

, senz\’ cos’x +sen’zx 1 )
tan'(x) = = 5 = —— =sec’7,
cos x cos? cos? x
, cos ¥\ —sen’r —cos’z  —(sen’w + cos? ) )
cot'(z) = = 5 = 5 = —csc’x,
sen x sen 2z sen 2x
!
, 1 sen x senz 1
sec’(x) = =——= = tanz sec x,
cos cos’x  cos T Cos x
!
, 1 —Cos T cosz 1
csc'(x) = = == = —cot x csc .
sen x sen 2x sen . sen x

Dedicaremos estas ultimas paginas sobre funciones trigonométricas a
comentarios acerca de las funciones inversas del seno y del coseno.

Usando el Teorema 3.1.2 g) nos damos cuenta de que basta en-
contrar intervalos cerrados en donde la funcién seno sea estrictamente
creciente o decreciente para que sepamos que existen correspondientes
funciones inversas de la funcién seno. Para decirlo con mas pre-
cisién, si [a, b] es un intervalo en donde la funcién seno es estricta-
mente creciente o estrictamente decreciente, existe la funcion inversa de
sen : [a, b] — sen ([a, b]), que se denota por arcsen,; (léase arco seno
en [a, b]) v que resulta ser derivable en todo punto del intervalo abierto
sen ([a, b] — {sen (a), sen (b)}. Por ejemplo, si la funcién sen es estricta-
mente creciente en [a, b], entonces

arcsen (o4 : [sen (a), sen (b)] — [a, b]
es la funcion tal que:

Vz € [sen (a), sen (b)], sen (arcsen () = x)
Vz € [a, b], arcsen [q(sen ) = .
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Por el citado Teorema 3.1.2 g) tal funcién es derivable en
(sen (a), sen (b)) y su derivada esta dada por la férmula:

, 1
Vo € (sen (a), sen (b)), (arcsenp,y) (z) = cos(arcsen (7))

1 1

- d+/1 — sen 2(arcsen () (z)) N ov/1 — 22’

donde § es +1 6 —1 dependiendo del signo de cos z en el intervalo [a, 0]
(va que cos se aplica al punto arcsen, () que esta en [a, b]).

Cuando no haya peligro de confusién, se omitira el intervalo [a, b] en la
notacién de arc sen [, ). Asi, en algin ejemplo o discusion se puede hablar

de la funcién arcsen : [—1, 1] — [—%, g] y sabremos perfectamente a
qué nos referimos ;jverdad? La derivada de esta funcion es, por cierto,
1 1 1

(arcsen ) (z) = = =

cos(arc sen ) B +\/1 —sen?(arcsenz) +V1— 22

Noétese que el signo de la raiz en la derivada es + porque cos es positivo

en [, 3.

Se invita a los estudiantes a aumentar su conocimiento acerca de las
inversas de las funciones trigonométricas, haciendo los Ejercicios 2 (1-5)
al final de esta seccion. Mientras tanto emprendamos el estudio de la
importantisima:
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3.3 Funcion exponencial

Comencemos por definir a™ con n € N:

Definicién 3.3.1 Sean a € R, n € N. Entonces:
(1) a' =a,
(2) Vn € N, a"™' = (a")a,

Si a # 0, definimos también a®

como 1, esto es, a’ = 1.
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Teorema 3.3.1 Seana, b € R yn, m € N.  FEntonces:
(1) a™ - a™ = a™*™,

(2) (a")" = am,

(3) (ab)™ = a" - a",

(4)

i) Sia>1yn<m entonces a” < a™
ii) Si0<a<1yn<m entonces a™ < a".

Demostracion:

(1)

(Por induccién sobre m). Sean n € Ny

A={meN:a" -a™ =a"""}.
1€ Apuesa®-a' =a"". Sim e A, a"-a™ = a™™™ y entonces:
a” - ™! = a"(a™ - a) = (a” - a™) - a = aPTH = gD AG
m+1¢€ Ay porende, A =N, es decir, Ym € N, ¢"t™ = q" - a™.

Ejercicio.

(Por induccién) Sea ahora A = {n € N : (ab)" = a™b"}.
1 € A, ya que (ab)' = ab = a'b', por la Definicién 3.3.1 ),
Sin € A, entonces (ab)™ = a™b", asi que,

(ab)n+1 = (ab)" - (ab) = (a" - b™)(ab) = (a” - a)(b" - b) = gttt
Por consiguiente n + 1 € A. Por eso A = N.

i) Supongamos que a > 1. Demostraremos, antes que todo, que
para toda n € N, a” > 1. Esto se cumple cuando n = 1, pues
a' =a >1ysin € Nes tal que a” > 1, entonces, multiplicando
la desigualdad por a se obtiene a®*' > a > 1. Por consiguiente,
a® >1=a"*" > 1.

Hemos probado por induccién que Vn € N, a” > 1. Ahora, si
n <m (n, m € N), entonces m —n € Ny por lo que acabamos de
mostrar, a™ " > 1. Multiplicando por a” se tiene a" < a™(a™ ™),
que por (1) de este teorema equivale a a" < a™tm=1) " es decir,
a” < a™.

ii) Ejercicio. B
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Observe que si n = 0, todas las propiedades enumeradas en el Teo-
rema, 3.3.1 se cumplen. Con esto tenemos definida la potencia a™ para
cualquier real a y para cualquier natural n € N y la potencia a’ para
cualquier real a # 0. Queremos extender nuestra definicién de potencias
hasta lograr saber qué significa a” para cualquier real h; ademéds quere-
mos que las propiedades enlistadas en el Teorema 3.3.1 no se pierdan.
Comencemos por extender la definicion de potencia cuando el exponente
es un numero negativo.

Definicién 3.3.2 Sia #0, u € Z y u < 0. Entonces:

1

Esta definicion afirma que la potencia entera negativa de un real dis-
tinto de cero es el inverso multiplicativo de la correspondiente potencia
positiva. Por eso tenemos que hacer la restriccién, innecesaria en la
Definicién 3.3.1, de que a debe ser un real distinto de cero. Asi,

-2
2*5:i7f1:l 1 :;:9
25’ T \3 (1/3)2

1 —Uu
Obsérvese también que a" pudo definirse como <—> , puesto que
a

1\ 1 o
(_) . aiu = (— . a,) = 17u =1.
a a

1 —Uu
Asi que (—) es el inverso multiplicativo de a™, es decir,
a
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De hecho, podemos enunciar esto como un teorema:
i " 1
Sia#0yné€N, entonces | — ) = —.
a
Un corolario sencillo seria:

b\"
Sia#0ybeR, entonces Vn € N, <—> = —.
a am
Pero veamos ahora que las propiedades mencionadas en el Teorema
3.3.1 se cumplen también para potencias con exponentes enteros nega-
tivos:

Teorema 3.3.2 Seana # 0, b #0 en R y sean n, m € Z. Entonces:
1. a"-a™ = g"t™
2. (a™)™ = a™™,
3. (ab)" =a™ - b",
4.

Y

i) Sia>1yn<m entonces a” < a™
ii) Si 0 <a<1yn<m entonces a™ < a”.

Demostracion: Como es de esperarse, solo revisaremos los casos no con-
templados en el Teorema 3.3.1.

1. Dos casos: i) n <0y 0<myi)n<0ym<0
i) Sin < 0y m =0, claramente es cierto el resultado. Supongamos
quen <0y 0 < m;entonces —n, me Ny —n<mébém< —n. Si
ocurre el primero, existe k € Z, k > 0 tal que —n 4+ k = m. Con
esto:

car = (L) e = (5) @) = () @)
_ () o = g = g

La posibilidad m < —n es similar y se deja como ejercicio.
ii) Si n, m < 0, entonces:

nom 1 1 B 1 B 1 _ nam
aa- = a—" \ g™ - a~—"qg=m - q—(n+m) =a
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2. Ejercicio.
3. Ejercicio.

4. i) Consideremos los siguientes casos: a) n < 0,0 < m, b) n < 0,
m < 0.
a) Sin <0y m=0,se tiene 0 < —n, o sea, —n € N. Asi, por (4)
del Teorema 3.3.1, 1 < a™", lo que implica que:
n 1 0

' =—<1l=a".
a—n

1
Sin<Oym>0, a">1 ya™>1, asique " = — <1 <a™
=

b) En el caso en que n < 0y m < 0, puesto que n < m, debe

tenerse —m < —n y como —m, —n son naturales, por el Teorema

3.3.1 (4), a=™ < a™", de donde se obtiene a" = — < — =a™ .
a~ " a~—™m

ii) Ejercicio. W

Definimos ahora a' donde ¢ es cualquier racional, de modo tal que si
t es entero, coincida con la Definicion 3.3.2.

Definicién 3.3.3 Seana >0yt =" € Q (n € Z, m € N). Entonces:

n . .
Observemos que ( {/a)” = Va™, ya que si elevamos ambos miembros
a la potencia m, tenemos:

m

(Va))" = (va)") =a v (V&) ="

Como s6lo hay un nimero mayor o igual que cero que elevado a la m
da a”, se concluye la igualdad pregonada.

El hecho de que para cualquier a € R, si a > 0 existe una tunica raiz
n—ésima de a, es decir, un inico nimero b > 0 tal que " = a, es corolario
del teorema del valor intermedio y se puede demostrar exactamente como
se demostré en el Capitulo 2, Seccién 4, que todo niimero a > 0 tiene
raiz cuadrada.
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Teorema 3.3.3 Sean a, b € R con a,b mayores que cero y t, s dos

cualquiera numeros racionales. Entonces:

1. at - a® = a'*s,

2. (a')* = a"s,
3. (ab)® =a®-b°,
4.
i) Sia>1yt>s, entoncesa® < a'
i) Si0<a<1ys<t, entoncesa < a’.
Demostracion:
n c - nd cm
1. Sean s = — y t = —. Tenemos también que s = — y t = —,
m d md dm
por lo que

Cl,ta,s _ a::z_(fi-a,% _ ( m%)nd.( m\d/a)cm _ ( m%)nd+cm _ andr:t;m _ at+s_
2. Ejercicio.
3. Ejercicio.

4. i) Seans,te(@,s<t.s:£,t: (n,c € Z, m,d € N).
m

QUIO

s<t:>%<§:>nd<cm:>(m\%)"d<(m%)cm,

por el Teorema 3.3.2 4. i) aplicando al nimero "a > 1. Asi,

nd/md < acm/md — Clt.

a’=a
ii) Ejercicio.

Definamos ahora a” paraa > 0y = € R, de modo que las propiedades
andlogas a las enunciadas en los teoremas 3.3.1-3.3.3 sigan siendo validas.

Definicién 3.3.4 Sean a > 0, x € Ry (7,)nen. Una sucecién creciente
de racionales que converge a x. Entonces:

a® = lima"™.
n—oo
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Por supuesto, para que esta definicion esté bien hecha, necesitamos
probar que:

I) Para cualquier real z existe por lo menos una sucesién (7,)nen
creciente de racionales que converge a .

IT) Dada cualquier sucesién creciente (r,),en de racionales que con-
verge a un real x, la sucesién (a™),en converge.

III) Si (rp)nen v (7] )nen son sucesiones crecientes de racionales que
convergen a un mismo real x, entonces

lim @™ = lim a™.
n—o0 n—oo

Demostracion de I): Sea = € R. Para cada n € N existe r, € Q tal que

1< - 1
rT——<r T —
n " n+1

(por la densidad de Q en R). En particular,

<Tpt1 < T —

n+1 n+2

Entonces

1
VneN: r, <z — 1<7“n+1,

n

asi que (7, )nen es creciente. Ademds

, 1 , , 1
rz=lm (z—— )< limr, < lim [z — =ux,

es decir, limr, = x.
n—o0

Demostracion de II): Supongamos que (r,),en € una sucesién de racio-

nales tal que (r,)nen es creciente y limr, = = .
n— o0

i) Supongamos que a > 1. Por el Teorema 3.3.3 (4i), la sucesién
(@™ )nen es creciente. Como (r,)nen es creciente y para cada n € N,
r, < x, asi que si ng € N es tal que ng > x, se tiene que Vn € N, r,, < ng
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y por lo tanto, a™ < a" Vn € N. Entonces (a™),en es creciente y
acotada superiormente. Por lo tanto converge, de hecho, a un nimero
mayor o igual a 1.
ii) Si 0 < a < 1 entonces % > 1 y como acabamos de ver, la sucesién
1

((g)r”)neN converge. Como para cada n € N,

1 1\"n>?
a™m (E)
1 r

y ((1) ")neN converge, a algo diferente de cero, también (a™),en con-

verge.

Demostracion de I1T): Usaremos el siguiente lema.

Lema 3.3.4 Si (rp)nen €s una sucesion de racionales y limr, = 0,
n— o0

entonces (@™ )nen converge a 1.

Demostracion:

o , 1 .1
i)sia>1ye>0,como lima™» =1= limanr,

n—o0 n—oo
existe N; € N tal que

Vn >Ny, l—c<an<ar <l+e (3.10)
(la desigualdad a » < aw se sigue del Teorema 3.2.2 (i), pues
a>1).
Sea ny > N; fija. Como limr, = 0, existe N, € N tal que
n—o0
1 1
anNZ, < r, < —
o o

Por lo tanto
1
Vn > Ns, a~w < a’mo < ano

pero como ng > Ny, por (3.10) se tiene:

n>Ny, l—e<ad"<l+e¢ S lima™ =1

n—o0
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ii) Si0 < a < 1, entonces % > 1y poreso lim (%)r” = 1. Por lo tanto,

n—oo

1
lima™ = hmf =1.1
a™n

Ahora si demostraremos III). Para ello, sean (r,)neny una sucesién
creciente de racionales que converge a x y sea (7]),en Una sucesién
cualquiera de racionales que también converge a z. Como lim (1!, —r,) =

n—o0

!

Tn

7 7 / — 7
x—x =0, por el lema lim = lim a"™ ™ = 1. Asi, como (a™)nen
n—ooq’'n n—00

converge (por II), se tiene:

!

r r
, ’ , an , , anr ,
lima™ = lim (a™ - = limad™ - lim = lima™. B
n—00 n—00 a’ n—00 n—ooq’n n—00

!

Observe que hemos probado algo mds fuerte que III): para hallar
a® basta tomar cualquier sucesién (r,),en de racionales (aunque no sea

creciente) que converge a x y hallar lim a"*. Asi, para evaluar 2™ aprox-
n—0o0

imadamente, recordemos que los racionales
3, 3.1, 3.14, 3.141, 3.1415, 3.14159, 3.141592, 3.1415926,

son los primeros términos de una sucesién que converge a . Si evaluamos

23, 23.1, 23.14’ 23.141, 23.1415, 23.14159, 23.141592

nos estaremos aproximando a 2. En vez de usar la sucesion
3, 3.1, 3.14, 3.141, 3.1415, 3.14159,. ..,

se puede usar cualquier sucesién que converja a 7, como por ejemplo ésta
que no es creciente:

22 333 355 103993
T 771067 1137 33102 7
(0 sea, estas fracciones

1 1 1 1
3, 3+=, 3+ =, 3+ —, 3+ ).
292

e
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Ahora mostraremos que a” para x € R tiene las mismas propiedades
enunciadas en el Teorema 3.3.3 para x € Q. Para ello sera de utilidad el
siguiente lema:

Lema 3.3.5 Sia>1 yx >0, entonces a® > 1.

Demostracion: Como x > 0, existe ¢ € Q tal que 0 < ¢ < z. Si
e=x—q>0ysi(r,)nen es una sucesién de racionales que converge a
x, existe ng € N tal que para toda n > ng, x —e < r, < x + &, es decir,
g=z—(r—q¢)<m <z+(r—¢q)ycomoa>1,1=a’<a? <a™. Asi
que tomando limites, 1 < a? < a”. W

Teorema 3.3.6 Sia >0, b > 0 yx, y son reales cualesquiera, entonces:
1. a®-a¥ = a®Y,
2. (a®)¥ = a®",
3. (ab)* = a® - b",
4.1) Sia>1yx <y entonces a® < a¥
i) Si0<a<1lyx<y entonces a¥ < av.

Demostracion:

1. Sean (r,,) v (s,) sucesiones de racionales tales que r,, — 'y s, — ¥.
Por consiguiente, r, 4+ s, — = 4+ y y entonces:

T

™ = lim a""*** = lim (™ - @) = lima™ - lim ¢’ = a” - a¥.

n—oo n—o0 n—oo n—o0

Las propiedades 2 y 3 son andlogas y se dejan como ejercicio.

4 i) sean z, y € R tales que z < y. Entonces 0 < y —z. Sea a > 1,
y

. a
por el ultimo lema, a¥"* > 1. Por lo tanto, — = a** > 1y por
a
ende, a¥ > a”.
ii) ejercicio. W
A estas propiedades se puede anadir esta otra.

Teorema 3.3.7 Va > 0Vzr € R, a” > 0.
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n
Demostracion: Observe que sig € Q v g = —conn € Zym € N,
m

por la Definicién 3.3.3, a? = /a”, es decir, es el inico niimero positivo
que elevado a la m da a™. Por eso a? > 0. Y si (r,)nen €S una sucesiéon
creciente de racionales que converge a x, se tiene:

a) si @ > 1, entonces para toda n € N, a® > a™ > 0 (pues a' es
creciente)

b) Si 0 < a < 1, entonces a’™ > a® para cada n € N. Por lo tanto

1 1
—>—>0=a">0.1
a® a’

Podemos ahora definir, para cada a > 0, una importante funcién:
Definicién 3.3.5 Si a > 0 a la funcion
exp, : R - R

tal que para cada x € R, exp,(z) = a” se le llama funcién exponencial
con base a.

Como corolario de los Teoremas 3.3.6 y 3.3.7, obtenemos el siguiente
teorema:

Teorema 3.3.8 Sia > 0 se tiene:

1.Vo,yeR expa(x + y) = expy(z) - exp, (y)

2. Vz,y €R expy(zy) = (expy(x))?

3 i) Sia>1, exrp, es estrictamente creciente

") Si0<a<1, exp, es estrictamente decreciente

4. Yz € R, exp,(x) > 0.

Tomando en cuenta estas propiedades y los siguientes hechos:
Va > 0 :exp,(0) =1,

Va > 0: exp,(1) = a,

Va > 0: exp,(—1) = = -,



3.3. FUNCION EXPONENCIAL 187

exp,

expy

CXp;

exp%

Figura 3.30

ilustramos aproximadamente las grificas de exp,(x) para
a=2,1,3/2,2/3, 1/2.

De manera especial estudiaremos la funcion exp,, donde e es el limite
de la sucesion (a,)nen tal que a, =1+ 1+ % 4o+ %, estudiada en
el Capitulo 1. En dicho capitulo se dejé como un largo ejercicio (ver
problema 17 del a) al f) de los Ejercicios 4) demostrar que para toda

r e Q T}Lrgo (1 + %)n = ¢e” (si no ha hecho el ejercicio, es el momento

adecuado de no pasarlo por alto). Usando este hecho probaremos una
importante desigualdad:

Teorema 3.3.9 (Desigualdad exponencial)
Ve eR, e*>1+ux.

Demostracion: Hay una desigualdad cuya demostracién suele ser un
sencillo ejercicio de induccién matematica, a saber, la desigualdad de
Bernoulli:

VneN Va>—-1, 1+a)">1+na (a€eR).

Para demostrar la desigualdad exponencial, sea 2z € Ry sea (r,), € N
una sucesion de racionales que converge a x. Si n € N es fija, por el
citado ejercicio 17 de los Ejercicios 4.

’ TTL m r
lim (1 + —) =" pues 1, € Q.
m

m—o0
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Si m > —r, entonces In > —1 y por la desigualdad de Bernoulli,
m
<1+T—”) 21+m(r—"):1+rn
m m

Por consiguiente,

m
e = lim (1+7“_n> > lim (1+7,)=1+r,.
m

m— 00 m— 00

Por lo tanto
VneN, e">1+r,

Por lo tanto

e’ = lime™ > lim(1+7r,)=1+z. W

n—o0 n— 00

Corolario 3.3.10

1
Ve<l: €<
1—=z

Demostracion:

et >l—arx=>—2>1—-r=e"< . i

er 1—=x

Corolario 3.3.11

lim exp,(z) = oo y lim exp.(x) = 0.

Tr—00 T—r—00

Demostracion: Como para toda z € R, ¥ > 1 + z,

lime” > lim (1 +1z) = o0
T—00 T—00

Por el Corolario 3.3.10,

1
lim ¢* < lim =0

T——00 -] — 1

Como e* > 0 para cada z € R, se concluye que lim ¢ =0. R
n——oo
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Corolario 3.3.12 exp,. es derivable en R y

Vo € R: expl(x) = expe(x).

Demostracion: Supongamos que h < 1. Entonces

1
1+h<eh < ——

1—h
asi que
h<eh—1< f
~1-h
a) Sih >0,
eh—1 1 o eh—1
I<5S=<i3 v hligl+h =1
b) Si 0 < h,
h_1 1 ; h_1
125" 20 v limS= =1
De los incisos a) y b) se concluye que h’mLh’1 =1.
h—0

Ahora sea z € R. Entonces:

ETPe (1’ + h) — CTPe (l’) expe(x)expe(h) - el‘pe(l‘)

lim = lim
h—0 h h—0 h
h
, et —1
=% . lim = 7,
h—0 h

Asi,
Vi € R:expl(x) = exp.(x). B

Corolario 3.3.13 exp, : R — R, es continua y biyectiva.

Demostracion: La continuidad en R es consecuencia de la derivabilidad
en R. La inyectividad se debe a que exp, es estrictamente creciente en
R (por el Teorema 3.3.8 (3i)). La suprayectividad se sigue del teorema
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del valor intermedio y del Corolario 2 de esta seccién, como sigue: Sea
y > 0. Como lim e* = 0, existe M; € R tal que si x < M, entonces

T—r—00

e® < y. En particular e < y. Como lim e = oo, existe M, € R tal que
Tr—r00

x> My = e > y. Por lo tanto, e < y < eM2 y como exp, es continua
en [M;, M,], por el teorema del valor intermedio, existe = € [M;, M>] tal
que e* =y. B

Definicién 3.3.6 La funcion logaritmo base e, log. : R, — R es la
funcion inversa de exp, : R — Ry, es decir, la unica funcién tal que

Vi >0:exp.(log.(x)) =x

Vi eR:log.(expe(r)) = x.

Nota. Por ser tan usadas las funciones log. y exp., se prescindird del
subindice e. De este modo, para referirse a ellas, se dird simplemente log
y exp, respectivamente.

He aqui algunas propiedades importantes de la funcién log:

Teorema 3.3.14 Se tiene:
(1)Yzx,y >0, log(xy) =logx + logy
(2)¥Vx >0, VyeR log(z¥)=y-logx

(3)Yzx,y>0, log r =logx —logy
Yy

(4) log1 =0

(5) loge =1

(6) log es estrictamente creciente en Ry
(7) log x es continua en Ry

1
(8) log es derivable en R, y para toda x € Ry, (log)'(z) = =

Demostracion:
(1) 9@ = gy = elog= glogy — elogotlogy - Como exp es inyectiva,

log(xy) = logx + logy.
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(2)

explog(xy) — ¥ = (elogx)y — eylogm = log ¥ = ylogf”.
(3) Por (2), log(y™) = —logy ..

log G) =log(z-y~") =logz +logy™" =logx —logy.

(4) el =1=1¢€" = logl =0.
(5) loge =log(exp(1)) =1 (exp y log son inversos).

(6) v (7) Son corolarios del corolario del Teorema del valor intermedio (;por
qué?). Sin embargo, (7) se puede demostrar también asi:
Si x > 0, por la desigualdad exponencial e*~! > 1+2 —1 = 2. Por
lo tanto loge® ! > log x, es decir,

Ve >0, logr <z —1.

En particular 2 > 0 = 2 > 0= logs < 1 —1

1 1
= logx = —log (—) >1——.
x x

Asi pues, para toda z >0, 1— % <logr <x—1.
Entonces lirr%logx = 0, o sea, log es continua en 1.
T—
Siz >0y (,)nen s una sucesioén tal que limz, =z y Vn € N,
n—0o0
Ty, > 0, se tiene: lim 22 =1 = lim log (=) =0 =

n—0o0 n— 00

lim log(z,) = lim [log (%) + log x] = log .

n—o0 n—o0

Por ende, log es continua en zx.

(8) Sean xyp > 0y (7,)nen una sucesiéon tal que para toda n € N,

Tn # Xy, T, > 0y nlggoxn = x9. Como log es biyectiva y es

continua en xg, (l0gx,)uen €8 una sucesién que converge a log gy y
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tal que para toda n € N, logx, # logxy. En vista de que exp es
derivable en log(zy), se tiene:

elog(mn) o elog(:vo)
exp'(logxy) = lim :
0, Tog () — Tog(ao)

Por consiguiente,

o 12005) = onle) . togte,) = lon()
n—oo Tn — Xg n—oo elog(zn) _ elog(zo)

B 1 IR
~exp/(log(xg))  eloslzo) g’

No sélo exp tiene inversa. Sia > 0y a # 1, la funcion: exp, : R — Ry
también tiene inversa, lo cual se debe a que:

Vr € R, o® = e®lo9a

y entonces:

0 =y e e =y & log e®9% = logy < zloga = logy

lo
sr=-2Y (sia#1).
loga
logy
loga
exp, (para a # 1) es suprayectiva y como es estrictamente creciente o
estrictamente decreciente (segin sea a > 16 a < 1), es inyectiva. l

Es decir, dada y > 0, el nimero z = es tal que a” = y y por lo tanto

Definicién 3.3.7 Sia > 0y a # 1, la funcién logaritmo base a es la
funcién inversa de exp, : R — R, y se denota por log,.

De esta definicion y de la observacién hecha antes acerca de la
suprayectividad de exp,, tenemos que log, : Ry — R es tal que:

a) Vo € Ry, @%@ =g
b) Vo € R, log,(a®) ==

_logzx

C) Va GR—H loga(l‘) - loga
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La propiedad c) nos permite inferir que si a > 0,0 >0y a # 1 # b,

log,x
entonces log,x = ——, ya que:
log.b
logx
logam _ loga _ lOg!L’ _ log T
log,b ll;’;’z logb b

Esto nos permite calcular el logaritmo en cualquier base, de cualquier
nimero positivo, si se conocen los logaritmos en alguna base a (por ejem-
plo si se cuenta con una calculadora o por lo menos se tienen a la mano
unas tablas de logaritmos en base 10, que son faciles de hallar en librerias
de prestigio y hasta en alguna de baja estofa).

Otras propiedades de log, son:

Teorema 3.3.15 Sea a > 0, a # 1. Entonces:
(1) Vz,y > 0:log.(zy) = log, x + log, y,
(2)¥x>0:Vy €R, log,(z¥) =y - log.x,
(3)¥Yx,y>0: log, (3) =log, x — log, v,

(4) log, (1) =0, log,a =1,

(5) a > 1= log, es estrictamente creciente,
(6) a < 1= log, es estrictamente decreciente.

Demostracion: La demostracién es una “copia” de la del Teorema 3.2.1
y se deja como ejercicio al lector. W

Es también muy sencillo demostrar que exp, y log, son derivables en
R y en R, , respectivamente; basta observar que:

log a® zloga

Vr € R, exp,(r) =a® =e =e

y que entonces, por la regla de la cadena, si g(z) = xlog a,

expy () = (expog)'(x) =exp'(g(x)) - g'(x) = exp(g(x)) - loga
=e?%8 % Joga = a” - loga

1
zloga”

__logx
" loga’

y como para toda z > 0 : log,(z) entonces log, (z) =

Atn funciones mas complicadas como

f(x) = g(x)h® (9 v h derivables, g(z) > 0)
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son faciles de derivar si se tiene en cuenta que
f(x) — M@)log g(x)

y por la regla de la cadena,

7e) = ) )og g(a) + 1)L

Por ejemplo, si para toda x > 0,¢g(z) = z y para toda x € R
h(x) = a, entonces para toda z > 0, f(z) = 2 . Y su derivada es:

1
f’(:E) = r%. {0_{_@.;] —ar® -7 = qro 1

Este hecho generaliza el resultado visto en la Seccién 1 de este capitulo,
que senala que

VreQ (") =r-2" " si x>0.

Otro ejemplo: Si f(x) = 2%, f'(x) no es = x - z*~" jCuidado! Hay
que recordar que f es una composicién de la forma:

f(ZU) — 6mlogz

y entonces
1
fl(z) = e®logz . (x C— 4+ l0gx> = z"(1 + log ).
x

Se vio al nimero e como lim (1 + %)n en el Capitulo 1. Ahora pode-
n—o0

mos probar algo mas general:

1\Y 1\?
a) lim <1 + —) =e y b) lim <1 + —) =e.
Yy—>00 Y y——00 Y

Estos hechos son corolario de la continuidad de exp y la derivabilidad
de log, ya que como %in&w = log'(1) = 1 = 1y como exp es continua,
—

tenemos que:

i ) 1 lim log(1+t)
Im(1 + )/t = limet!90+) — im0 7 = ¢l = e
t—0 t—0
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Ahora bien, si h(y) = é, entonces limh(y) =0y lim h(y) = 0. Asi,
Yy—00

Yy——00
si I(t) = (14 )"*, aplicando el ejercio 13 a) de “Ejercicios 3. Capitulo

” .,

z y z
a) lim (1 + i) = JLTol(h(y)) =e

y—00
b) tim (144)" = 1im I(h(y)) = e.
Yy—>—00 y——00

En general, si h(x) es una funcién tal que lim h(z) = 0y [(¢) es como
T—rTQ

arriba, es decir, I(t) = (1 +1)'/, se tiene

lim (1 4 h(z))*® = lim I(h(z)) = e.

T—T0o T—T0o
Por ejemplo, si h(z) = xL—l—l’ entonces lim h(x) = 0 y por lo tanto,
T—>00

2 z+1

)
lim <1 — > =e.
T—00 r+1

Ahora bien, si lim f(z) =1y lim g(x) = oo, podemos hacer
T—T0o T—T0

h(z) = f(x) -1

con lo que lim h(xz) =0 y por lo que hemos comentado,
T—TQ

lim (1 4 h(z))/@) = ¢;

T—T0

entonces, si lim g(z)h(x) = ¢, se tiene:
T—T0

lim f(x)g(f) = lim (1 + h(x))g(f) — lim ((1 + h(x)uh(m))g(r)h(m)

T—T0 T—To T—T0
; . 1/h(z) .
— lim 6g(a:)h(:v) log(1+h(z)) — 601 — ¢C.
T—T0

. , _1\T
Por ejemplo, hallaremos a:lg?o (;—H) .

En este caso, f(z) = i—jr} y g(z) = x, asi que se cumple que

lim f(z) =1 y  que lim g(z) = 0o
T—00 T—00
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Sea h(z) = f(z) =1 =25 — 1 = —-2;. Entonces

2
lim g(z)h(z) = lim — T _ o

T—00 T—00 T+ 1

Por consiguiente y segtin hemos visto, lim (f(x))9®) = e~2.
T—00

Otro resultado acerca de limites es:

Si lim g(z) = oo y lim f(z) = A # 1, se tienen dos casos:

T—T0o T—T0o

a) Si A > 1, entonces lim f(z)9® = oo
T—T0

b) Si 0 < A <1, entonces lim f(x)9®) =0

T—rTQ

La demostracion de estos hechos se dejan como ejercicio al educando,
sugiriéndole que se convenza primero de que

{oo siA>1

lim g(z)log(f(x)) = _ G A<1

T—rTQ

y por lo tanto que lim e9®97(#) o5 50 0 es 0 (ver corolario 1 del Teorema
T—TQ

3.12 de esta seccién).

) 2?42
Por ejemplo, como lim
T—+00 21‘2 -+ 1

i v +2 : 0

im | ——— =

T—+00 2,1‘2 —+ 1

Finalmente, usando la continuidad de exp y la derivabilidad de log,

log(1+1)
t

= % < 1, entonces

o mas precisamente, el hecho de que lir% = 1, probaremos esta
t—

importante expresion para la funcién exp:

Teorema 3.3.16 Vz €¢ R: e = [lim (1 + %)n

h—o0

log(1+t)
t

Demostracion: Sea x € R—{0}. Como yr% = 1y como la sucesién
—

x x
(—) converge a 0 y Vn € N — # 0, se tiene:
N/ neN n

. log(1+ %)
lim —/—— 2

~ = 1; por lo tanto,
n—0o0 E
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o (1 2)" =t nlog (1 + =) = lim [22l0g (14 7))

n—00 n n—00 n—00

X
= lim xw =z
n— o0 =

n

Como exp es continua en z y la sucesién (log (1 + %)n)neN tiende a z,

lim elos(1+3)" = e”, es decir lim (1 + —) =e'. 1l
n—00 n—00 n

Esta relacion es usada en ciertos modelos matematicos. Por ejemplo,
en el problema 6 de los Ejercicios 1 del Capitulo 1 se pidié encontrar una
férmula de recurrencia para la sucesion aq, ao, ..., donde a, es el total de
dinero que una persona tiene en su cuenta bancaria al cabo de n anos,
si la tasa de interés anual es r% y el interés se capitaliza anualmente.
Dicha férmula es:

Ay = Qp—1,
100 !

pues si ag es el capital inicial, al cabo de un ano, cuando se capitaliza
. o . - ,
por primera vez el intéres, el capital es a; = ag + 75500-
Al cabo de dos anos es
+— 14 —
o = Q1 — Qa1 = a1 —
100 100/’

y asi sucesivamente. Veamos cudl es la formula de recurrencia que rela-
ciona a, con a,_; si el interés, a la misma tasa de r% anual, se capitaliza
semestralmente, es decir, 2 veces por ano: En el ano n — 1 se tiene la
cantidad a,_;. A los seis meses se capitaliza el %, asi que al cabo de
seis meses el capital es:

+r 1 B (1+ r )
Un=17T 5\ 100 ) "t T In-t 200/

Al cabo de un aino se capitaliza el otro §% y se tiene entonces:

(1+ 555) *+ 355 (@ (14 555))
Ap = Qp— — — | Qy_ I
! 200/ " 200 ! 200

a1 (14 505) (14 505) = (14 505)
= nl 200 200/ ~ %t 200/
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Del mismo modo, se puede ver que si el interés se capitaliza trimestral-
mente (4 veces por afno), se tiene a, = a,_1 (1 + 46—0)4. En general, si un
banco ofrece 7% de interés sobre depdsito, capitalizandolo n veces por

- . . . , r n
ano, entonces la cantidad invertida crecera por un factor (1 + m) por
ano. Por ejemplo, un depdésito de $1000.00 al 6% de interés se convertira,
al final del ano, en:

6 \*
1000 <1 + m) =$ 1061.36 capitalizandolo trimestralmente

6 365
1000 (1 + m) = $1061.8314 capitalizandolo diariamente

24365
PP =$ 1061.8362 italiza | hora.
2436500) $ 1061.836 capitalizandolo cada hora

Entre mas veces al ano se capitalice el interés, mas crecera la cuenta cada
ano. Si el interés se capitaliza a cada momento, se podria pensar que la
cuenta crece muchisimo, pero como se ve en los calculos anteriores, no
hay tal cosa: cada ano crecera el capital por un factor igual a

1 \" -
lim {1+ = ¢100
n—00 < 100 n)
que realmente no es mucho. Por ejemplo, los mil pesos invertidos al 6%

de interés, nunca pueden crecer en un ano mas que

$ 1000e"% = $ 1061.8366

1000 (1 +

Como otro ejemplo, se puede construir un modelo matematico del
fenémeno de “explosién demogréfica” si denotamos el tiempo (nimero
de afos transcurridos desde algliin momento inicial) por ¢, la poblacién en
el tiempo ¢ por f(t) y las tasas de nacimientos y muertes anuales respecto
al total de la poblacién por by d y suponemos, para mayor sencillez, que
b y d son constantes. Analicemos los cambios de la poblacién durante un
ano que supondremos comienza en un momento t, y termina en to + 1.
Entonces:

—~
=+~
(=]
~

Ntmero de personas vivas en el tiempo t;
Ntumero de nacimientos entre ¢y y t5+ 1
Ntimero de muertos entre 5 v g + 1

Num. de personas vivas en el tiempo £y + 1

(

1l 11 1l
- & T
—~
S5

—
ol
(=]
SN
+
>
-
—
ol
(=]
SN—
|
S
-
—~
~
(=]
SN—
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Si hacemos x = b — d, x serd la tasa neta de crecimiento anual de la
poblacién por persona y

flto+1) = f(to) + f(to) = (1 + ) f(to)-

Usamos aqui el simbolo 2 para indicar que (1+x)f(to) es s6lo una apro-
ximacién a f(to + 1), ya que hemos calculado los nacimientos y muertes
como si la poblacién tuviera el valor constante f (o) durante todo el ano.
Podemos precisar mejor nuestros calculos suponiendo que la poblaciéon es
mayor en el segundo semestre que en el primero (como suele suceder en
realidad) y en consecuencia tendremos mas nacimientos y muertes en el
segundo semestre que en el primero (con tasas constantes de nacimientos

y muertes). Los cdlculos para el primer semestre son:
Numero de personas vivas en el tiempo ¢ = f(to)
Nimero de nacimientos en el primer semestre 2 b f(to)
Nimero de muertos en el primer semestre > 2d f(to)
Ntimero de personas vivas en el tiempo £y + % = f(to) (1 + %b — %d)

osea, f(to+3) = (1+2) f(to)
Para el segundo semestre quedaria:

flto+1) = <1 + %x) f (to + %) = <1 + %$>2 f(to).

Mediante subdivisiones del ano en méas y mas partes, podemos obtener
mejores aproximaciones de f(ty 4+ 1). Asi, la subdivisién del afo en n
partes iguales, nos produce: f(to+ 1) = (1 + %)n f(to). Si como es de
suponerse, la poblacion varia a cada instante, tendremos:

n—o0

f(to+1) = lim (1 + §>n f(to) = €” f(to)-



200 CapriTULO 3. LA DERIVADA

Ejercicios 2.
1. Demuestre que son periodicas las funciones:
a) flo) =z —[z], b)) fle)=Ve—[z], ¢ g(z)=cotz
(en a) y b), [x] =min{z € Z|z < x}).
2. Una funcién f: R — R es llamada

(a) Impar, si Vo € R, f(—z) = f(x),
(b) Par, siVx € R, f(—z) = f(2)

En cada caso decida si la funcién dada es par, impar o ninguno de
estos tipos de funciones:

a) f(x) =2% b) f(z) =2 ©c¢) f(z)=senz, d) f(x)=_cosz,
e) f(xr) = 2?senz, f) f(x) =z + 27, g) f(z) =sen?z.

3. Demostrar las féormulas:

tana + tanb
t b) =
(a) tan(a +b) 1 —tana-tanb’
2tan 6
b) tan20 = ———
(b) tan 1 — tan?@’

(c) senzseny = %(cos(x —y) — cos(x + 1)),

1
(d) cos x cos y = §(cos(x +y) + cos(z — y)),

1
(e) senzx cos y = 5( sen (z + y)+ sen (x —y)),
1 1
(f) senA+senB:2sen§(A+B)cos§(A—B),
1 1
(g) sen A —sen B = 2005§(A+B) sen§(A—B),

1 1
(h) cos A+cos B = 2005§(A+B) cos Q(A_ B),
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1 1
(i) cos A —cos B = —2 sen §(A+ B) sen 5(14 — B).

4. Demostrar que:

a) limzsen — = 0,
r—0 x
. z’sen <
¢) lim =0,
z—0 Sen x
, sen (r —« 1 .
e) 11m¥:—51a;&0,
a—a 12 — 2 2c

, 1
g) lim cos — =1,
T—00 T

h) lim (

5. Calcular los limites siguientes:

; 1—coszx
a) lim |———|,
e {o: - 27)2]

c) lim(1 4 sen z)"/*,

z—0

sen 2x

d) 1

1m
z—0

b) limzsen — =1,

Tr—00

sen axr

ax

f) lim

T

=1sia#0,

T+ cosx

T—00 l'+1

2
i) lfm log <Sen ¢
T

T—2

1+x
) 2.

6. Diga a qué funcion corresponden las siguientes gréficas:

=1

201

Y

) = log 2,
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10.
11.

12.

13.

14.

CapriTULO 3. LA DERIVADA

Figura 3.31
Funciones: a) y = 2V3, b) y = 2/V3 ¢) y = log oz, d) y = (V/3)°,
e)y = (%) f) y = logax.

.Como estan relacionadas las graficas de exp, , v expy 27

La gréfica de y = log, x contiene al punto (3,1/3). ;Quién es b?

h_ ~h _
e ., e 1
Demuestre que si lim =1, entonces lim

h—0t h h—0— —

=1

Demuestre el Teorema 3.3.15

, ) T

.Por qué sen x es creciente en 53 ?
. o s

., Por qué cos x es positiva en 55

Usando el Teorema 3.1.2 g), demostrar que log = es derivable.
(Sugerencia: usar que [og x es la funcién inversa de exp).

Demuestre que si lim g(x) = ooy lim f(z) = A # 1, con A > 0,
T—rT0

T—rT0
entonces

(a) A>1= lim f(2)’® = 0

T—TQ

(b) 0< A< 1= lim f(x)9® =0

T—TQ

Demuestre que para toda x > 0, logxz = lim (/z — 1) n. Sugeren-

n—oo
cia: jquién es exp!,(0)?
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15.

16.

17.

18.

19.
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Derive las siguientes funciones:

a) f(z) = sen (sen (sen (sen (senz)))), b) f(r)= - —,

¢) f(z) = sen (z* + sen (z? + senz?)), d) f(z) =3=x ;, 2

e) f(z) = sen (6 cos(6sen (6 cos 62))), f) f(z) =00,

) 1) = sen () h) () = log\/(22T),
i) f(x) = log&tas, i) f(x) = (cos)™"z,

k) f(x) = 32v®, 1) f(z) = (sen z)(cos @)°,
m) f(x) = logs(sen x?), n) f(z) =log iiii},

i) f(z) = (1 + logs z)" V" o) f(z) = (tan x)°°*®,

p) f(z) =sen (z* + 1) - logs(14z — sen z)

2 1
r°+sen— siz#0,

Q)f(x):{o si = 0.

a) Demuestre que

lim logx = oo
T—00

(Sugerencia: hagalo por la definicién de limite)
b) Demuestre que

lim logx = —00
z—0t

(Sugerencia: use el inciso a)).

, . T
.Por qué sen x es creciente en [—5, 5] ?
, . T
. Por qué cos x es positiva en [—5, 5] ?
Demuestre que la funcién f(x) = cos x, con x € [0, 7], tiene inversa
=1 que es derivable en (—1, 1) y que

1
V1—22

Calcular la derivada de arc cosj, s}, donde [a, b] es un intervalo en
donde cos es estrictamente creciente o estrictamente decreciente.

Ve e (-11), (f7) (z)=—
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20. Demostrar que la funcién f(z) = tanz, con = € (—g, g) tiene
inversa f~! que es derivable en R y tal que

1
1+ 22

Vz € R, (f’l)' (x) =

21. Si llamamos arcsen a arcsen|_p/ r/2, arc cos a arc cosp,r Y
arc tan a la funcién f—! del problema anterior, derivar lar siguientes
funciones:

a) f( ) =arc sen (z% — 1), b) f(t) = arc sen (3t—1),

= arc cos(l — 5%, d) g(x) = arc cos g,

f(s) = (
) — arc tanx ) l(x) arc tan(l — 21‘),
)) (z(arc senx) +V1-—12?),

(arc cos @)(arc senf).

§4

3.4 Teorema del valor medio

A partir de informacién acerca de f, hemos podido obtener en se-
cciones anteriores, informacién sobre f’. El que f' nos diga cosas de f
requiere algun trabajo adicional, que es el objetivo de esta nueva seccién.
Recordemos que f'(x) no es igual a

flz+h) = f(z)
h

para ninguna h particular, sino el limite de estos numeros cuando h
tiende a cero. ;Cémo saber a partir de esto, cosas de f?7 Por ejemplo, si
f'(x) = 0 para toda z en el dominio de f, ;jdebe ser f una funcién cons-
tante? En casos particulares la respuesta es afirmativa: si la velocidad
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de una particula es constantemente cero, evidentemente la particula debe
estar en reposo. El si para la pregunta general tiene su justificacién en el
Teorema del valor medio que establece ademas conclusiones mucho mas
fuertes. Este resultado es considerado por algunos como el mas profundo
acerca de derivadas. Su enunciado es muy simple.

Teorema 3.4.1 (Del valor medio). Si f es continua en [a, b] y deri-
vable en (a, b), existe (por lo menos) un nimero xy € (a, b) tal que

, f(b) = f(a)
€T =
f@o) b—a
Antes de la demostracion de este teorema, haremos algunos comen-
tarios.

Geométricamente, el teorema del valor medio significa que alguna
tangente a la grifica de f es paralela a la recta que pasa por (a, f(a)) y
(b, f(0))-

Otra manera de entender este resultado es el siguiente:

Si f representa la funcién distancia, f(b) — f(a) es la distancia recorrida

f(b) = f(a)
b

entre el tiempo a y el tiempo b y es la velocidad promedio

(o velocidad media) entre estos dos instantes, el teorema dice que en
algin momento entre a y b (puede ser en varios momentos) la velocidad
instantanea fue igual a la velocidad promedio.

Y A

a -
L
&
>
-~
-

Figura 3.32

Observemos que la suposicion de que sea f derivable en todo punto
de (a, b), es una condicién necesaria; por ejemplo, si f es:

f(x) = T si0<ax<1,
VT —r42 sil<z<2,
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entonces no existe ningin punto z, € (0,2) tal que f'(xy) = 0.

YA

= 4

Figura 3.33

También la continuidad en [a, b] es una condicién necesaria. Por
ejemplo:
{ 2?2 si0<z <1,

) =90 gar=1.

Aqui también f(0) = 0 = f(1) pero no existe ningin z, € (0,1) tal que
f’(ZUU) = 0.

YA

— P o —————

)

Figura 3.34

Demostraremos el Teorema del valor medio demostrando antes el caso
particular en que f(a) = f(b). Este caso particular se llama Teorema de
Rolle. En la demostracion de este iltimo usaremos el siguiente resultado
sencillo de probar pero cuya utilidad sera soélo suficientemente bien pon-
derada cuando tengamos que encontrar los valores maximo y minimo de
una funcién en un intervalo, cosa que haremos hasta la siguiente seccién.
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Teorema 3.4.2 Si f : (a, b) — R es derivable en un punto x, del inter-
valo (a, b) y f(xy) es el mdzximo de f en (a, b) (o si f(xy) es el minimo
de f en (a, b)), entonces:

f,(fL’g) = 0

Demostracion: Si f(xg) es el maximo de f en (a, b),

f(wo +h) — f(z0)

. <0 sih>0y
f(xﬁh]i_f(x“)zo sih < 0.

Como f es derivable en z, existen:

. fxo+h) — f(zo) . flzo+h) = f(xo)
hll)r(I)IJr h Y hlg(?f h

que, por las desigualdades anteriores, cumplen:

lim f(wo+h) — f(=xo) <0y lim f(wo+ h) — f(x)

>0
h—0+ h h—0~— h -

Como ambos limites son iguales a

i (70 1) = f(20)
h—0 h

se tiene que f'(z9) = 0 (el caso en que f(zq) es el minimo es ejercicio).
|

Teorema 3.4.3 (Teorema de Rolle) Si | es continua en [a, b], deri-
vable en (a, b) y f(a) = f(b), entonces existe (por lo menos) un nimero
zo € (a, b) tal que f'(xo) = 0.

Demostracion: Como f es continua en [a, b], f alcanza su valor méximo
en r; € [a, b] y alcanza su minimo en x5 € [a, b] (Teorema 2.4.10).

a) Si z; € (a, b), por el teorema anterior f'(z1) = 0y x; es el punto
que andamos buscando.

b) Si xy € (a, b), por el teorema anterior f'(z2) = 0y 23 es el punto
que andamos buscando.
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¢) Si z1, x5 € {a, b} entonces el valor maximo de f es igual a su
valor minimo y por eso f es constante. Por lo tanto para toda
z € (a,b), f'(xr) =0y cualquier punto del intervalo (a, b) es el
punto que andamos buscando.

La siguiente Figura ilustra el Teorema de Rolle.

A
en este punto '
la tangente
es horizontal

Figura 3.35: Funcién “Puebla Mirabilis”

Ahora si, con el Teorema de Rolle en la mano, demostraremos el
Teorema del valor medio:

Sea f :[a, b] — R continua y derivable en (a, b) y

sea h: [a, b] — R la funcién tal que

va € fa o), aie) = 1(0) - |29 0 - 0) - s1a

h es continua en [a, b], derivable en (a, b) y h(a) = h(b) =0
Por el Teorema de Rolle, existe xy € (a, b) tal que

RN Y f(b) - f(a’)
O—h(fEO)—f(fUO)—ﬁ-
Por eso f'(xg) = w y jval

El Teorema del valor medio puede ser 1til también para hacer apro-
ximaciones numeéricas. Por ejemplo, veamos que 9 < V66 — 8 < 3

Para tal efecto, sea f : [64,66] — R tal que f(z) = /z. Es claro que
se satisfacen las condiciones del Teorema del valor medio, asi que existe



3.4. TEOREMA DEL VALOR MEDIO 209

xy € (64,66) tal que

V66 — 8 1

2 - 2xé/2’

1
es decir, i = V66 — 8.
x

0
Pero 64 < zy < 66 y de aqui que 7 < 81. Por lo tanto

L_ 11
9 " 42T

de donde se tiene el resultado deseado. W

Corolario 3.4.4 Si f estd definida en un intervalo abierto y f'(x) =0
para toda x en el intervalo, entonces f es constante en el intervalo.

Demostracion: Sean a y b dos puntos cualesquiera del intervalo abierto
en el que f estd definida y supongamos que a < b. Por el Teorema del
valor medio, existe x € (a, b) tal que

f(b) = f(a)
' _
f'lwo) = b—a
b) —
Pero f'(xy) = 0 y por consiguiente Lﬁm = 0, lo que inplica que
f(b) = f(a). Entonces el valor de f en dos puntos cualesquiera del

intervalo es el mismo, es decir, f es constante en el intervalo. l

Naturalmente, este corolario no necesariamente se cumple para fun-
ciones definidas en la unién de dos o mds intervalos (ver ejercicio 16).

Corolario 3.4.5 Si f y g estan definidas en un intervalo abierto y
f'(x) = ¢'(x) para toda x en dicho intervalo, entonces existe un nimero
c tal que en cualquier x del intervalo se tiene que: f(x) = g(z) + c.

Demostracion: En toda x del intervalo, (f — g)'(x) = f'(z) — ¢'(x) = 0.
Por el Corolario 1, f — g es constante en el intervalo, es decir, existe ¢ € R
tal que para toda z en el susodicho intervalo, f(z) — g(z) =c. B
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Corolario 3.4.6 Si f'(x) > 0 para toda x en un intervalo abierto, en-
tonces f es estrictamente creciente en tal intervalo. Si f'(x) < 0 para
toda x en un intervalo abierto, entonces f es estrictamente decreciente
en dicho intervalo.

Demostracion: Supongamos que f'(x) > 0 en el intervalo.
Si suponemos que a y b son puntos de tal intervalo y que a < b, por el
Teorema del valor medio existe zy € (a, b) tal que

f(b) = f(a)
b—a

f(b)—f(a)
b—a

f(wo) =

pero f'(xg) > 0. Por lo tanto, > 0, lo que implica que

f(0) > [f(a).

Andlogamente se prueba la segunda parte del corolario. B

Observe que la demostracion del Corolario 3.4.6 se puede adecuar
para obtener los siguientes resultados:

Corolario 3.4.7 Si f'(z) > 0 (respectivamente f'(x) < 0) en un inter-
valo abierto, entonces f es creciente (respectivamente, decreciente) en tal
intervalo.

Como aplicacion del Corolario 3.4.6, probaremos a continuacién que:

log

lim = 0. (3.11)

r—oo I
_logzx x(%)—logx_l—logx
o 2 o 2

Si f(x)

asi que f'(x) =0& logr =1z =e.

, entonces f'(z) =

T T

flx)>0&1—loge >0 1>logr &z <e.

Por lo tanto, f es creciente estrictamente en (0, e) y decreciente estric-

tamente en (e, 0c0). (En particular e es el maximo de f en (0, 00)).

Si (2,)nen es una sucesién tal que lim z, = 0o, se puede suponer que
n—oo

2
paratodan € N, z, € (e, 00). Sean e > 0y ng € N tales que ng > —+1
€
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(v por lo tanto, tal que < g); como lim z,, = oo, existe N € N tal
n—oo

que para todan > N, x, > €™ y como f(x) es decreciente estrictamente
en (e, 00), tenemos:

logz, loge™ n n n
¥n >N, 2In J09¢ Mo T T
Tp eno eno 20 (14 1)m0
2
fto < fo = <e

ng—1

Cl4mp+ e o T (2)  me—1

Aprovechemos el resultado (3.11) para demostrar que

n

VneN, lim =0,

z—00 el
‘,L.TL
Sea n € Ny sea g(r) = —. Entonces
e

xn
log g(x) = log— = logz™ — loge® = nlogx — .
6&?

Por (3.11),

lim 1099 _ <nl"9x _ 1) — 1.

T—00 X T—00 X
Asi,
[
lim log g(z) = lim x <M> = —00.

T—00 T—00 xT

Por lo tanto,

lim g(z) = 1im €!°99® =0,
T—00 T—00

El siguiente corolario es una generalizacion del Teorema del valor
medio y tiene interés por sus aplicaciones.
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Corolario 3.4.8 (Teorema del valor medio de Cauchy) Si f y g
son continuas en [a,b] y derivables en (a,b), entonces eriste un nimero
t € (a,b) tal que

[f(0) = fa)]g'(t) = [9(b) — g(a)] F' (D).
(si g(b) — g(a) #0 y ¢'(t) # 0, esta igualdad se puede escribir:

=16 _10)

g(b) —g(a)  ¢'(t)
Demostracion: Sea h : [a,b] — R tal que, para cada x € [a, b],
h(z) = f(z) [g(b) — g(a)] — g(z) [f(b) — f(a)].

Entonces h es continua en [a, b], derivable en (a,b) y

h(a) = f(a)g(b) — g(a)f(b) = h(b).

Por el Teorema de Rolle (Teorema 3.4.3) se sigue que existe ¢ € (a,b) tal
que h'(t) = 0, es decir,

0=n'(t) = f'(t)[9(b) —g(a)] = g'(t) [f(b) — f(a)] .M

Notemos que, poniendo g(x) = x en el corolario anterior, obtenemos
el Teorema del valor medio (Teorema 3.4.1). Por eso es una generalizacién
de este teorema. El Teorema del valor medio de Cauchy es el instrumento
basico que se necesita para demostrar un teorema que facilita el calculo
de limites de la forma

lim &)
v—a ()
cuando lim f(z) =0y lim g(z) = 0.
T—ra T—ra

Teorema 3.4.9 (Regla de L’Hépital para formas indetermi-
nadas 3). Supongamos que lim f(z) = 0, lim g(z) = 0 y que eziste
Tr—a Tr—a
!
tim 2%

. Entonces ezxiste
r—a g’(x)

lim M
=a g(z)’
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Y
!
o f@) P
z=a g(z)  a—a g'(x)
Demostracion: Supongamos que lim g:((g = A. Probaremos que para
r—ra

cada € > 0, existe 6 > 0 tal que para toda = € (a — d,a + d) — {a},
f(z)
oL e (A—e, A+e).
9() ( )

e,

Sea ¢ > 0, como lim =
z—a g' (1)

E|5>0Vx€(a—6,a+5)—{a}:f,(x)E(A—E,A—i-%) (3.12)
g
Mostremos que

Vo € (a—0,a+9)—{a}: f(@) €E(A—eg, A+e).
9(x)
Sea x € (a—d,a+0) — {a}.
(i) Supongamos que x € (a,a + d). Sea y € (a,z). Como f y g son
continuas en [y, z] y derivables en (y, ), por el Teorema del valor medio
de Cauchy, existe ¢t € (y, x) tal que

[f(x) = fF()]d'(t) = [g9(x) — g(y)] f'(1).

7 Ex; implica que existe 6’ > 0 tal que para cada
T—a

s€(a—4,a+0)—{a}, ¢'(s) # 0. Podemos suponer que § = §'. Por lo

tanto, ¢'(t) # 0.
Por otro lado, si g(z) = ¢(y), por el Teorema de Rolle, existiria un

punto s € (y,z) tal que ¢'(s) = 0 y esto, como acabamos de ver, no
puede ser. Por lo tanto, g(z) # ¢g(y), y entonces:

fl@)—fly) _ f'()
g(x) —gly) g'(t)

Tomando en cuenta 3.12, hemos probado que

R LG e €)]
Vy € (a,z): A 2<g(:ﬂ)—g(y) 5
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Como lim f(y) = lim g(y) = 0 tomando limites en 3.13, queda:

y—at y—at
Ameca-<I® yisyuys
27 g(x) 2
Asi,
f(z)
—le(A—¢g A+e),
9(x) ( )

como queriamos.
(ii) Supongamos que = € (a — J,a), se prueba andlogamente que en
este caso también

g(x)e(A JA+e). 1

Aplicando este teorema obtenemos, por ejemplo, que:

sen T , COS T

lim = lim =1
z—0 X z—0 1
y que
, 1—cosz , sen T
lim—— = lim =0.
z—0 €T z—0 1

Ejercicios 3.

1. Si f(z) = 2® en el intervalo [—1, 3], encuentre explicitamente los
valores de x( cuya existencia estd garantizada por el Teorema del
valor medio.

2. Para cada funcién en el intervalo [xq, x5], encuentre los valores de
xy garantizados por el Teorema del valor medio.

a) f(x) =2, b) f(z) = 27,
¢) f(x) = 52% + 2x, d) f(:v)::':2+1
(Respuestas:

a) g cualquier elemento del intervalo (xq, x3), b) xzp = LtE2

2
2/3
z24x1 xo+x2 m2/3+m1/3m}/3+m?/3
C):L‘UZ /L1 132 2, d)ZL‘UZ 1 132 2 )
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Muéstrese que la consecuencia del Teorema del valor medio no se
cumple para las funciones siguientes cuando los dos puntos a y b se
toman con signos opuestos (por ejemplo, para a = —1, b= 1).

D=2 W@ =l o) @)= Vi

Aunque las funciones siguientes no son derivables en 0, pruébese
que existen valores xy que satisfacen la consecuencia del Teorema
del valor medio en [—1, 1]:

f(z+1)? si —1<z<0,
a)f(x)—{x2+1 sio<xz<1,

Cf (z+1)? si —1<2<0,
b)f(x)_{ﬁ si0<z<1.

Sea f(z) = a* — 923 + 2622 — 242. Note que f(0) = f(2) = 0.
Demuestre sin calcular, que el polinomio g(x) = 42% — 2722+ 521 —
24 tiene por lo menos una raiz que se encuentra en el intervalo

(0, 2).

a a a
Demostrar que si TO + 51 4 2= 0, entonces, para alguna
n

z € (0, 1) se tiene
ap + a1+ - -a,z” =0
(Sugerencia: inspirese en el problema anterior).

(a) Demostrar que entre dos raices de un polinomio hay por lo
menos una raiz de su derivada.

(b) Suponga que todo polinomio de grado 5 tiene a lo sumo 5
raices reales. Demostrar que entonces todo polinomio de grado
6 tiene por lo mucho 6 raices reales reales (Sugerencia: jcual
es el grado de la derivada de un polinomio de grado 67).

(c) Usando la técnica de (b), demostrar por induccién matematica
sobre n, que todo polinomio de grado n tiene a lo sumo n raices
reales.

Demuestre que si para toda x € R, f'(z) > 0, f no puede tener
mas de una raiz.



216

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
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Demuestre que si f tiene n raices reales en [a, b], entonces f' tiene
por lo menos n — 1 raices en [a, b]. Se estd suponiendo que f es
derivable en [a, b].

Demostrar que si m es un natural cualquiera entonces la funcion
fm(z) = 2* — 3z + m no tiene nunca dos raices en [0,1] (Esto
es una consecuencia facil del Teorema de Rolle. Al terminar la
demostracion trace las graficas de fy y fi y considere la posicién
de la gréfica de f,, en relacién a ellas).

Suponga que f es n veces derivable y que f(x) es igual a cero
para n + 1 diferentes valores de x. Demostrar que para algin =,

f™(z) =0.

Suponga que f es derivable y que f(0) =0y f(1) = 1. Demuestre
que existe un punto zy € (0, 1) tal que f'(zq) = 2xy.

(a) Demuestre que si f es derivable y creciente en (a, b) entonces
para toda x € (a, b), f'(xz) > 0.

(b) Demuestre que aunque se suponga que f es estrictamente cre-
ciente en (a, b), no se puede asegurar que para toda = € (a, b),

f'(x) >0

Suponga que f es continua y derivable en [0, 1], que para toda
z € [0,1], f(z) € [0,1] y que para toda = € [0,1], f'(x) # 1.
Demostrar que existe exactamente un nimero z € [0,1] tal que
f(z) = x. (La existencia estd garantizada por el ejercicio 17 de la
serie de Ejercicios 4, Capitulo 2).

x
. . w2+ 1
ciente? ;En qué intervalo es decreciente?

Considere la funcién f(z) = JEn qué intervalo f es cre-

[ 1 size(0,1)
Sea f(x) _{ 2 size(3,4)
Demuestre que para toda z € (0,1) U (3,4), f'(z) = 0 y que sin
embargo f no es constante en (0,1) U (3,4).

(a) Supongamos que f y g son continuas en [a, b] y derivables

en (a, b) y supongamos que f(a) = g(a) y que f(b) = g(b).
Entonces existe un punto zg € (a, b) tal que f'(zy) = ¢'(xo),
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(b) Si dos caballos comienzan y terminan juntos una carrera en
el hipédromo, demuestre que en algin instante, durante la
carrera, ellos llevaban la mismisima velocidad. ;En algin ins-
tante tuvieron la misma aceleracion?

Sea f(z) = 2" — 2° — 2 + 2z + 1. Pruebe que la gréifica de f tiene
pendiente 2 en algiin punto entre -1 y 1.

Si f es dos veces derivable en (a, b) y f(z) = 0 en tres puntos
distintos de (a, b), pruebe que hay un punto zy € (a, b) tal que
fll(xo) — O

Demuestre que si f es continua en [a, b] y para toda z € (a, b),
f'(x) > 0, entonces f es estrictamente creciente en [a, b].

Demuestre que si f es continua en [a, b] y para toda z € (a, b),
f'(x) < 0, entonces f es estrictamente decreciente en [a, b].

Demuestre que si existen d1, 0o mayores que cero tales que para toda
x € (x9g—91, xo), f'(z) > 0y paratodax € (z9, xo+62), f'(z) <0
y si f es continua en x(, entonces f alcaza su maximo en zj, en
(.’L’g — 51, Ty + 62)

Demuestre que si existen 01, o mayores que cero tales que para toda
x € (xg—91, x9), f'(z) < 0y paratodax € (xg, vo+02), f'(x) >0
y si f es continua en xy, entonces f alcaza su minimo en x(, en
(ZL‘U — (51, To + 52)

/Quién es mayor: e” o m¢7 (Sugerencia: compare loge™ con

log w¢. Para ello use el ejercicio 21 para demostrar que la funcién

|
f(z) = %87 o5 estrictamente decreciente en le, 7]).
T

Use el Teorema del valor medio para demostrar que:

(a) V101 estd entre 10 y 10.05,

1
(b) sen46° es aproximadamente igual a 5\/5 <1 + f@) ;
T

(c) —= > arcsenz > x si z € [0, 1). ;Cudndo se cumple la
V1—a?
igualdad?,
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28.
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(d) log(1+ %) < x?sixz > 0.

Pruebe que si f es derivable en [a,b] y f'(a) < ¢ < f'(b), en-
tonces existe xy € (a,b) tal que f'(zg) = c¢. Esta propiedad del
valor intermedio para derivadas fue descubierta por Gaston Dar-
b) —
boux (1842-1917). (Sugerencia: Si ¢ estd entre f'(a) y f) = f(a)

b—a
b
w y f'(b), use primero el teorema del valor

intermedio para funciones continuas y luego el del valor medio.)

0 si c esta entre
Si una funcién f es discontinua en xzy, se dice que f tiene una

discontinuidad de primera clase o discontinuidad simple en xg, si

existen lim f(x) y lim f(z). Demuestre que si f es derivable en
I*}l‘g_ =Ty

la, b], entonces f' no puede tener discontinuidad simple en ningin
punto de [a, b] (Sugerencia: use el ejercicio 26).

El teorema de Darboux enunciado en el ejercicio 26 es ttil cuan-
do uno desea demostrar que una funcién dada no puede ser una
derivada. por ejemplo, sea g : R — R tal que:

0 siz <0,
g9(x) =
1 six > 0.

Pruebe que no existe f : R — R tal que, para cada z € R,
f'(x) = g(z) (Sugerencia: g no cumple la propiedad del valor inter-
medio en un cierto intervalo).

Supongamos que f es derivable en [a,b] y f"(x) existe en (a,b).
Demuestre que hay por lo menos un ¢ en (a,b) tal que:
(b—a)?

5

f(b) = f(a) = f'(a)(b—a) + f"(t)
(Sugerencia: si

ole) = f(0) = () = ()b~ )~
~ [58 0) - flo) - F@)-a))],

entonces g(a) = g(b) = 0, asi que existe t € (a,b) tal que ¢'(t) = 0).
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30. Pruebe que si f tiene segunda derivada continua en (a,b) y si
c € (a, b) es tal que f'(¢) =0y f"(c) > 0, entonces f asume un
minimo relativo en c. (Sugerencia: Existe § > 0 tal que, para cada
z € (c—d,c¢+9), f"(x) > 0. Por el ejercicio 29, si x € (¢—0d,c+0),

_ I)2

c
fo) - 10 = - S s 0,
31. Si f” es continua en xy, demuestre que

h—0 h2

(Sugerencia: use la regla de L’Hopital repetidamente).

32. {Dénde se encuentra el error en la siguiente aplicacion de la regla
de L’Hopital?:

24 —2 . 3x2+1  , 6x
im——— = lim = lim— = 3.
132 —3x+2 2512xr—3 3912

33. Use la regla de L’Hopital para encontrar los siguientes limites:

z3—2z2—x+2

P (b) lim(1 — cos x) cot z,

(a) lim

z—0
; _ ; 1—z
¢) 1{m Zcosz—senz d) lim
( ) z—1 3 ’ ( ) g1 1—sen 527

(e) im-%— donden € N  (f) lim—Z
z—

069”71’ x_ﬂtanx’
. logz . sen(z—1)
lim 22 h) lim )
(g) 1217 ( ) 1._>110g(2x—1)

34. Aplique la regla de L’Hopital repetidamente para hallar los siguien-
tes limites:

sen 2z et —x—1

(a) igr(l) 2 () llg(l)T’
2 3 t -1 2

(o) 1im SZ) gy g B0 @)

z—0 sen 3(2x)’ z—0 T sen T
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85

3.5 Maximos y minimos

En el Capitulo 2 dimos la siguiente definicién: “Una funcién f defini-
da en algin subconjunto A de numeros reales alcanza su valor maximo
en un punto xy € A siy sélo si para toda x € A, f(zo) > f(z) y alcanza
su valor minimo en un punto x; € A si para toda z € A, f(z;) < f(x)”.

A f(xo) se le llama el valor mdzimo (o simplemente el mdzimo) de f
en A. A veces se le llama mdzimo absoluto de f en A.

A f(zo) se le llama el valor minimo (o simplemente el minimo) de f
en A. A veces se le llama minimo absoluto de f en A.

Vimos también que tales valores “extremos” pueden o no ser alcan-
zados en puntos de A, pero que si este conjunto es un intervalo cerrado
y [ es continua en él, f si alcanza sus valores maximo y minimo en A.

Consideremos aqui la siguiente funcién: f(z) = |#?+x—6|. Su gréfica
es como sigue:

A -
03 02 ooyl 12 3 X

Figura 3.36

f no alcanza su maximo en R (su minimo si. ;Cudl es?); sin embargo

en r = —% f alcanza algo parecido a un méaximo, al menos para puntos
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en una vecindad de x = —%. Conocer valores de x donde ocurren cosas
similares a éstas es mas de una vez importante. El estudio de este tipo
de situaciones ocupara nuestra atencion en esta seccion.

Definicién 3.5.1 Sea A C R. Si f: A — R es una funcién y zy € A.
Diremos que:

a) f alcanza un méaximo relativo en x, si existe un intervalo abierto
I tal que I C A y para toda x € I, f(xy) > f(x). En este caso se
dird que f(zg) es un maximo relativo de f en A.

b) f alcanza un minimo relativo en x; si existe un intervalo abierto
I'tal que I C Ay paratodax € I, f(xg) < f(x). A f(zo) se le llama
minimo relativo de f en A.

De manera similar se define el concepto de minimo relativo. El si-
guiente teorema es corolario del Teorema 3.4.2. Demuéstrelo por favor.

Teorema 3.5.1 Si f(xg) es un mdzimo relativo de [y f'(xo) existe,
entonces f'(xy) = 0.

La siguiente terminologia es de uso comun.
1. Los valores extremos de una funcién son los maximos y los minimos

relativos. (A veces se refiere uno a ellos como los “extremos rela-
tivos de f7).

2. Los puntos criticos de una funcién f en un conjunto A son los
puntos donde la derivada es cero o no existe. (A veces a los puntos
en los que f’ no existe se les llama singulares).

3. Si A es un intervalo cerrado, los puntos criticos son donde la deriva-
da es cero, no existe y los extremos del intervalo.

Los ejercicios 22 y 23 de la pagina 217, permiten investigar mas acerca
de la naturaleza de f en aquellos puntos donde f’ es cero.

Ejemplo. Si f(z) =
Por otra parte f'(x)

—2x+5, fllr)=0&2x=202=—1.
2?—x—2=(x—2)(x+1), por esto si 2 < z,

22
2

||w|&zw
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entonces 0 < x —2y 3 < x+ 1 por lo que 0 < f'(z) para tales x.
Si —1<x<2, -3<2x—-—2<0y0< 2+ 1 < 3 consecuentemente
f'(x) < 0 en tal caso, por los ejercicios mencionados anteriormente f es
estrictamente creciente en [2, 2 + §;) para algin §; > 0 y estrictamente
decreciente en (—1, 2], concluimos por esto que f(2) es un minimo rela-
tivo.

Pudiera pensarse que si f'(zg) = 0, f(zo) debe ser necesariamente
un maximo o un minimo relativo, jNo es asi!, la funcién f(x) =z +senx
es un ejemplo de esto, ya que f'(z) =1+ cos x por lo tanto f'(z) = 0 si
y s6lo si x = 7w + 2k, k € Z, consideremos el caso xy = 7.

Sim/2<x<m —1<cosz<0porloque0<1+cos z.

3
Si7r<x<§7r, —1<cosx<0porloque<1+4cosx

por esto f(z) = x + senx es estrictamente creciente a la izquierda y
también a la derecha de 7, con esto f(7) no es ni maximo ni minimo
relativo.

Esta forma de estudiar las funciones en los puntos criticos puede apli-
carse atn cuando f no sea derivable en x4 (pero si continua) siempre que
exista la derivada en los restantes puntos de una vecindad de xy (para
que se convenza de ello, le rogamos que relea los ejercicios 20 y 23 de
la pagina 217 y que, si no lo ha hecho, que los resuelva). La funcién
f(z) = |z| nos da un ejemplo de lo anterior, ya que no es derivable en 0,
pero f'(x) es menor que 0 (es —1) a la izquierda de 0 y mayor que 0 (es
1) a la derecha de 0, por lo cual f(0) =0 es un minimo relativo.

Empieza a mostrarse el poder de la derivada en el estudio de las
funciones, si éstas son derivables dos veces el estudio de los puntos criticos
puede hacerse en ocasiones de forma mas rapida.

Teorema 3.5.2 Dado f'(x¢) =0, se tiene que:
a) Si f"(xo) > 0, entonces f(xg) es un minimo relativo,

b) Si f"(xo) <0, entonces f(xo) es un mdzimo relativo.
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iOjo!, iMuchisimo ojo! si f'(z9) =0y f"(xy) = 0 para conocer la natu-
raleza de f(x¢) debe estudiarse el comportamiento de f en una vecindad
de xy ya que todo puede suceder, como se ve en los siguientes ejemplos.

Ejemplos:
1. Si f(x) =2%, f'(0)=0= f"(0) y f(0) es un minimo relativo de f.
2. Sig(x) =—2*, ¢'(0) = 0= g"(0) y g(0) es un mdximo relativo.

3. Si h(z) =23, B'(0) = h"(0) = 0 y h(0) no es ni maximo ni minimo
relativo ya que si z < 0, entonces 23 < 0 = h(0) y si 0 < z, entonces
h(0) =0 < 2.

Alertado sobre esto pasemos a la demostracion del teorema.

Demostracion:
a) Como f"(zy) existe, f'es continua en g, si f'(zg) =0y f"(xy) > 0,

!
T
entonces lim &
rT—T0 L — 1‘0

> 0, por esto existe una vecindad de zy donde

f'(x)

T — X

>0,

si y < x entonces f'(x) > 0y si z < xy entonces f'(xz) < 0, por los
ejercicios 20 y 21 de la pagina 217, f es estrictamente creciente a la
derecha de x( y estrictamente decreciente a la izquierda de xy, por lo
cual f(xy) es un minimo relativo.

Repitiendo este razonamiento se prueba b). B

Ejemplos:
1. Encontrar los maximos y minimos relativos de

f(z) = 2® — 182 + 962 + 5.

Solucién: f'(z) = 32% — 36z + 96
f(x)=0&3(2?-122+32) =0 2=46x=38
F7(z) = 61 — 36

f"(4) = —12. Asi, f(4) = 163 es un maximo relativo.
f"(8) = 12. Luego, f(8) =133 es un minimo relativo.
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2. Si f(x) =2" —rz+k donde r > 0y r # 1, entonces;

a) Si 0 <r <1, f tiene un maximo relativo en 1.
b) Si 1 <r, f tiene un minimo relativo en 1.

Demostracion: f'(z) = ra"™' — r, claramente f'(1) =0
f'(x) =r(r—1)a"*

) =r(r=1)
a)Si0<r<1,—1<r—1<0porloquer(r—1)<0. Conforme
al Teorema 3.5.2, f(1) es un maximo relativo.
b)Sil<r,0<r—1porloque0<r(r—1)yasi f(1)esun
minimo relativo. B

Determinar a, b y ¢ € R tal que f(z) = az? + bz + ¢ tenga en 1 un
maximo relativo igual a 7 y la gréfica que pase por (2, —2).

Solucion: f(l)=a+b+c=7
fl(x) =2azx+b

f'(x) =2a

ff(1)y=2a+b=0
f'(2)=4a+2b+c= —-2.

Asi las condiciones del problema se traducen en el siguiente sistema
de ecuaciones

a+b+c=7 20a+b=0, da+2b+c= -2
que tiene la soluciéon a = —9, b =18 y ¢ = —2. Como
f'(1) = 2a = 2(—9) = —18,

f(x) = —92% + 18z — 2 es la funcién buscada.

Los siguientes son algunos ejemplos que pretenden mostrar cémo

pueden emplearse los resultados sobre maximos y minimos en la solu-
cion de algunos problemas practicos.
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Ejemplos:

1. Se cuenta con material para hacer una cerca de longitud [ metros,
se desea cercar un potrero de forma rectangular. ;Qué dimensiones
debe tener el potrero para que el drea sea maxima?

Solucion: Sea x y y las dimensiones del potrero, el area es por

tanto A = = - y. Por otra parte x +y = %, asi que y = L —

2

entoncesA:x(%—x):%x—xZ, A,(l‘):%—Z'L‘:O{:};E:%,

A"(z) = =2 < 0 por lo tanto A" (£) < 0 teniéndose que A (L) es
méximo, como g +y = 5, y = § con lo que x =y = {. El terreno

debe ser cuadrado.

2. Un productor vende cierto articulo a distribuidores a $ 20 cada
uno si le piden menos de 50; si le piden 50 o mas (hasta 600) el
precio por articulo se reduce a razon de 2 centavos por el nimero
pedido. ;Cudl es el tamano del pedido que produce mayor cantidad
de dinero al productor?

Solucion: Analicemos inicialmente el caso en que el nimero de
articulos es menor que 50, si x representa esta cantidad, el producto
por la venta es 20z que es menor que (20) - (50). Si 50 < z < 600,
el precio por cada articulo es 20 — 0.02x por esto el ingreso por la
venta de estos articulos es:

I(x) = (20 — 0.02z)x = 20z — 0.022>

20
I'(z) =20— 0.0dz =0 & 2 = —— = 500
(@) ! 004
I"(z) = —0.04, asi I"(500) < 0 por lo cual, I(500) = 10,000 es el
maximo ingreso.

3. Se va a construir un silo coronado por una semiesfera (es decir, un
cilindro sobre el cual se monta una semiesfera). Supéngase que los
costos del material y de la mano de obra por metro cuadrado del
piso, de la pared y del techo son $ 500, $ 1200 y $ 1500 respectiva-
mente. Determinar las dimensiones mas econémicas, si el volumen
total es de 427507 metros ciibicos.
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Solucion: Si x es el radio del cilindro y por tanto del piso y por
tanto del techo, la superficie del piso es 722, la del cilindro (27x)h
y la de la esfera 4waz?; Asi el costo por la construccién del piso es
722 Py, de la pared (2rzh)P, y del techo 47?2 P3, siendo el costo
total

C(z, h) = ma* P, + (27xh) Py + 472° Ps.

El dato de que el volumen del silo debe ser V' permite tener a C

. . . 2
como una funcién de una sola variable, pues si V = 7z?h + gmc?’

2
despejando h de aqui se tendrd que h = — — gx y con esto que
T

Vo2
C(r) = m2°P + 27z (—2 - §x> Py + 4m2? Py

4
= rPz® + (— - —mv ) P, + 47 P

2V
= <7TP1 — —7('P2 + 47('P3> x? —|— Kax?+ .

C”(\S/g) > 0.

%
4 7 . . . 3
Asi el costo es minimo si el radio es £ = {/ —

7
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4. Una cerca de 8 mts. de altura colocada al nivel del piso corre
paralela a un edificio alto. La cerca se encuentra a un metro del
edificio. Encuentre la longitud de la escalera mas corta que pueda
colocarse en el suelo y recargarse en el edificio por encima de la
cerca.

Solucion:

Figura 3.37

De la Figura 3.37, los triangulos OPS y OQR son semejantes, asi

que
y Vo2 +64

r+1 T

o equivalentemente

3 — 64
y':(i>:0<:>x:

Compruebe que y” evaluada en x = 4 es positiva, con lo que la
longitud de la escalera mas corta es:

/16 + 64 )
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5. Se traza una recta desde el punto (0, a) hasta el eje horizontal y
desde ahi al punto (¢, b) como en la Figura 3.38. Demostrar que la
longitud total es la minima cuando los angulos v y [ son iguales.

Solucion:
Y A
(c,b)

(0,a)

(x,0)

Figura 3.38

La longitud total estd dada por:

L(z) = Va2 + a2 + /0 + (c — x)?

() = r c—x
va?+ x? b2+ (c — x)?
T c—x

L'(z)=0 &cos a=cos fea=[

< =
Vat+a? /0?2 + (c — 1)?
por ser angulos agudos.

Los teoremas estudiados en esta seccion, permiten decidir sobre los
maximos y minimos relativos; en ocasiones, por la naturaleza del pro-
blema, alguno de estos valores coinciden con el maximo de la funcién o
bien con el minimo de la funcién en todo su dominio (ver la Definicién
2.7). Tal ha sido el caso en los problemas de aplicacién, pero en general,
estos, bien pueden no existir. No obstante cuando la funciéon se estudia
y es continua en un intervalo cerrado, se puede afirmar lo siguiente.
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Teorema 3.5.3 Si f : [a, ] = R es continua y f(zy) es el mdzimo de
f, entonces:

a) zo € (a, b) y f'(x0) =0 0

b) xo € (a, b) pero f'(xy) no existe o

c) xy=a o xy=Dh.

No ofrece dificultad la demostracién de esta afirmacién (use el Teorema

3.4.2).

Ejemplo. Hallar la distancia mas larga y mds corta del punto (1, 7) a
la grafica de la funcién f(z) = 7+ /100 — 22

Solucion: La distancia de los puntos de la gréfica de f al punto (1, 7)
estd dada por

da) = /(@ — 1) + (T + /100 — 22 - 7)?

=/(z — 1)2+ 100 — 22 = /101 — 2.
2
2/101 — 2z’

d' nunca es cero y d' si existe para z € (—10, 10). Asi que, conforme al
teorema, el maximo y minimo debe alcanzarse en los extremos.

d(—10) = /121 =11,  d(10) =9,

son el maximo y el minimo de d, respectivamente.

d(r) =—

Ejercicios 4.

1. Encuentre los puntos criticos de las siguientes funciones y determine
su naturaleza (encuentre el maximo y el minimo, si existen).

a) f(z) = 2" + 327, , d) f(z) = (v - é)Q(ﬁ - 3)%5,
b) f(x):x2+x—|-;, e) f(x):x2+;.
, 16

c) flx) == T
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2. Para cada una de las siguientes funciones, identifique los puntos

criticos y determine su naturaleza, halle el (los) médximo(s) y el
(los) minimo(s) de cada funcién en el intervalo indicado:

(a) f(z)=a%—2>—8x+1  sobre [-2, 2],

b) flz)=2>+z+1 sobre [—1, 1],

(C) f(fL') = ﬁ sobre |:—%, ]_:| y

(@) fl) = sobre {—1, %]

() f(&) = 5— sobre [0, 3],

) f(z) =z —2| en el intervalo [1, 5],

(g) f(x)=15— 3z en el intervalo [0, 3],
(h) f(x) = [bz] en el intervalo [—;, 4] :

Sea a el radio de un semicirculo. Encuentre las dimensiones del
rectangulo inscrito de area maxima, si se requiere que dos de los
vértices del rectangulo estén sobre el didmetro.

Una pieza larga y rectangular de lamina de 30 cms. de ancho va
a convertirse en un canal para agua doblando hacia arriba dos de
sus lados hasta formar angulos rectos con la base. ;Cudl debe
ser el ancho de las paredes dobladas para que el canal tenga una
capacidad maxima?

Demuestre que el rectangulo de area maxima con perimetro dado
p es un cuadrado.

La resistencia de una viga de seccion rectangular es directamente
proporcional a su ancho y al cuadrado de su altura. Encuentre
las dimensiones de la viga mas resistente que pueda cortarse de un
tronco cilindrico de radio a.

Al girar un rectangulo alrededor de uno de sus lados se genera un
cilindro circular recto. ;Si el perimetro P del rectangulo esta dado,
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cuales son las dimensiones del rectangulo que genera al cilindro de
maximo volumen?

A la 1:00 P.M. el barco A se encuentra 30 millas al sur del barco B
y viaja hacia el norte a 15 millas por hora. El barco B viaja hacia
el oeste a 10 millas por hora. ;A qué hora serd minima la distancia
entre los dos barcos?

Una compania de bienes raices es duena de 180 apartamentos que
se ocupan en su totalidad cuando la renta es fija en $3000.00 men-
suales, la compania calcula que por cada $100.00 de aumento en la
renta se desocupan 5 apartamentos. ;Cudl es la renta mensual con
la que la compania obtendra el mayor ingreso bruto?

Se va a partir un alambre de 36 cms. de largo en dos pedazos.
Uno de los pedazos se dobla para formar un tridngulo equildtero y
el otro para formar un rectdngulo dos veces més largo que ancho.
.,Como debe partirse el alambre para que el drea combinada de las
dos figuras sea, (a) minima, (b) méxima?

Un recipiente metdalico sin tapa con extremos semicirculares debe
tener una capacidad de 1287 pies ciibicos. Determine su radio r y su
longitud h si se requiere que el recipiente tenga la menor capacidad
de material en su construccion.

Muestre que, de todos los tridngulos con perimetro dado, el
triangulo equildtero posee el drea méaxima.

Probar que si p > 1y x > 0, entonces 2 — 1 > p(z — 1).

Dados n numeros fijos aq, as, ..., a,, determinar x de modo que
n

S (a; — x)? sea minimo.

i=1

Dos pasillos de anchura respectiva a y b se encuentran formando un
angulo recto. ;Qué longitud maxima puede tener una escalera de
mano para poder ser pasada horizontalmente de uno a otro pasillo?
(Fig. 1 de la Figura 3.39).

Demostrar que la suma de un nimero y su reciproco es por lo menos

dos.
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Se dobla el angulo inferior derecho de una hoja de papel de modo
que toque el lado izquierdo, tal como se indica en la Fig. 2 de la
Figura 3.39. Sila anchura de la hoja de papel es a y la hoja es muy
larga, demostrar que la longitud minima de la senal del doblez es
3v/3a

4
Se desplaza un angulo recto a lo largo del didmetro de un circulo

de radio a, ver Fig. 3 de la Figura 3.39. ;Qué longitud maxima
A + B puede ser interceptada por el circulo?

n
Hallar el valor minimo de f(z) = ) |z —a;| si a1 < ag < -+ < ay.
i=1

Sea a > 0. Demostrar que el valor maximo de

1 1
r)= +
/() I+ x| 14|z —al

24+a

es (puede hallarse por separado la derivada en (—oo, 0),

+a
(0, a), (a, +00)).

Una bateria tiene una fuerza electromotriz de E voltios y una re-
sistencia interna de r ohmios. Cuando se conecta a una red con una
resistencia R. La corriente = (amperios) que fluye a través de R es

r = —— y la potencia P (vatios) llevada a la red es P = z*R.

., Qué valor de R maximiza la potencia? Sugerencia: consultar con
el profesor Dey.

€«

|
<“a—> I Fig.3
Fig. 2!

Figura 3.39
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56

3.6 Graficas de funciones

Recordemos que la grafica de una funcién de R en R es un subcon-
junto de R? es decir, podemos pensar que la grifica de una funcién real
de variable real es un conjunto de puntos en el plano. En esta seccion
presentaremos las razones que justifican que la grafica de una funcion se
“dibuje” de cierta forma en el plano. En secciones anteriores hemos in-
dicado como ciertas propiedades de las funciones producen ciertas carac-
teristicas en la grafica de una funcién, por ejemplo:

— Si f es par, la grafica de f es simétrica con respecto al eje y.

— Si f es impar, la grafica de f es simétrica con respecto al origen.

— Si f es periddica de periodo k, bastara estudiar la funcién en un
intervalo de longitud &, partir R en intervalos de longitud £ y repetir
su grafica en cada uno de estos intervalos.

— Si f tiene un maximo local en zy, (zo, f(x9)) es la cima de una
loma de la grafica de f.

— Si f tiene un minimo local en xg, (xg, f(x)) es el fondo de un valle
de la grafica de f.

— Si f es asintotica a la recta [, la grafica se acerca a [ “por arriba o
por debajo”.

— Si f es creciente en un intervalo I y a, b € I con a < b, la gréafica
de f es una cuesta que va del punto (a, f(a)) al punto (b, f(b)).

— Si f es decreciente en un intervalo [ y a, b € I con a < b, la gréafica
de f en el intervalo [a, b] es una pendiente que baja de (a, f(a)) a

(b, f(b)).

Ahora bien, si f es creciente en un intervalo I y a, b € I, pongamos
atencién en los siguientes casos:
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YA A graficade g
‘géﬁca deg 1B, /(b))

I(b,f (b)) :
! |
: (@.f(@) :
grafica de f'V | 1 |
P f@ ! grifica de /1 |

] ] > ] ] >

¢ b X a b X

Figura 3.40

(Andlogos casos se puede observar cuando la funcién es decreciente).
b) —
sen gf2) = 1010,
—a
que pasa por (a, f(a)) y (b, f(b)). La diferencia que hay entre los casos
a) y b) es que:

x —a)+ f(a). La gréifica de g(z) es la recta

g(x) > f(z) Yz €la, b], en el casoa)y
g(x) < f(x) Yz € [a, b], en el caso b).

Estas condiciones se pueden llevar a las siguientes expresiones:

o) 2 f@) o e lo, 8] & PO o) 4 p) > ) ve e o, 0]
g@) > f(2) V€ [a, b & [f(bl)) - g(“) > f(“"”i - i(“)vx € (a, b)] |

(3.14)
También:

g(z) < f(2)Vz € [a, b] & {f(b) —fla) _ J(@) _f(“)} . (3.15)

b—a T —a

A las funciones como f que cumplen en I la propiedad (3.14) para
cualesquiera puntos a, b € I, las llamamos funciones convexas en I. Para
precisar:

Definicién 3.6.1 Una funcién f es convexa en el intervalo I si dados
a, b€ I, cona<b, se tiene:

vo e (o), TE = I0) _ F0) = f(0)

T —a b—a
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Ejemplos:

1. Sean f(x) =%y I = (0, 1). La funcién f es convexa en I, ya que
sia,be I, cona<byx € (a,b), entonces
f(x) = fla) 2% —a® v —a’ _ f(b) = fla)

=rx+a<b+a= =
T —a T —a b—a b—a

Por lo tanto f es convexa en I. La gréafica de f es:

AY
l -
graficade f
=
Figura 3.41
2. Sean f(r) =|z|e I =[—1, 1] . La funcién f es convexa en [—1, 1]

(ver ejercicio 1). Note usted que f no es creciente en [—1, 1] y que
no es derivable en 0. Esto ejemplifica el hecho de que la convexidad
no es una propiedad exclusiva de funciones crecientes o derivables.

A las funciones como f que cumplen en I la propiedad (3.15) para
cualesquiera puntos a, b € I, las llamaremos funciones céncavas en I.
Mas formalmente tenemos:

Definicién 3.6.2 Una funcién f es concava en el intervalo I si dados
a, b€ I, cona<b, se tiene:

f@0) = f@) 1) = fla)

T —a b—a

Va € (a, b),

Ejemplo: Sea f(z) = z®, I = (—1, 0). La funcién f es concava en I, ya
quesia, be I, cona<byx € (a,b), entonces
f) = fla) b —d’ 2’ —a’ _ f(z) - f(a)

= = b’+ab+a® < 2’+ar+a’® = =
b—a b—a T —a T —a
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(en la desigualdad se usa que a, b y x son negativos).

Observaciones:

1. Una funcién f es céncava en I si y sélo si (—f) es una funcién
convexa en [ (ver ejercicio 2).

2. En algunos textos a las funciones convexas les llaman funciones
concavas hacia arriba y a las funciones céncavas les llaman fun-
ciones concavas hacia abajo.

Ahora trabajaremos las propiedades anteriores para funciones deriva-
bles. Aceptamos que esta restriccion es una pérdida de generalidad, pero
. algo es algo. Comencemos demostrando un teorema que caracteriza
la convexidad de una funcién derivable a partir de la monotonia de su
funcién derivada. Para esto probemos el lema siguiente.

Lema 3.6.1 Si f es derivable en un intervalo I, f' es creciente en I y
a, b € 1, son tales que a < b y f(a) = f(b), entonces

Vo € (a, b) : f(z) < f(a).

Demostracion: Como f es derivable en I, es continua en [a, b] y por
ende, alcanza su maximo en [a, b]. Si f alcanza su maximo en a o en b,
el resultado es claro. Veamos que no puede ser de otro modo. Si f no
alcanza su valor maximo en @ o en b, existe z; € (a, b) tal que f alcanza
su valor maximo en z;. Asi, por el Teorema 3.4.2, f'(z;) =0, 1 > a
y f(z1) > f(a). Por el Teorema del valor medio, existe x5 € (a, 1) tal

que
flzy) — f(a).

f(w2) =

Por lo tanto f'(x9) > 0 > f'(z1) pero xs < 1 y esto contradice el que f'
sea creciente. W

Teorema 3.6.2 Si f es derivable en I, entonces [ es convexa en I siy
solo si f' es creciente en 1.
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Demostracion: Supongamos primero que f es convexa en I. Sean a,b € T
tales que a < b. Como f es convexa en I,

f(@) = fla) _ £(0) = f(a)

T —a - b—a

Vz € (a,b) :

Pero, por el ejercicio 3, pagina 257,

f(b) ~ fla) _ flx) = f(b)

b—a - x—0b
Entonces:
f'(a) — lim f(l') B f(a’) S f(b) B f(a’)
t—at T —a b—a
y

: fz) = f(b) _ f(b) — fla)
A
Asi que f'(a) < f'(b). Asi pues, [’ es creciente.
Inversamente, supongamos que f’ es creciente en I.
Sean a, b € I. Definimos

1) = f(@) - 10T,

Como f"y T' difieren sélo por una constante, entonces T" es creciente.
Ademas

T(a) = f(a) = T(b)

y podemos aplicar el lema anterior a la funciéon T para concluir que

T(z) <T(a)
para toda z € (a, b).
Por lo tanto
vr & (a,0): f) ~ PO )~ 1) < (@) = (0
y entonces
e o D10 10— 1@)

es decir, f es convexa en I. Wl

Como el lector seguramente ya sospecha, se vale el siguiente resultado.
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Teorema 3.6.3 Si f es derivable en el intervalo I, entonces f es
concava en I si y solo si ' es decreciente en I.

Demostracion: Ejercicio 4, pagina 257. B

Si existe f” en I, tenemos los siguientes resultados:

Teorema 3.6.4 Si f"(x) > 0, para cada x € I, entonces [ es convera
en 1.

Demostracion: Si para toda x € I, f”(x) > 0, entonces f' es creciente
en I y por el Teorema 3.22, f es convexa en . B

Teorema 3.6.5 Si para cada x € I, f"(x) < 0, entonces f es concava
en I.

Demostracion: Si para cada x € I, f"(x) < 0, entonces f’ es decreciente
en I y por el Teorema 3.23, f es concava en 1. l

Sabemos que f(zq) es un méaximo local de f si f es creciente “antes”
de g y decreciente “después” de x (ver ejercicio 22, pagina 217 y Defini-
ci6n 3.5.1) y que algo andlogo sucede en los minimos locales. Ahora
estamos interesados en los puntos zy en donde una funcién es concava
“antes” de xy y convexa “después” de xy o viceversa.

Definicién 3.6.3 Si f esta definida cerca del punto xg, diremos que xg es
un punto de inflexién de f si se cumple alguna de las dos proposiciones
siguientes:

i) Existen a, b € R tales que xy € (a, b) y f es convexa en (a, xo) y
concava en (g, b) (ver la parte a) de la Figura 3.42).

ii) Existen a, b € R tales que zy € (a, b) y f es céncava en (a, ) y
convexa en (zo, b) (ver la parte b) de la Figura 3.42).

De esta definicién y de los teoremas 3.6.2-3.6.5, se deducen facilmente
los siguientes teoremas.
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\:\Y AY

Q__
(3] Sp——

= 4

~

ISy

OR
-

=V

a) b)

Figura 3.42

Teorema 3.6.6 Si f es una funcion definida cerca de un nimero real
xy y existen a,b € R tales que xy € (a,b), f es derivable en (a, zo)U(xg, b)
y una de las siguientes proposiciones se cumple:

a) [’ es creciente en (a,xq) y decreciente en (xg,b), o

b) f' es decreciente en (a,xq) y creciente en (xg,b), entonces xq es un
punto de inflexion de f (ver ejercicio 10).

Teorema 3.6.7 Si f es una funcion definida cerca de un numero real
zo y existen a,b € R tales que xo € (a,b), f" existe en (a,x) U (9,0) y
una de las siguientes proposiciones se cumple:

a) (Vx € (a,x0): f'(x) >0) y (Vz € (x9,b): f"(x) <0), o
b) (Vz € (a,x9): f"(x) <0) y (Yo € (x,b): f'(x) >0),

entonces xy es un punto de inflexion de f (ver ejercicio 11).

En palabras coloquiales, este teorema dice que si en xy cambia el
signo de la segunda derivada, entonces x, es un punto de inflexion de
f. De aqui no se deduce que si xy es un punto de inflexiéon de f, en-
tonces f"(z9) = 0, ya que puede ni siquiera existir f”(xy) (ver ejercicio
8). Pero si xy es un punto de inflexién de f y f"(zp) existe, entonces,
efectivamente, f”(zy) = 0, como muestra el siguiente teorema.

Teorema 3.6.8 Si xy es un punto de inflexion de f y si f"(xy) eziste,
entonces f"(xo) = 0.

Demostracion: Como x( es un punto de inflexién de f entonces tenemos
i) 01ii) de la Definicién 3.6.3. Sipasa i), f es convexa en (a, zy) y concava
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en (zo, b) para algunos a, b € R. Podemos suponer que f es derivable
en (a, b) (porque para que exista f”(xg), f’ debe estar definida en una
vecindad de zq). Asi que f’ es creciente en (a, xp), decreciente en (xg, b)
y continua en zy. Por consiguiente f'(zg) es un maximo de f’ en (a, b),
con lo que f"(zq) = 0.

Si pasa ii), se procede andlogamente. l

Este teorema nos dice que los puntos x en los que f”(z) = 0 son
buenos candidatos a ser puntos de inflexién de f. Sin embargo, existen
funciones f para las que f”(z) = 0 en algiin xj y este punto no es punto
de inflexién de f. Por ejemplo si f(z) = 2% y 29 = 0 (ver ejercicio 7).
Mas atin; puede suceder que para una cierta funcién f, f”(zo) no exista
y sin embargo x, sea punto de inflexién de f (ver ejercicio 8).

\Y
graficade f(x) Ox*
) "cerca"de 0
f I: X
0 » 1
Figura 3.43

Con todo lo anterior obtenemos un procedimiento para graficar fun-
ciones. Dada una funcion f, hay que determinar:

1. Si f es par, impar o periddica. En los dos primeros casos basta
estudiar la funcién para x > 0; si f es periddica, basta estudiar la
funcién en un intervalo de longitud igual al periodo de f.

2. Determinar los puntos en donde la funcién f no estd definida y si
estd definida f cerca de dichos puntos, estudiar el comportamiento
de f cerca de ellos.

3. Determinar el comportamiento de f para |z| muy grande (es decir,
investigar lim f(z)y lim f(x)). Estudiar las asintotas, si las hay.
T—>00 T—>—00

4. Hallar los puntos criticos de f y los intervalos en donde f es cre-
ciente o decreciente (si f es derivable, basta estudiar el signo de
f'). Hallar los méximos y minimos locales.
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5. Determinar los intervalos en los que f es céncava y los intervalos
en los que f es convexa y hallar los puntos de inflexion.

6. Si es posible, hallar los puntos x en los que f(z) = 0y calcular las
imagenes de algunos puntos clave: el cero, los maximos y minimos
locales y los puntos de inflexion.

Ejemplos:

2
., T —2r + 2
1. Graficar la funcién f(z) = — 1
"L‘ J—
No es dificil percatarse de que f no es par, ni impar, ni periddica.
f no esta definida en 1, pero
> —2x+2

li = lim —— = = foo.
Jim f(w) = lm —-— oo

En cambio lim f(z) = —oo porque lim 2> -2z +2=1>0y

r—1~ r—1~

Para examinar el comportamiento de f cuando |z| se hace grande,
escribimos:

22— 2z + 2 1
=—=x-1 .
f() r—1 o + z—1
De aqui se obtiene que lim f(xz) =00y que lim f(z) = —oc.
T—00 T——00

También se observa que la recta y = x — 1 es una asintota de f pues

, z 1 J—
Jim /(@) = (z =] = Jim -=7 =0
e incluso 1
Jm £(e) = (@ = 1)] = m_——5 =0

1
Como f(z) — (x — 1) > 0 si y sélo si 1 > 0siysélosiz > 1, la

grafica de f estd por arriba de la recta y = x — 1 si x > 1 y por debajo
delarectay=x—1siz <1.
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Para hallar los puntos criticos de f, derivemos:

o (e=1D)R2r—-2)— (2 —20+2) z(z—2) 1
fw) = (@—1) BN (@—1)2

Por lo tanto f'(x) = 0 siy s6lo si z =0 o x = 2. Los puntos criticos de
f son 0y 2. Estudiemos el signo de f:

flz) >0 2(z—2)>0A N #1&
Slz>0AN2x2=2>0 V (<0 Az—-2<0)] ANz#l
Sr>2 Ve Ae#lsz>2V x>0
&€ (—oo, 0)U (2, 00).

Por consiguiente
fllz)<0&ez#1 A ze(0,2)]exe(0,1)U(l,?2).

De aqui, f es creciente en los intervalos (—oo, 0) y (2, 00), mientras que
f es decreciente en los intervalos (0, 1) y (1, 2). Se colige entonces que
f(2) es un minimo local y f(0) es un maximo local de f. Estos hechos
pudieron haberse deducido a partir de la segunda derivada, como ustedes
recordaran; veamos como:

fi(@) = @—1)F (@-1%

asi que
"(0) = -2 < 0= f(0) es un maximo local de f
f"(2) = 2>0 = f(2) es un minimo local de f

(por el Teorema 3.5.2).
Ya que tenemos la segunda derivada, usémosla para estudiar la con-
cavidad y la convexidad de f:

fx)>0e (x—1P° >0z > 1.

Asi pues, f es convexa en (1, co). Por supuesto, serd concava en (—oo, 1).
Entonces el iinico punto de inflexién de f es x = 1.
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Los resultados de toda esta investigacion, para mayor comodidad,
pueden ser incluidos en una tabla como la siguiente:

z  |(—o0, 0) 0 (0, 1) 1
f'(x) + 0 — no existe
I (x) - - - no existe
f(z) |/ Céne. |—2, méx. L. | \, Cénc | N.D.; P.I

x (1, 2) 2 (2, +00)
f'(x) - 0 +
f"(@) + + +
f(z) | ¢ Conv. |2 min. L. |~ Conv.

Donde:

C. Cénc significa — crece céncavamente;

max. L. — méximo local; ~\, Cénc — decrece cdncavamente;
N.D. — no definida; P.I. — punto de inflexién;

N\, Conv — decrece convexamente; min. .. — minimo local y

" Conv. — crece convexamente.

Con estos resultados y tomando en cuenta las asintotas, construimos
la grafica de la funcién (Figura 3.44).

Y A

graficade f

Nrecta yOx0O1

.
grafica de f

~ Y

Figura 3.44

2. Graficar f(z) =12+ 22% — 2%,
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Como f es par, basta estudiar su grafica para x > 0. En todos
estos puntos f esta definida. Por otro lado,

Hallemos los puntos criticos de f en [0, 00).

[f"(x) =0 A >0/ <42 —42° =0 A 2>0
Sr=0V[1-2°)=0A2>0&2=0V r=1.

0 y 1 son, entonces los puntos criticos de f en [0, oo). Ahora bien:
[f'(x) >0 A 2>0] & [4z(1 —2?) >0 A x>0

Sr>0A1-22>02>0 A (-1<z<1)]
S0<r <.

Por lo tanto, f es creciente en (0, 1) y serd entonces decreciente en
(1, 00). Asi, f(1) es un maximo local.

[f"(z) =4—-1222>0 A >0/ < [1-32>>0 A x> 0]

1 1
& (1> 322 /\:1720)<:><——<x<— /\x20>

sae o).

Entonces f es convexa en [0, %) y serd concava en (%, oo). Asi,

- %
5

% es un punto de inflexion.

Resumamos en la tabla siguiente:

x 0 0, %) 7 (5 1) 1 (1, +0)
f'(x) 0 + + + 0 -
I () + + 0 — — —
f(z) |12, min.L. | ~ Conv [52, PI | ~Céc. [13, mix. L. [\, Cénc.
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Por tltimo, veamos en qué puntos f se anula:
[f(z) =0 A >0l [12+22° —2"=0 A x>0

-2+ /4 +48
& [x2—2+ A xZO}

S @' =1+VI3 A x20)<:>(x: 1+\/13%2.15>.

La grafica de f, para x > 0, se senala a continuacién con la linea
gruesa continua (ver Figura 3.45).

\ ke

10413

Figura 3.45
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Por simetria con respecto al eje Y (pues f es par), hemos podido
“completar” el dibujo de la grafica de f. La parte de ésta para x < 0, se
ha trazado con linea punteada.

3. Vamos ahora a graficar la funcién f(x) = cos = :
Como para toda x € R cos x = cos(—z), f es una fucién par, por
lo que es suficiente estudiarla para x > 0. jAhl... pero cos x es
una funcién periodica, de periodo 27, asi que basta estudiarla en
el intervalo [0, 27].

En [0, 27], f estd definida y es continua.

Ahora bien, f'(z) = —senz y por lo tanto

fllxy=0 AN zel0,2r]&2=0V z=7 V z=2r.

Estos son puntos criticos de f. Como, para toda =z € (0,m),
senz # 0 y es continua en (0, 7),
Ve e (0,7): senx >0V Ve € (0,n): senz <0

us

(ver ejercicio 19, pag 19). Como sen > 0, senz es entonces
positiva en (0, ). Del mismo modo se demuestra que senz es
negativa en (m, 27). Asi:

V€ (0, ), f'(x) < 0= f es decreciente en (0, 7) (estrictamente)
Vi € (m, 27), f'(x) > 0= f es creciente en (m, 2m) (estrictamente).

También se concluye que f(0) es un maximo local, f(m) es un
minimo local y f(27) es un maximo local de f en [0, 27].

Pasemos a la segunda derivada. Sabemos que f”(z) = — cosz. Pero:

T 37
—cosxr >0 & cosz<0&szxe — .

2" 2
Por eso f es convexa en (%, 37”) y concava en (0, %) y en (37”, 27r). Los
puntos 7y 37” son los puntos de inflexion de f.

He aqui la famosisima gréfica de f(z) = cos = (lo que hicimos para
[0, 2], se va repite y repite):
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Figura 3.47

4. He aqui la gréfica de la funcién f(z) = sen z : ~Figura 3.47-

Se parece mucho a la grafica de cos x ;verdad? De hecho es la
grafica de y = cos z pero trasladada una distancia de 7 en la
direccion del eje positivo X. Esto se justifica por el hecho de que
para toda x € R, sen (SL‘—|— %) = cos x. Pero si se hace un
analisis de la grafica de senz con los resultados de esta seccion,
comprobaremos que sen z es estrictamente creciente en (0, g) y en
(37”, 27r) porque su derivada, cos x, es positiva en esos intervalos;
en cambio es estrictamente decreciente en (%, 37”) pues cos x es
negativa alli. La funcién senx es céncava en (0,7) y convexa en

(7, 2m) ya que
f"(x) = —senz >0 & senx < 0 & x € (7, 27).

Los puntos de inflexién son 7 y nada més (jclaro!, en el intervalo
[0, 27]). Como senzx es periédica de periodo 27, basté hacer este
analisis en [0, 27] para tener toda la gréfica.

5. Veamos cémo es la tangente. Sea g(r) = tanx
sen x

Como tanz = , g es periddica de periodo 27. Més a1in,

sen (z+m) —senz  senx
tan(z + ) = = = = tan z.
cos(z+m) —cosx  CcoOsSx
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Por consiguiente, tan x es periddica de periodo 7, asi que restrin-
giremos nuestro estudio al intervalo [0, 7].

Para comenzar, g no estd definida en 7/2 pues cos 5 = 0. Pero

, , senx
lim tanz = lim = 00,
=37 z—37COS T

pues para toda x € (0, %) , senx >0y cos x> 0. También

lim tanz = —o0
mﬁ%+

pues para cada x € (%, 7r) , senx > 07ycosz<O0.

Analicemos la primera derivada:

1

tan’ x = sec? = —
cos? x

es siempre positiva, lo que implica que g es estrictamente creciente
en [0, %) y en (%, 7r] y no hay puntos criticos.

Por otro lado,

2
tan” x = % para cada = € (0, ) — {7/2},

lo que implica que tan z es céncava en (%, 7r) y convexa en (0, %)
y 5 es un punto de inflexion.

La gréfica de ¢g(r) = tan x, queda:

” “ y A

=Y

______TT____'
&
NN
N
=N
(mm)

I

|

|

|

|

I |

| 1

7

’ ! ’ |
I |

I |

I |

|

|

I

Figura 3.48
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6. Sea f(z) = a* — 222 + 1.
La funcién f es par, asi que sélo la estudiaremos en R, U {0} =
[0, 00). En dicho intervalo f es continua y

2 1
lim f(z) = lim 2* <1——+—> = 00.

Como f(z) = (22 —1)?, f'(x) =4x(z* —1).  Por eso, si x > 0,
fllr) =0 (2=0V 2?=1)s(z=0V z=1).

Los numeros reales 0 y 1 son entonces los puntos criticos de f en
[0, 00).

1
/! (§> <0=Vze(0,1): f(z) <0 (pues f" es continua en (0, 1))
f'(2)>0=Vz e (1,00): f'(x) >0 (pues f" es continua en (1, 0)).
Por consiguiente, f es estrictamente creciente en (1, 00) y estric-

tamente decreciente en (0, 1). Asi, f(0) es maximo local y f(1) es
minimo local.

Pasemos a la segunda derivada: f"(z) = 1222 — 4 = 4(32? — 1).
Asi que, si x > 0,

f"r)=0&32"-1=0&1=

b
NG

Todo esto implica que

Vo € (0, %) :f"(z) >0 <pues /" es continua en <0, %)) :

ffy=4-2>0 =
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1
Vo € (—

,o00 ) f"(x) >0 ( ues " es continua en (
1

1
—,00]) ).
Asi, f es concava en (O, %) y €s convexa en (—

VL oo) El nimero
real % es un punto de inflexién de f.
La grafica que obtenemos es:

\

\ YA
\

\

\

\

//
! ’
\ ’
\ /7 1
S 1 >»
0 5 1 X
Figura 3.49

7. Sea f(x) = v/2* — 3z + 2.

La funcién f estd definida, es continua en R y se puede escribir
como:

3 2
flz)=2"{/1 - p + et
Por consiguiente,

lim f(z)

=ooy lim f(z)=—-00
T—00 T—>—00
Mas aun,

Q}Lrgo(f(x) —z) =lim, <

3 2
3
vl‘ﬁ+ﬁ‘1)
1

3 2
e
— 1 z2 3
_mll)ngol‘ 3 2 2 3 2
@1—p+ﬁ>+31—p+ﬁ+1
3 2
-3 4 2
= lim 2 o = 0.
m—)oo(sl_m%_F%) 4
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Por lo tanto, la recta y = x es asintota a la grafica de f. Se puede
demostrar también que

lim (f(x) —x)=0.

T—r—00
Ahora bien,
3 2 2
1—ﬁ+ﬁ<1<:>(x<0vgv>§).

Por eso, f(x) —x > 0 para « < % y f(z)—2<0 para & > % Para
convencerse de estas afirmaciones, use la expresion: f(z) —x =

x(,3/1—%+%—1).

Entonces la grafica de f se va acercando a la recta y = x, pero por
debajo de ella cuando x tiende a oo y por arriba de ella cuando x
tiende a —oo0.

Por otro lado,

2?2 -1 r—1)(z+1
P ISR G2
/(23 — 32+ 2) {/(($—1)2($+2))2
B r+1
V=Dl —2p
y esta expresién no estd definida para x = 1 ni para z = —2.

El tnico punto critico es —1. También se tiene:

a)z>1= f'(x) > 0= fescreciente en (1, co) y lim f'(z) = oo.
z—1

b) -1 <z < 1= f'(x) <0 = f es decreciente en (—1, 1) y
lim f'(z) = —o0.

17

¢c) 2 <x < —-1= f(r) >0 = f es creciente en (-2, —1) y
lim_f'(z) = co.

i, fle) =0

d) z < =2 = f'(r) > 0 = f es creciente en (—o0, —2) y
lim f'(z) = oc.

T——2"
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De a), ¢) y d) se obtiene que f es creciente en (—oo, —1) U[1, 00)
(recordar que f es continua en 1y en —2 y por eso f es creciente
n [1, 00), en (—oo, —2] y en [—2, —1)).

La funcién f es decreciente en [—1, 1]. De todo esto se obtiene que
f(=1) es un maximo local y f(1) es un minimo local (aunque f’ no
exista en 1).

Como lim f'(x) = oo, en —2 hay “tangente vertical”.

r+1
come o) = ara ara r # —2,
" VoDt # 1y para x #
fll(x) _ {”/(x — 1)(1‘ — 2)2 _ (l‘ + 1) (2?();1;2)( )+(I+2) >
{”/((x - 1)(x — 2)2)2

V=1 +2)? = (z—1) (ﬁ)
(@ =1 —2)?)?

—2(xz +2)

V(@ =D +2)"

Por lo tanto
") >0 (=2(x+2)>0Ax#—-2An#+1)
S@+2<0ANx#£-2An#+1) < 2.

Entonces f es convexa en (—oo, —2) y es céncava en (—2, 1) y en

(1, 00). Asi,
x = —2 es el Gnico punto de inflexion.

Finalmente, f(1) = 0, f(=1) = ¥4, f(=2) = 0, £(0) = /2,
f(2) = /4 ~Figura 3.50-.

La funcién f(z) = e (curva de probabilidad) es par. Ademas,
para cada z € R, f(z) >0y

lim f(z) = lim — = 0.
T—00 z—00 T
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Y A

o, %1 ;X
yOx
Figura 3.50
fl(x) = =2z e, asi que f"(z) = e % (422 — 2) y:
fllz)=0& 2=
fllx) >0 x>0 2<0
fllz) <0 2>0

Como f"(0) = —2 < 0, f(0) es un maximo local.

wl--—-====--

253

Puede comprobar el alumno que los puntos de inflexién de f son

YA

~fF---
o

}
D]Dﬁ

Figura 3.51

9. La derivada de f(x) = 2%e 7 es:
flx) =02z —2%)e " =22 —2)e *
Como para cada x € R, e™* > 0, se tiene que

flz)=0e22-2)=0& (z=0Va

=~V

2).
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También se tiene:
f'(x) = ez = 2+ V2)(z - (2+V2)).

En fin: se pide al alumno que compruebe los datos asentados en la
tabla que sigue:

r |(—00,0) | 0 [(0,2—-v2)R—-V2|2-+72,2)
f'(x) - 0 + + +
f"(x) + + + 0 -
f(z) \¢Conv | 0 A Conv P.I " Conce

min L.

x 2 2,24+V2) R+V2 |2+ V2,00)
@ 0 | - [ - | -
f"(x) - - 0 +
f(z) | 4et |\ Conc. | PL N\ Conv

max. L.

Otros datos ttiles son:

lim 22 =00 y lim e
T—>—00 T—r—00

T = o0.
Por lo tanto

Para calcular lim f(x), calculemos primero lim log f(z):
T—00 T—00

2

log f(x) = log <x > =logz® —loge® =2logx — x

er
Ast: l
log 1) _plog®
T
Pero lim “’% = 0 (esto se probé en la pagina 210), por lo cual:
T—>00

lim <2109x _ 1) — 1
T—00 €T
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y con ello,

lim log f(x) = limx

T—00 Tr—00

Como €” es continua,

255

log f(x)

T

()

].],.m f(l‘) et ]_]’_m elOg f(x) — ezlinéolog f(I) — 0

T—00 T—00

Como para cada z € R, f(x) > 0, el eje X es una asintota a la

grafica de f.

En fin, la grafica es la siguiente, tomando en cuenta que f(—1) =e

(ver Figura 3.52).

YA

L
01 zmﬁ

Figura 3.52

Como mencionamos cuando comenzamos la Seccion 3 de este Capitulo
(pdgina 204), el conocimiento de la derivada de una funcién f, nos da
mucha informacién acerca de f. Por lo que hemos desarrollado a partir
de entonces, sabemos ya que:

a). Si f'(z) =0 en un intervalo abierto I, f es constante en I (pagina

209).
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. Si f'(z) > 0 en un intervalo abierto I, f es estrictamente creciente

en I (pagina 210).

. Si f'(z) < 0 en un intervalo abierto I, f es estrictamnete decre-

ciente en I (pagina 210).

. Los resultados enunciados en a), b) y ¢), se pueden extender a

intervalos cerrados I si f es continua en I (problemas 20 y 21 de
la pagina 217).

. Si f es continua en xy y f'(z) > 0 “antes que zy” y f'(z) < 0

“después de (", entonces f(x) es un maximo local de f (problema
22 de la pagina 217).

. Si f es continua en zy y f'(z) < 0 “antes que zy” y f'(z) > 0

“después de x,”, entonces f(xy) es un minimo local de f (problema
23 de la pagina 217).

. Si f' es creciente en un intervalo I entonces f es convexa en [

(Teorema 3.22, pagina 236).

. Si f" es decreciente en un intervalo I entonces f es concava en [

(Teorema 3.6.3, pagina 238).

. Si f' es creciente “antes que xy” y f’ es decreciente “después de

zy”, xo es un punto de inflexion de f (Teorema 3.6.6, pagina 239).

. Si f" es decreciente “antes que xy” y f' es creciente “después de x;”,

zy es también un punto de inflexién de f (Teorema 3.6.6, pagina
239).

Con este conjunto de resultados en mente, viendo la grafica de la
derivada de una funcién, podemos darnos una idea (cualitativa) de la
grafica de la funcién. Por ejemplo, si la grafica de f’ es como la curva
superior de la Figura 353, la grafica de f es de la forma de la curva
inferior en la misma figura.
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YA

Bl D e T
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=
=

B S
B A

Figura 3.53

Ejercicios 5

Si f(z) = |z|, demostrar que f es convexa en [—1, 1].

Demostrar que f es concava en I si y solo si —f es convexa en [.

. Demostrar que f es convexa en I siy solo si:

f) = fz) _ f(b) = f(a)

Va,be I : b
a, b e a<b= A D b—a

V€ (a, b)| .
Demostrar que si f es derivable en I, entonces f es céncava en [ si
y sblo si f’ es decreciente en I.

Demostrar que el reciproco del Teorema 3.6.4 es falso.

Demostrar que el reciproco del Teorema 3.6.5 es falso.
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14.

15.
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Dar un ejemplo de una funcién f y un punto x, tales que:
f"(x9) = 0 pero zy no sea punto de inflexién de f.

Dar un ejemplo de una funciéon f y un punto zy tales que: f no
tenga segunda derivada en xy, pero xy sea punto de inflexién de f.

Hallar una funcion céncava y convexa en algin intervalo I.
Demuestre el Teorema 3.6.6.

Demuestre esta especie de “criterio de la segunda derivada para
puntos de inflexién”, es decir, el Teorema 3.6.7.

Demuestre que si

(23 +1 six >0,

f@) = 9

- ir=0
5 sl @ ,

| 2? siz <0,

entonces 0 es un punto de inflexion de f.

Demuestre que si f(z) = az® + bx? + cx + d con a # 0, entonces f
tiene exactamente un punto de inflexion.

A que funcion del lado derecho corresponde cada derivada del lado
izquierdo? (ver Figura 3.54).

Halle los intervalos en los que la funcién f(x) = 32? — 8z + 12 es
convexa y los intervalos en donde es concava. Esboce con ello la
grafica de f.

Encuentre los puntos de inflexién de las siguiente funciones:
a) f(r) =24z* — 3222 + 922 +1, b) f(x) =2 — =z,
¢) fz) = (z—1)% d) f(z)

) f(a) = f) () = 2%,

—_

Y
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YA
a) YA 1)
> 0
J \ X X
b) YA 2) YA
0 X
) YA 3) YA
0 X 0 X
d) Y A 4) YA
—/ -
J X 0 X
e) YA 5) YA
? x 3 X

Figura 3.54



260

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.
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La siguiente figura —Figura 3.55— muestra la gréafica de la derivada
de f. Diga en qué puntos f tiene maximos y minimos locales y
cuales son puntos de inflexién.

Y A

RANEAVE

0 1 3 4 X

Figura 3.55

Haga un dibujo de la gréafica de la funciéon f cuya derivada es la
grafica del ejercicio 15 (“esboce cualitativamente”).

Encuentre los puntos de inflexién para f(x) = 2", donde n € N.
., Como depende la respuesta de n?

Demuestre que si f”(xzy) =0y f"(xo) # 0 entonces x, es un punto
de inflexion de f.

Suponga que f'(zo) = f"(z0) = f"(z0) = 0, pero f"(xo) # 0. (Es
o un punto de inflexién? o ;es acaso un punto donde f alcanza
un valor extremo local?

Dé ejemplos que muestren lo que puede ocurrir en xy si
f,(x[]) — f”(xo) — fm(ib'o) — f””(xo) — 0

Dibuje las graficas de las funciones siguientes, procediendo como se
propone en la pagina 240.

W) S =T ) )= et et
) g(z) = %, d) f(z) = z* + 23,
e) f(zx) =" — 22, f) h(z) =323 + 22 + 1,
3+ 1 241
DI =mr MOy

iSea feliz!
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