Ejercicios de Introduccién
Analisis Matematico 1

FCFM-UMSNH

1. Sea X un conjunto, A C X y F una familia de subconjuntos de X.
Demostrar que:

(a) ANUF =U{ANF:FeF},
(b) AUNF=N{AUF:FeF}.

2. Recuerde que si f y g son dos funciones entonces se define la com-
posicién de ellas como

gof={(z,2): By (z.y) € f & (y,2) € 9)}.
Si f, gy h son funciones, demuestre que (fog)oh = fo(goh).

3. Sean f: X - Y, AC X y BCY. Demostrar que:

(a) ff~'[B]] € B,
(b) AC fLf[A].

Dar ejemplos donde las contenciones sean propias.

4. Sean g: X - Y y f:Y — Z. Demostrar que:

(a) Si AC Z, entonces (fog) ' [A] =g} 4] .
(b) Si fy g son inyectivas f o g es inyectivay (fog) ' =g lo fL

(¢) Si fog es inyectiva, ;qué se puede decir de la inyectividad de f
y de g7

d) Si son sobreyectivas, entonces f o g es sobreyectiva.
yg Y g Y

(e) Si fog essobreyectiva, ;qué se puede decir de la sobreyectividad
de f y de g7

(f) ;Puede f o g ser biyectiva sin que f y g sean biyectivas?

5. Sea f: X — Y. Demostrar que f es inyectiva si y sélosi f[ANB] =
f[A]n f[B], para todo par A, B C X.
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Sean f : X — Y yg:Y — X dos funciones tales que g no es
una funcién constante. Demostrar que existen subconjuntos no vacios
X1, Xo, ViyYoatalesque XiNXo =0, V1NYo =0, f[Xa] =V1 ¥y
g[Ya] = Xo.

Sean X C R con X # () y a € R una cota superior de X. Demostrar
que a=supX siysélosi (Ve >0)(Fr € X)(a—e<z<a).

Sean X C R con X # () y a € R una cota inferior de X. Demostrar
que a =inf X siy sélosi (Ve >0)(Fr € X)(a <z <a+e).

Demostrar que si X C R no es vacio y es acotado superiormente,
entonces —X es acotado inferiormente y sup X = —inf (—X).

Sean ) C X C Y C R tales que Y es acotado superiormente. De-
mostrar que sup X < supY.

Sean X C R tal que a = supX y t > 0. Demostrar que a -t es el
supremo del conjunto tX = {tx:z € X}.

Sean X, Y C R cona=supX y b=supY. Demostrar que a + b =
sup (X +Y),donde X+Y ={z+y:2€ X &yeY}.

Demostrar que R es el tinico campo ordenado completo en el siguiente
sentido: Si R es otro campo que satisface los mismos axiomas que R
entonces existe una biyeccion f : R — R que satisface:

(a) i flz+y)=/f(x)+[(y), para todo z,y € R,
ii. f(xzy)=f(z)f(y), para todo z,y € R,
ili. z <ysiysoélosi f(x) < f(y), para todo z,y € R.

(Sugerencia: Muestre que existe N C R que es el respectivo con-
junto de los numeros enteros positivos de R y que tiene la forma

N = {1,5,5,1,...} defina

Q—{z:peNU—NU{O} &qu}.

Definaseg:(@ﬁ@porg(g):’azyf:]R—ﬁlipor

f(z)=sup{g(r):r<z&reQ}.

Muestre que f tiene las propiedades enunciadas.)
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Demuestre que cualquier espacio vectorial tiene una base.

Supoéngase que F es una familia de subconjuntos no vacios de X y
supdngase que la interseccién de cualquier subfamilia finita de F tiene
interseccion no vacia. Demuéstrese que existe un familia &/ de subcon-
juntos no vacios de X que contiene a F, que también las intersecciones
de subfamilias finitas de U no son vacias y con la propiedad de que si
A€ o (X)\U, entonces existe U € U tal que ANU = 0.

Si (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado sin elementos maxi-
males, demuestre que existe un subconjunto Y de X que es linealmente
ordenado por <y que es no acotado en (X, <); es decir, no existe x € X
tal que y < = para cada y € Y.

Sea A una subfamilia infinita de p (w) tal que para cada par A, B € A
se tiene que si A # B entonces AN B es un conjunto finito. Demuestre
que existe B C p (w) con la propiedad de que A C B, también para
cada par A,B € B se tiene que si A # B entonces AN B es un
conjunto finito y para cada D C w que es infinito, existe B € B tal
que BN D es un conjunto infinito.

Sean (X, <)y (Y, =) dos conjuntos bien ordenados y sea f: X — Y
una biyeccién creciente (i.e. x < 2’ = f(z) < f(2)). Demuestre que
f es unica.

Sea (X,<) un conjunto bien ordenado. Considere el orden en el
conjunto X x X definido por: Sean (xg,yo) y (z1,y1) dos puntos
de X x X y sea max{zo,yo} # max{xi,y1}. Si max{zo,y} <
max {z1,y1 } entonces péngase (xo,yo) < (z1,y1) . Simax{zo,yo} =
max {z1,y1} entonces péngase (xo,yo) < (x1,y1) si o bien zg < 1
o (zo=x1 & yo <y1). En los casos restantes péngase (z1,y1) <
{z0,Y0) -

Demuéstrese (X x X, <) es un conjunto bien ordenado.
Demostrar que el conjunto de los enteros pares es numerable.

Supéngase que X y Y son conjuntos equipotentes. Demostrar que
p(X)=p(Y).

Supoéngase que A y B son conjuntos ajenos. Demuestre que para
cualquier conjunto X se tiene que X4AYE es equipotente a X4 x XB.
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Demostrar que todo conjunto infinito tiene un subconjunto infinito
numerable.

Demostrar que si X es un conjunto infinito, entonces existe un buen
orden sobre X de tal modo que X con este orden no tiene maximo.

Un buen orden < sobre un conjunto X se llama minimal si para
cualquier otro buen orden = sobre X existe una inyeccién creciente
f (X, <) — (X,=). Demuestre que todo conjunto infinito posee un
buen orden minimal.

Demuestre que si X es un conjunto infinito y < es un buen orden
minimal sobre X, entonces X no tiene ultimo elemento con respecto
a este orden.

Sea X un conjunto y 2% el conjunto de todas las funciones f : X —
{0,1}. Demostrar que p (X) ~ 2.

Demostrar que X es infinito si y solo si X es equipotente a un sub-
conjunto propio de X.

Sean A un conjunto numerable y B un conjunto no numerable. De-
mostrar que AU By B\ A son conjuntos no numerables.

Demostar que si A C B y A no es numerable, entonces B no es nu-
merable.

Demostrar que si A y B son conjuntos numerables, entonces A x B es
un conjunto numerable.

Demostrar que el conjunto de todos los polinomios de grado n con
coeficientes racionales es un conjunto numerable.

Demostrar que el conjunto de todos los polinomios con coeficientes
racionales es un conjunto numerable.

Recuerde que un r € R se llama namero algebraico si r es raiz de un
polinomio con coeficientes enteros. Si r € R no es algebraico se llama
trascendente. Demostrar que el conjunto de los nimeros algebraicos
es numerable y deduzca que existen los niimeros trascendentes.

(Cudl es la cardinalidad de todos los subconjuntos infinitos de w?

;,Cudl es la cardinalidad del conjunto de todas las funciones inyecticas
de w en w?



37. ;Cudl es la cardinalidad de todas las funciones continuas de R en R?



